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V. Plosny integral

V.1. Parametrizace ploch

Necht B C Ey a X = P(u,v) je zobrazeni z B do E3. Necht T' = OB je uzaviend
jednoduchd po cdstech hladkd krivka v Ey t3. B =1 U intD. Plati-li :

a) zobrazeni P je spojité a prosté na B,

b) P mad omezené a spojité parcidlni derivace P, a P, v B\ K, kde K je mnoZina
koneéného poctu bodu leZicich na hranici T' mnoziny B,

¢) P,xP,#0 v B\ K,

potom mnozina Q@ = {X = P(u,v) € E3; [u,v] € B} se nazyvd jednoduchd hladkd
plocha v E; |, zobrazeni P jeji parametrizaci a mnozina ¢ = {X = P(u,v) € Es;
[u,v] € T'} jeji okraj.

Vektory P,, P, jsou tecné vektory a vektor P, X P, je normdlovym vektorem plochy Q).
Jednotkovy vektor normdly oznacme n°.

Rikdme, e plocha Q a jeji okraj ¢ jsou sou-
hlasné orientovany, jestlize pro smér krivky ¢ a
normdlu 1 plochy plati pravidlo "pravé ruky”.

POzZNAMKA : V geometrickych a fyzikélnich aplikacich se casto pouzivé tzv. radiusvektor
7= (z,y,2z) bodu X = [z,y,2]. Potom vektorova rovnice 7(t) = (x(t),y(t),z(t)),

t € I vyjadiuje kiivku ¢ :z = x(t), y = y(t), z = z(t), t € I a podobné

(u,v) = (:c(u, v),y(u,v), z(u, v)), [u,v] € B C Ey vyjadfuje plochu

Q={X € E3; v = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), [u,v] € B}.

e Navrhnéte parametrizaci plochy @), jejiz orientace je urcena normalovym vektorem 7ig.
Zjistéte, zda plocha () je orientovana souhlasné ¢i nesouhlasné s navrzenou parametrizaci :

Priklad 599. Q) je rovnobéznik s vrcholy A = [1,1,1], B =[1,4,4], C =0, 5, 6],
D =10,2,3], fig -k > 0.

Resent :
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Snadno se presvédcéime, ze /ﬁ = ﬁ =(0,3,3) a E = BT?’ =(-1,1,2).
@ je ¢ast roviny urcené bodem A a vektory AB, AD.
Rovnici roviny napiSseme v parametrickém tvaru X = A + u@ + UE.

Za parametrizaci plochy @ zvolime P(u,v) = A + uﬁ - UE.
P(u,v) =[1—-v,143u+v,1+ 3u+ 2v], kde [u,v] € (0,1) x (0, 1)

O =

= (3,-3,3)

N W oy

J
P,=(0,3,3), P,=(-1,1,2) ﬁ:PuxPU:‘ 3
1

-1

Z podminky 7, - k= (3,—3,3)-(0,0,1) = 3 > 0 vyplyva, ze orientace plochy
je souhlasna se zvolenou parametrizaci. [ ]

Piiklad 600. Q) je kruh v roviné x = 2 se sttedem v bodé [2, —1, 3] a polomérem 4,
g = (~1,0,0).

Q ={[r,y,2] € E3; (y+1)*+(2—3)? < 16, = = 2}.
Navrhneme zobrazeni:

a) P(u,v) =[2, =14+ wvcosu, 3+wvsinu], [u,v] € B=(0,2m) x (0,4),
P,(u,v) = (0, —vsinu, vcosu) P,(u,v) = (0, cosu, sinu)

- - -

7 7 E .
ﬁ:Pu X P,=10 —vsinu wvcosu | = (—1)7070) :()pro v=20
0 cosu sinu 7& 6’ pro v ?é 0.

Toto zobrazeni neni parametrizaci plochy @), protoze je P, x P, =0 v nekone¢ném
poctu bodu lezicich na hranici mnoziny B. Kromé toho na hranici mnoziny B neni
uvazované zobrazeni prosté.

b) Pluv) = [2 —1 4w 310, B={u] €Ey; u? +0? < 16},
P,(u,v) =(0,1,0), P,(u,v)=1(0,0,1)
i jE ,
ﬁ:Puva:'o 1 0‘:(1,0,0)#Oprovéechny[u,v]EB
0 0 1

Toto navrzené zobrazeni je parametrizaci plochy () a orientace plochy @) je nesou-
hlasnd s touto parametrizaci, protoze 7ig = (—1,0,0) = — (P, X B,). n

Priklad 601. Q = {[z,y,z] € E3; 2 =2> +4y? y >0, 2 <1}, 1ig([0,0,0]) = (0,0,—1)

Resent : ) ) ) )
5 Jde o ¢éast plasté rotacniho paraboloidu

T =vcosu uwe (0,7,

a) Q: < y=wvsinu
o — 2 ve(0,1)
rT=u

b)Q:¢ y=w w402 <1,v>0
2 = u? + v?

v ﬁQ
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Navrhneme zobrazeni:

a) P(u,v) = [vcosu, vsinu,v?], [u,v] € B =(0,7) x (0,1),
P,(u,v) = (—vsinu, vecosu, 0) P,(u,v) = (cosu, sinu, 2v)
i ik
n=P,xP,=| —vsinu vcosu 0 |=(2v%cosu,2v?sinu,—v)
cosu sinu  2v

n=0prov=0 = zobrazeni neni podle definice parametrizaci plochy Q).
Kromé toho na hranici mnoziny B neni uvazované zobrazeni prosté.

POzZNAMKA: Protoze vSak zobrazeni nespliiuje podminky definice parametrizace jen na

mnoziné dvourozmeérné miry 0, lze ho pouzit pro vypocet plosného integralu.

b) P(u,v) = [u, v, u> + v?], B = {[u,v] € Eg; u? +v* < 1,v > 0},
P,(u,v) = (1,0, 2u), P,(u,v)= (0,1, 20v)

PjOR ;
n=P,xP,=|1 0 2u|=(—2u,—2v,1)#0 v celém B
0 1 2w
—2u, —2v,1
o= AZ20 2200 ao10.0.0]) = 79(u = v = 0) = (0,0, 1).

Vau2 + 402 + 1

Navrzené zobrazeni je parametrizaci. Plocha @) je nesouhlasné orientovana s touto
parametrizaci, protoze 7° = —17g. [ ]

Priklad 602.% Je ddna polovina kulové plochy @Q = {[z,y, 2] € E3; 22 + y* + 2° = @,
z >0, a>0,} orientovand normalovym vektorem 7 = (ny, ng, ns),
kde n3 > 0. Rozhodnéte, ktera ze zadanych zobrazeni P(u,v) jsou
parametrizacemi plochy @.

a) P(u,v) = [u,v,\/cﬂ —u2 — 02|, kde [u,v] € B = {[u,v] € Ey; u? +v* < a?},

2a%u 2a%v 2a3

a2 +u?+v?2 a2 +u?2 + 02 a? + u? + v?

b) P(u,v) = —al, kde [u,v] € B,

B = {[u,v] € Ey; u® +v* < a?},

¢) P(u,v) = [acosucosv,asinucosv,asinv], kde [u,v] € B = (0,271) x <O, g>
]

Dosazenim se muzeme snadno
presvédcit, ze ve vsech pripadech
plati rovnice

2+ y?+ 2t =’

—Uu —v

\/az—u2—v2>’Pv B <0’1’ a? —u? — 2

na hranici I'g. Z toho vyplyva, ze dané zobrazeni neni parametrizaci.

a) Funkce P, = (1,0,

> neexistuji

b) P(u,v) je spojité, prosté zobrazeni v B. Snadno se presvédcime, ze na B
skutecné vychazi z > 0 :
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2a? _a(a® —u? —v?)

- @ a =
a? + u? + 0?2 a? + u? 4 v?
B:{[u,v]EEz;u2~l—v2§a2 — —ut—0v*>0 = 2>0.

?

Spocitame tecné vektory P,, P, a normalovy vektor vyplyvajici z parametrizace P

-

i j k
20%(a® — u? + v?) —4a*uv —6au
n=~FP,xP,= (a2 + u? + v2)2 (a2 + u? + v2)2 (a2 +u?+02)? | =
—4a*uw 2a%(a® + u? —v?) —6a%v

(a2 +’LL2 +U2)2 (a2 +U2 +U2)2 (a2 +u2 +’U2)2
4a* -
= 3au(a® + u? +v?), 3av(a® + u? +v?), a* — u2+022> 0
e G ) Bau ) at = (w4 7)) 2
pro véechna u? +v? < a?; n3 = a* — (u* +0v%)* > 0.
Dané zobrazeni je parametrizaci plochy () . Orientace plochy je souhlasna s danou
parametrizaci.

c¢) Zobrazeni vychéazi z popisu kulové plochy ve sférickych souradnicich. Vime, ze toto
7
zobrazeni je prosté a spojité pro u € (0,27) a v € <0, 5) Navic jeho parcialni

derivace P, a P, jsou spojité vsude v E; a

- - —

i J k
7 = | —asinucosv acosucosv 0 | = (g2 cosucos®v,a’sinucos? v, a®sinvcosv),
—acosusinv —asinusinv acosv

71| = a®cosv # 0 pro véechna u € (0,27),v € <0, g) Na hranici mnoziny B, kde u

m —
je libovolné a v = 5 je 1 = 0 a na hranici I'g neni zobrazeni prosté. Z toho vyplyva,

ze dané zobrazeni neni parametrizaci plochy Q.

603. Plocha Q = {[z,y, 2] € E3;2*+y?* = 4,2 > 0, z € (1,4)} je orientovana tak, ze

vektor normaly 7ig v libovolném bodé spliiuje podminku 7ig-i > 0. a) Ovéite,
ze zobrazeni P(u,v) = [2cosu,2sinu,v],[u,v] € B,B = < - E,z> x (1,4)

je parametrizaci plochy @) a rozhodnéte o orientaci plochy vzhledem k této
parametrizaci.  b) Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni P(u,v) = [\/4 —u2,u, U},
[u,v] € B = (—2,2) x (1,4) neni parametrizaci plochy Q.

a) orientace plochy @ je souhlasnd s parametrizaci ,
b) P, je nespojité v nekoneéném poctu bodu mnoziny B.

e Navrhnéte parametrizaci plochy @), jejiz orientace je uréena normalovym vektorem 7ig.
Zjistéte, zda plocha () je orientovana souhlasné ¢i nesouhlasné s navrzenou parametrizaci :

604. Q = {[z,y,2] € Eg;2? + 3> =4, >0, 0< 2 <4}, 7in([2,0,2]) = (1,0,0)
P(u,v) = [2cosu, 2sinu, v]

[u,v] € < - g§> x (0, 4)
orientace plochy @ je souhlasnd s parametrizaci |

605. Q - {[ZE,y,Z] S ]E3;Z:xy7 $2+?J2 < a2, a > 0}7 ﬁQ k>0
P(u,v) = [vcosu, vsinu, v sinu cos u]
[u,v] € (0,27) % (0, a)
zobrazeni neni parametrizaci
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(y —1)?

606. Q:{[Zﬁ,y,Z] €E3; 4

+ Z2 - 17 S <_173>7Z > 0}7 ﬁQ([0707 1]) = (0707 _1)

P(u,v) = [v, 1+ 2cosu, sinu]
[u7v] € <0,7I'> X <7173>
orientace plochy @ je souhlasnd s parametrizaci

607. Q = {[x,y,2] € E3;22+3y+2=6, x >0, y >0, z > 0}, fig = (n1,n2,n3), ng >0
P(u,v) = [u, v, 6 —2u — 3v]
0<u<3,0<v<6—2u
orientace plochy @ je souhlasna s parametrizaci

V.2. Plosny integral skalarni funkce

Necht Q je jednoduchd hladkd plocha v Es s parametrizaci X = P(u,v), [u,v] € B C Es.
Necht f je skaldrni funkce definovand a omezend na plose Q. Jestlize dvojny integrdl

// f(P(u,v)) | Pu(u,v) X Py(u,v)|| dudv ezistuje, pak pokladdme
B

//Qfdp: //Bf<P(“’”)>HPu(U,v) X Py(u,v)|| dudv

a rikame, Ze f je integrovatelna na Q).
k

Je-li plocha Q) C Es jednoduchd po cdstech hladkda, ) = UQ" jednoduchych hladkyjch

i=1
ploch Q1,...,Qr a [ je funkce integrovatelnd na kazdé plose Q;,1 <1 < k, pak je

//Qfdpzzk:/@fdp-

POZNAMKA : Vime, ze ani existence ani hodnota dvojného integralu [f 5 [ dudv nezavisi
na ”chovan{”funkce f na mnoziné miry 0. Z toho plyne, ze lze pocitat [], Q f dp pouzitim
zobrazeni P(u,v), které sice (striktné vzato) neni parametrizaci plochy @, ale pozadované
podminky na parametrizaci jsou poruseny pouze na mnoziné miry 0 v B.

e Rozhodnéte o existenci plosného integralu a pokud integrél existuje, tak jej vypocitejte.
1
Piiklad 608. // wylnfzl o kde 0= {[v,y,2] €Egi (2 — 22+ ¢ + 22 =1,2 > 0}
Q z

Integral neexistuje, nebot funkce
zy In |z|
f(zy,2) = ——
z
neni definovana pro z = 0 a neni ome-
zend v zadném okoli bodu s nulovou z-tovou
soufadnici.

V75
[T
it

iy
i
i

[/
fi
i

d
Priklad 609.* // p Q = {[r,y,2] € E3;2*+y*+(2—3)* = a*, a > 0}
Q
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Resent : Pro existenci integralu je postacujici spojitost integrované funkce na plose Q.
Tato podminka je splnéna vzdy, kdyz @ je disjunktni s kulovou plochou
2?2+ y? + 2% =1, coz plati pro a € (0,2) U (4, 0).
Naopak, pro a € (2,4), integral neexistuje, protoze funkce f neni na plose @

omezena.
Q) je kulovd plocha se stiedem [0,0, 3]

a polomérem a, muzeme ji popsat pomoci
sférickych soutradnic, kde polomér je ro-

ven a.
T = @ COSUCOSV u6(0,27r)
Q: < y=asinucosv T
— 34 asi ve(-33)
z + asinwv 279
Parametrizace kulové plochy Q:
P(u,v) = [acosucosv, asinucosv, 3+ asinv] B= {[u,v] € Ep; u € (0,2m), v € < - g, g>}
P, (u,v) = (—asinucosv, acosucosv, 0) P, x P, = (a* cosucos® v, a? sinu cos? v, a*sin v cos v)
P, (u,v) = (—acosusinv, —asinusinv, acosv) ||P, x Py| = a®cosv
1 1
2?24+ y2+22—1  a?cos?ucos?v + a?sin®ucos?v + (3 + asinv)? — 1

1
a2+ 8+ 6asinv

//Qfdpz//Bf(Pw,v)) ||Puva||dudv=/%

27 2
(/ a® cosv ‘ du) do —
o a’>+8+6asinv

vl

a 6a cos v Ta 3 ma . |a®+ 8 + 6a
_ort 0= il 6asiof] | = |80
7T6a/12ra2+8~|—6asinv Y73 n|a"+8+6asin| . 3 na2+8—6a
m

e Vypocitejte integraly na plose @) C Ej :
Priklad 610. // zzdp, @ je AABC, kde A =11,0,0], B=10,1,0]aC =10,0,1]
Q

Resend : @Q je ¢ast roviny x + y + z = 1. Primétem trojihelnika AABC do roviny (zy)
je trojihelnik D omezeny piimkami x +y =1, x =0, y = 0.

z
C
B
A y
T
P(u,v) = [u, v, 1 —u—0], B={[u,v]eEg;Ogugl,Ogvgl—u}
Pu:(l’ 7_1)7 P’U:(Ovla_l)
P, x P, =(1,1,1), |P. x P,|| =3
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Q

//cczdp // (1—u—w)- \/_dudv—\/_/ /1u 1—u—v)dv)d
_\f/< (1w ];“—gm;”>du: 3 01<u(1—u)2—g(1—u)2>du:

2 8 41 1 2 1
:ﬁ/ u(1—2u—|—u2)du:\/§[u u +u] V3 + —\2/—5.

212 3 410 2'2 34

POZNAMKA : Vzhledem k tomu, ze dand plocha @ je grafem funkce z = g(x,y)
dvou proménnych, muzeme nezavislé proménné z,y povazovat piimo za parametry
P(z,y) =[z,y, 1 —x —y|, kde [z,y] € D. Pak tetné vektory jsou P, = (1,0, —1),
P, =(0,1,—1) a normalovy vektor je P, x P, = (1,1,1) a

//Qa:zdp://Dx~(1—:c—y)-\/§dxdy:-~:\2/—4§

Priklad 611. / Va2 +y2+1dp, Q= {[z,y,2] €E3;2z+2*+y*=4,2>0}
Q

Resent . : . .
Q@ je ¢ast paraboloidu, ktery je grafem explicitné
2 , 2’4y
‘ 2 zadané funkce z = 2 — 5
T =u,
Y=Y 2 2 < 4
“ 2—2_x2+y2 vy
e . 2
T )
2 2
Py =[o,y2- 0], B={lny € B a® +47 <4}
Px:(LO: —LE), PT/:(O717_y)
Py x Py = (z,y,1), [Pe x Pyll = /22 +y2 + 1
// \/$2+y2+1dp:/ V242 + 122+ y2 4 Ldedy =
Q D
T =1rcosy
//2+y2<4(1’2 + y2 + 1) dxdy = (polarni souradnice) = ‘ zz:ﬂsin@ | OOSSJSS;W =
2 27 o 2 T4 742 2
:/ (/ (T2+1)-rdg0>d7“: [gp} / (r* +7r)dr =27 - [——i——} = 12m.
0 0 0 0 4 2 1o

Priklad 612. // vydp, Q={[r,y,2] €Es;2°+9y* =4, 0<z<1}
Q

Q@ je cast valcové plochy s polomérem r = 2.
Vychazime z cylindrickych souiadnic.

T = 2cosu
_ o € (0, 2m)
Q:< y=2sinu € (0.1)
z =0,

Integral existuje, nebot funkce f(z,y,z) = xy
je spojita na Q.
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P(u,v) = [2cosu, 2sinu, v], B =(0,27) x (0,1)
P, = (—2sinu,2cosu,0), P, =(0,0,1)
P, x P, = (2cosu, 2sinwu,0), |P. x Pyl =2

1 2
// a:ydp://QCosu-2sinu~2dudv:/ (/ 4sinucosu-2du>dv:
Q B 0 0

o 1 L2 o 1
:8/ sinucosudu-/ 1dv:8[sm u} . [v] =8-0-1=0.
0 0 2 o 0

Priklad 613.* // rvyzdp, Q= {[z,y,2] €E3;9*+9:2=9, 1<z2<3,y>0,2>0}
Q

Resent :

Jde o c¢ést eliptické valcové plochy rovnobézné
s osou x a polomérem r = 3.
Vychazime ze zobecnénych cylindrickych souradnic:

rT=v T
(TS <0, —>
Q: < y=3cosu 2
z=-sinu ’U€<1,3>
P(u,v) = [v, 3cosu, sinu] B= <O, g> x (1,3)
P, = (0,—3sinu, cosu) P, =(1,0,0)

P, x P, = (0,cosu, 3sinu) | P, x Pyl = V8sinZu + 1

// xyzdp://v~3(:osu~sinu‘\/881n2u+1 dudv =
Q B

3 /2 8sinu+ 1=t
:3/ vdv-/ cosusinu - V8sinu+ 1 du = | 16sinucosudu=dt | =

1 0 te(1,9)

v293 1 [0 3 1 r2t3%299 3 2
:ﬂ—}u—/ tﬁ:—Q—l-—L—ﬁ — 2. 2027-1)=13.

211 16 J; Vi 2< ) 6L 3 J1 4 3( )

m
Priklad 614.* // (ry+yz+a2)dp, Q:y=Va?+ 22, lezici uvniti plochy 2+ 22 = 2z.
Q

Resent : o ) )
Plocha @ je ¢éast plasté rotacniho kuzele

y = va?+ 22

(osa y je osou rotace), lezici uvnitt vélcové plochy

D /\ 2?2+ 2% =2z,
/‘ | Prumét plochy @ do roviny (zz) je kruh D
{’Q\ y 422 <= (z— 1) +22<1
) D ={[z,y,2] € Es;(x — 1)+ 2> < 1,y = 0},
N
P(u,v) = [u,Vu? +v2,v], B={[u,v] €Ez: (u—1)?+0> <1}
u v
Pu:(l,\/qﬂiW,O), Pv:(O,\/MiW,l)
u v u v?
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//(xy+yz+xz // (x + z Vx2+22+xz)fdxdz—
Q (z—1)2+422<1
U = TCOS 0<r<2cosp
// (u+v \/u2+v2+uv>\/_dudv— v=rsing | T, T ‘:
f02<1 I 20
5 2 cos ¢ )
:\/5/ / (T(Cosgo—i—sin(p)-r—i—r singpcosgp)rdr dyp =
_z 0
2
3 . 2cos
=2 (cos @ + sin ¢ + sin ¢ cos ) [ ] Y=
_z 0
2
%
:\/5/ (cos @ + sinp + sinp cos ) - 4 cos” pdp =
—3
2 2
:4\/5/ (cos <p—i—sm<pcos go—l—smgocos gp) dg0—4\/_< / cos5<pdg0+0+0> =
2 liché funkce 0
4.2 64+/2
(vizpf.21):8\/§-—-1:—\/_.
5-3 15 -

e Vypocitejte integraly na plose ) C Ej :

615. //Q(x—l—yjtz)dp, Q={[r,y,2] EEg;2* +y* + 2> =a* 2 >0, a> 0} [7a?]
616. //Q(x2 +y*)dp, Q= {[:U,y,z] € Ez; 2= \/m, 0<z< 1} [?W]
617. //Qxdp, Q:{[x,y7z]€E3;z: aQ—xQ—yQ} [0]

618. //de, Q={[r,y, 2] €Es;2z =2? +9? 0< 2 < 1} [1—57r(1+6\f)]
Q
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V.3. Aplikace plosného integralu skalarni funkce

e Pomoci plosného integralu vypocitejte obsah plochy @ C E; :

Priklad 619. () je ¢ast roviny 12z 4 3y + 42 = 12 lezici v prvnim oktantu.

12 — 122 — 3y

Reéenz/.'Q:{[:c,y,z]EEg,z: ,xZO,yZO,zEO}

z

3 Prumétem plochy @ Y
do roviny z =0 4
je mnozina D
D: 0<z<1 D
1 4 0<y<4—4x
T Yy 01 7
P(%ZJ):[L%W] B={lz,y) €Ex;0<2<1,0<y<4—dx}
P, = (1,0,3) Py = (071»—%)
3 13
waPy:(—:’),—Z,—l) 1P > Pyll = -

L, a4z 13 13 ! 13
= 1dp = “dy)dr = — 4 —4x)de = —(4—2) =
s//Qp/o(/o L) de== [ @-ande= -2

Priklad 620. Q je ¢ast kulové plochy x? + 3% + 22 = 16 lezici uvnitt valcové
plochy 2% +y? = 9.

Resend : Plocha @ je slozena ze dvou stejnych ¢asti Q = Q1 U Q.

Omezime se na z > 0 =— Sz?// ldp

P(z,y) = [z,y,/16 — 22 — 2], B = {[z,y] € Ezs;2” +y*> < 9}
_ _—* — -y
Pz7(1707 ’716—372—‘%)’ Py (0717 /716—1’2—:1/2)
T Y 4
Pox Py = ( : 1), PoxPll=
Y \/1673627342 \/16fony I vl 16 — 22 — y?
g 2// 4dx dy r=reosy | 0<rs3
= = y:Tsmgo - - ==
16 — 2% — 32 J=r 0zps2m

x2+y2<9
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3 rdrdye 3
=8 ——— =827 |[—V16 — 12| =167(4— V7).
/0 0o V16 —r? " [ 70]0 g \/_>

|
Priklad 621. Q) je cast plochy z = 2xy lezici v prvnim oktantu uvnitt vélcové
plochy 2? + y? = a®.
Reseni : .
2 _ 42
z =21y
x
P(z,y) = [z,y, 2zy], B = {[z,y] € Ez;2” +y* < a®}
PT = (17052y)7 Py = (07 1,2%)
P, x P, = (—2y, —2z,1), |Px x Py|| = V/4y? + 422 + 1
T =TCcosy OST S a
2//1dp:// \/1+4x2+4y2dxdy: y=rsingp 0<o<™ =
Q B J=r =¥=5
/2 ra 2(1 4 472)3/2 "
:/ / \/1+4r2-rdrdg0—— / V14 4r2. 8rdr—16 ( —i—3r) =
0

24((1+4a )\/1+—4a2—1>. -

Priklad 622. () je cast kuzelové plochy z = /22 + y? lezici uvniti valcové
plochy 22 + y? = 2x.

Reseni : 1> +y><2r — (z—12+¢*><1

AN

[ITT7 77777777777 7777777 %

ANNY

177777 Illlll“

Yy
P(z,y) = [z,y, Va? + 7], B={[z,y] € Ez;(z —1)* +4y*> <1}
x y
po= (10,2, = (01, ——2—)
Va2 +y? Y /22 + 42
x y x2 ,y2
P, x P, :(— — ,1), P, x P,|| = 1=2
v \/x2+y2 \/x2+y2 I ohil \/x2+y2+w2+y2+ V2

// ldp = \/_ // dx dy =(integrél se rovné obsahu kruhu o poloméru 1) = \/i 12

(z—1)24y2<1
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Priklad 623. Stanovte hmotnost plochy Q = {[z,y, 2] € E3; 2> + 9> + 22 =9, 2 <0},

1
je-li hustota o(x,vy,z2) = ——.
] (,y,2) 249
Reseni : 5
T = 3COoSUCoSv u€<:3_7r
Q:<{ y=3sinucosv 22
3sinw v E< z 7T>
z = - =, =
272
. . . m 3w T
P(u,v) = [3cosucosv,3sinucos v, 3sinv] B:<§,?> X <—§,§>
P, = (—3sinucosv, 3cosucosv, 0) P, = (—3cosusinv, —3sinusinv, 3cosv)
P, x P, = (9cosucos® v, 9sinucos® v, 9sinvcosv) ||P, x P,|| = 9cosv

w/2 3m/2 9
o e [ [ )
22+9 —rj2 N rj2 9sin®v +9
:ﬂ-./ﬂ/zﬂdvz sinv =t ‘:7{/1 dt [arct t:|1 = 7T
/2 sin2v—|—1 cosvdv = dt t2_|_1 g 1

Priklad 624. Stanovte moment setrvacnosti vzhledem k ose z plochy @ = { [z, y, 2] € Es;
z=+/224+1y?%,0< 2 < 2}, je-1li hustota konstantni (o(z,y, z) = k).

b0
[\

Resend
z
T =vcosu w € (0,27)
Q: =vsinu

Y — € (0,2)

P(u,v) = [vcosu,vsinu, v] B = (0,2m) x (0,2)

P, = (—vsinu, vcosu, 0) P, = (cosu, sinu, 1)

P, x P, = (vcosu, vsinu, —v) ||Pu x Py = vV2

2 27
JZ://(x2+y2)g(x,y,z)dp:// UQ-k-U\/idudv:\/ék:/ / v? dudv =
Q B 0 Jo

- lZ] e

Priklad 625. Najdéte tézisté ¢asti paraboloidu 2?2 + y? = 2z omezené rovinou z = 1,
s hustotou o(z,y,2) = 1.

Téziste bude na ose rotace z, tj. T = [0, 0, 27|,

Zr = ]\ﬁiy?
T =vCcosu
0: = vsinu u € (0,2m)
2
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P(u,v) = [vcosu,vsinu,v?/2] B = (0,27) x (0,V2)
= (—vsinwu, vcosu, 0) P, = (cosu, sinu, v)
P, x P, = (v? cosu, v?sinu, —v) [Py x Pyl = vv/1+ 0?2

1 [v? 1/2
m = // odp = / / 1-vv1+v2du>dv:27r-§/ (1+2%)""  2vdv =
0

V2 27r,02
Mxy://zgdp:/ </ 5-1-vv1+v2du>dvz
Q 0 0

1 V2 1402 =2
:—/ </ 02V 1 + 02 vdu) = — 27r/ V1 +02vdy = | vdv=2tdt | =
0 0

v

2 te (1,v/3)
V3 5 3.3 -
O L N e Ut ()
L _2(146v3)-3  146V3 7 oo LT6V3 .
T 15 2r(3V3 1) 5(3v3-1) T s3vE - 1)

e Je dana plocha @ C Es.
a) Nac¢rtnéte danou plochu @ a jeji prumét do roviny (xy).
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy @ a vypocitejte délku vektoru kolmého
k plose @) pii navrzené parametrizaci.
c¢) Urcete plosny obsah dané plochy.

626. Q = {[r,y,2] €E3; v+ 2y +2 =06, 1 <22+ y* < 4}

b)P(]),y) = [$7y,6_$_2y},
B={lz,y €Ex1<a®+y° <4}, [|ii]| =6
) 31V6

627. Q = {[z,y,2] € Eg; z =¢? — 2% 1 <2 +y? <4}

b) P(l’,y) = [xay7y2 - £E2L
B = {[z,y] € Bo;1 < x® + 42 <4}, |7]| = /422 + 492 + 1
c) %(17\/1% 5v/5)

(z,y) = [z,y,4 — Vz* + 7],

={[ ] € Baid < a? 442 < 16}, ] = V2

b2) P(u,v) = [vcosu,vsinu,4 — v],

B = {[u,v] €E2;0 < u < 2m, 2< v <4}, |7 =vv2
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629. Q je ¢ast kulové plochy x? + 3% + 2% = 12 lezici uvniti paraboloidu z? + y? = 4z.

b) P(u,v) = [v/12cosucos v, v12sinu cos v, v/12sinv],
B = {[u,v] € E2;0 < u < 2m, arctg(v/2/2) < v < w/2},

il

lﬁ\{ggg§ 7|l = V12 cosw
N ¢)87(3 —V/3)
- x Yy

e Urcete plosny obsah plochy @) C E; :
630. Q = {[z,y,2] €Es; z = 2> + 9%, 22+ <1} [%(5\/5— 1)}
631. Q :={[z,y,2] €Es3; 3v+4y+2=1, 2>0,y>0, z>0} [g]
632. () je cast kuzelové plochy z = 44/2? + y? vytinané rovinami z = 0, y = 0,

2z + 3y = 6. [3V17]

22 P
633. (Q je ¢ast roviny 2x + y — z = 0 lezici uvnitt eliptické valcové plochy 9 + 6= L
[12V/67]

634. Q = {[z,y,2] €Es; s =u+v, y=u—v, z=4v, [u,v] € (0,1) x (0,1)}. [6]

e Je ddna plocha @) a plosnd hustota o(z,y, 2).
a) Nacrtnéte plochu @ a jeji prumét do roviny z = 0.
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy ), napiste vektor kolmy k dané plose
a urcete jeho délku pri této parametrizaci.
c¢) Urcete hmotnost plochy Q.

635. Q: {[Z)’),y,Z] EIE’3: 224_1'2_y27 z 2 O}a Q(I,y,Z) = \/1+4(I2+y2)
[ b1) Plz,y) = [2,y,4 — 2 — 7], T
B ={[z,y] € E2;2” +y* < 4},
= (2z,2y,1), [|77]| = V422 + 4y2 + 1
b2) P(u,v) = [vcosu,vsinu, 4 — v?],
B ={[u,v] € E2;0 <u<2m, 0< v <2},
7l = (20% cos v, 2v%sinw, v), |7 = vV4v2 + 1
L ¢)36m

636. Q = {[z,y,2] €Es: a® +y* =4, >0, y >0, z € (0,3)}, o(x,y,2) = zyz

y b) P(u,v) = [2cosu, 2sinu,v], B = (0,7/2) x (0, 3)
7 = (2cosu, 2sinw, 0), ||7]| = 2
c) 18
x Yy T

637. Q ={[v,y,2] €E3: 22 =22 +9* 2 >0,2€(0,1), o(z,y,2) =22 +y>2
[ b1) Pz, y) = [z,y, V2* + y°], |
B ={[z,y] € Es;a® +y* <1,z >0},
"= (\/mzin’ \/ng—/H/Q’l)’ Il =2
b2) P(u,v) = [vcosu,vsinu,v],
B ={[u,v] € Ey;—m/2 <u<m/2,0<v <1}, [ii]| = vv2
L ¢)V2r/3
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eJe déna plocha () a skalarni funkce f.
a) Nacrtnéte plochu @ a jeji prumét do roviny z = 0.

b) Vypocitejte fdp.
Q
c¢) Napiste, co by mohl vyjadfovat integral z ulohy b).
flz,y,2) = zy’.

638. Q = {[r,y,2] €E3: 22 +y* =4, >0, 2 € (0,3)},

b)0
c) m pii hustoté o = zy?
M, pii hustoté o = y?

Y

639. Q = {[z,y,2] € E3: z = §(x2—|—y2) 2€(0,1), f(z,y,2)=kz, k>0
b) 27 (1 4 6v/6)k/15 ]

c) m pri hustoté o = kz
M, pti hustoté p = k

T Yy
z,y,z) = 2% 4y

T T Y
640. Q= {lr.y.2] € By: 2= /I 22 2. f(

b) 1087 ]

¢) m pii hustoté o = z2 + ¢>
J. pri hustoté p =1

R
3

%
7%
Iy

752N
i)

NN

WY
W

3\

%

7
7
77

i

7
W

\

Uy
7]
i

7
iy

i
[l
i
\

641. Je déna plocha Q = {[z,y,2] € E3: z = zy,2* + y* < 3}.
a) Do tif samostatnych obrazku nacrtnéte kiivky, které vzniknou rezem grafu funkce

z = xy rovinou z = 1, rovinou * — y = 0 a rovinou z + y = 0.
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy ). Napiste vektor kolmy k plose @

a vypocitejte jeho délku (pfi této parametrizaci).
c¢) Urcete plosny obsah plochy Q.
_ _ .2 2
zy=1 , parabola{ ;:5:0 ) parabola{ ;;yio ]
z z ‘

|

\\// //ﬂ\w

[a) hyperbola { Y1
z

b) P(x,y) = [x,y,a:y], B = {[m,y] S E2§332 +y2 < 3}7
i =(-y,—=1), i = V&> +y>+1
c) 14w /3
[ra’]

642. Vypoctéte hmotnost plochy Q = {[z,y, 2] € E3; 2> + y* + 22 =da? 2> 0a > 0}

pii plosné hustoté o(x,y,z) = 2
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643.

644.

645.

646.

647.

648.

649.

650.

Vypoctéte hmotnost plochy @ = {[z,y, 2] € Es; z+y+2z=1, >0, y >0, 2> 0}
1

)

pii plosné hustoté o(x,y, z) = 5

(1+x+y)?
Vypoctéte tézisté casti kuzelové plochy z = /2?2 + y? vytiznuté valcovou

plochou 2% + y* = az, (a > 0), je-li hustota konstantn{ o(z,y, z) = k.

- 502

2 9
Vypoctéte tézisté plochy @ = {[x,y,z] EEzy;x=+/1y?+22, y>0,0<z< 2}
pti plosné hustoté o(x,y, z) = x. [T: [%, %,OH
Vypoctéte soutadnici yr tézisté T plochy Q = {[z,y, 2] € Es; 22 + 2% = 4,

x>0, 2>0, y€(0,3)} pri plosné hustoté o(z,y, z) = zy=. 2]
Vypoctéte staticky moment vzhledem k ose rotace povrchu homogenni polokoule
o poloméru R, o(z,y, z) = k. [%(37r+4)k R3]
Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenniho trojihelnika

s vrcholy [a,0,0], [0,a,0], [0,0,a] (a >0, o(x,y,2) = k). [? a4k]

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenni plochy @ = ()1 U @2,
kde Ql = {[$,y,2] € EB; z? +y2 <16, z= 0}7 QZ = {[l‘,y, Z] € ]E3;
z=4— /2?2 +y% z>0}, olx,y,z)=k.

[128 k(1 + v2)]

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenni plochy

h2
Q={lr.y.2] € By 2 = S(a*+9"), 0 2 S h, oley, ) = k. [Fawia+ ]
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