E. Brozikovd, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka prikladu z Matematiky II (2016)

I1.4. Totalni diferencial a te¢na rovina

Znagceni pro funkci z = f(z,y):
(totalni) diferencial funkce f v bodé A = [zg, yol:

0 0
) = ) o= )+ S ) (- )
Oznacme dx = x — xg, dy = y — 0. Pak

o) =3

<>d+%<>dy

Priklad 91. Je déna funkee f(z,y) = 2 — 2.
x
a) Urcete a nacrtnéte oblasti, ve kterych je funkce diferencovatelna.

b) Napiste diferencidl funkce v bodé A = [xg, yol-

Resent : Postacujici podminkou pro diferencovatelnost je spojitost parcidlnich derivaci

0 1 0 1
= spojitost funkei —f:—ﬁ - f —+£ = x#0 AN y#0.
Ox 2y oy x

Dostaneme tyto mnoziny :

Y

Dy = {[z,y] € By : 2 < 0,y < 0},

Dy 1D,
Dy = {[z,y] € Ey: 2 <0,y > 0}, =
D3 ={[r,y] €Ey: 2 >0,y > 0}. x
Dy={[z,y] €Es: x>0,y <0}, by D,

A = Cdf(A) = (-8 - = R

Af(A) = Gy A o+ 5 (A dy . df(4) ( > yo)d“(:co+yg)dy

Priklad 92. Urcete totalni diferencial a ptiblizny piirtustek funkce z = Y Vv bode A= (2,1]
x
pro Ax = 0.1 a Ay = 0.2 . Porovnejte je.

Reseni : Totalni diferencial v bodé A je dz(A) = %(A) dx + g—Z(A) dy.
82 Yy 0z 1 0z 1 0z 1

1 1
dz(A) = ~1 dx + 5 dy.

Polozime-li dz = Ax = 0.1 a dy = Ay = 0.2, pak obdrzime hledany diferencial
funkce f v bodé A pii danych ptirustcich Ax, Ay :

1 1
dz(A) = =701+ 5 0.2 = 0.075,

pricemz presny prirustek Az = z(zg + Az, yo + Ay) — z(z0, Yo) =
= 2(2.1,1.2) — 2(2,1) = 0.07L.

Priklad 93. Pomoci totalniho diferencidlu vypocitejte priblizné prirtustek funkce
z:arctgg pii zméné z od xrg=1dozr; =12 a yody,=—3
x

do y; = —3.1.
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Resend : Pifrustek piiblizné nahradime diferencidlem tj.

_% 0z

Nz =dz(A) = o (A) - dz + 8_y(A) ~dy, kde A=11,-3], dr =0.2, dy = —0.1.
Spocitame
0z 1 Yy 3 0z 1 1 1
—%m=(——7esv :—,—MF(——7~) - &
ox 1+ (%) x N 10 ° Oy 14+ (%) = ) 10

1
Potom  dz(A) = % 0.2+ e (—0.1) = 0.06 — 0.01 = 0.05. n

Priklad 94. Vypocitejte priblizné hodnotu vyrazu In(1/9.03 —1/0.99 — 1) pomoci
totalniho diferencidlu vhodné zvolené funkce.

Reseni : Polozme 2(z,y) = In(y/T—\/y—1), 19 =9, yo = 1, pak dz = 0.03, dy = —0.01.
Pouzijeme vztah

0z 0z
Az = z(x + 20,y + o) — 2(T0,Y0) = . (z0,90) - do + ay (z0,Y0) - dy,

ze kterého dostaneme

. 0z 0z
2(x + o,y + yo) = 2(20, o) + == (20, Yo) - dx + = (20, Wo) - dy.

ox oy
Pripravme si :
0z 1 1 1

(o) = (VB - V-1 =0, 5 ()= ( )| -

0 O VE— =1 2/i )|, 6
0z 1 —1
—(4) = ( . ) = ——. Nyni dosadime a vypocteme hledanou
ay \/_ - \/@ -1 2\/@ [9,1]

1 1

hodnotu In(v9.03 — v0.99 — 1) = 5 0.03 — 5 (—0.01) =0.01 . [

Piiklad 95. Vypoditejte piibliznou hodnotu vyrazu 0,98%% pomoci totalniho
diferencialu vhodné zvolené funkce.
Resent : z(x,y) =2, 20 =1, yo = 3, tj. A =[1,3], dz = —0.02, dy = 0.04,
0z 0z

5 =y-a¥ a—:xylnx, takze
T )

0z 0z
%(A)- dx+a—y(A)- dy =

—1+43-(=0.02) + 0 = 0.94. n

2(0.98,3.04) = 2(A) + dz(A) = z(A) +

Priklad 96. Najdéte rovnici teéné roviny 7 a normdly n grafu funkce z = 222 — 4y?
v bodé T =[2,1,7] . Vypocitejte piiblizné hodnotu funkce v bodé [2.2,1.3].
Resent : Tetna rovina 7 mé rovnici
0 0
T a0 =g ()=o) + e (4) - (5~ o)

kde A = [zo,y0] = [2,1], a 20 = z(x0,yp). V daném piipadé zp =2-4—4-1=4 =
0z 0z
[’ ) ]’ 8.T( ) (:r)A 8, 8y( ) ( 8y)A g8 =
7: z—4=81rx—-2)—-8(y—1)=8r—8y—2—-4=0.

Normala n je piimka prochazejici bodem T, jejimz smérovym vektorem je normalovy
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vektor roviny 7. Tedy n: [z,y,2] =[2,1,4] +¢(8,—8,—1),t € R.

Funkéni hodnotu v bodeé [2.2,1.3] vypocteme dosazenim souradnic bodu

do rovnice tecné roviny z = 44+8(x —2)—-8(y—1) = 2(2.2,1.3) =4+48(2.2—-2)—
—8(1.3—1)=4+416—-24=3.2 [ |

Piiklad 97. Najdéte rovnici teéné roviny 7 plochy 2z = 22 + 2y — y* +  + 3 rovnobézné
s danou rovinou g : br — 3y — 2z = 0.

0z 0z

Resent : Musime najit bod A , v némsz Ere 5, Foie —3. 7 toho dostaneme soustavu
T Y
rovnic { 2r+y+1=>5 Odtud zy = 1,99 = 2, 20 = 2(0,Y0) = 3, takze
T —2y =—3.
T =[1,2,3]. Rovnice tetné roviny 7: br—3y—z+d=0, TerT
— T:0v—3y—z+4=0. [

e Vypocitejte priblizné hodnoty danych vyrazu pomoci totalniho diferencialu :

v0.97
98. v/7.95 - v/8.96 59742) 99, — 0.936
o 1.02% - v/0.99 0o

100. v4.04 - In1.02 - arctg 0.9 [0.0314]

e Najdéte rovnici tecné roviny 7 a rovnici normély n plochy z = f(z,y) v bodée T':

101. z =422+ 4%, T =13,4,7] [122 + 16y — 5z = 0; [z,y, 2] = [3,4,20] 4+ £(12,16, —5), t € R]
102. z =zy, T =10,0,7] [2=0; [z,y,2] = (0,0,1), t € R]
1 2 2 2
— 22 . cos = —[1. 29 _ Ty~ 2. -2 —

103. z ==z cosy, T—[l,ﬁ,.] [zf 4(y W),[m,y,z]f[l,ﬂ,()]—‘—t((), e 1),teR]

1 1 2 Tx—2V2y+z—m+2=0;
104. z = — arcsiny, T = [—, i,?] 1 V2 7

x 2 2 [x7y7z] = |:§7 77 5} -‘rt(ﬂ', _2\/57 1)7 te R

e Najdéte rovnici teéné roviny 7 plochy z = z(x,y) rovnobézné s rovinou g :

105. 2 =222 — 9%, 0:8r—6y—2—15=0 [r:8z—6y—z+1=0]
106.z:ln(x2+2y2), 0:2r—2+4+5=0 [7:20 —2z—2=0]

107. z =a2* —y* +6xy +2x, p:4x+6y—2=0 SAr 46y —z—1=0]

T

~ 2’

I1.5. Derivace a diferencialy vyssich radu

Priklad 108. Najdéte vSechny parciéQIm' derivace druhého radu funkce
flay) =ay’ —y e

Resend : f, S—y-e“yQ, fy = 3xy2—ew+y2—y-e$+y2-2y = 3xy2—e$+y2(1+2y2),
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= — = = — - x+y2
Joa 02 Oz yre
82 a ﬂ 2 2 2
Foy = _J; - () = 6oy — 2y (1 + 2y%) — "MV 4y = 6ay — "1V (6y + 4y°),
dy dy
82f a(?) 2 2 2
Ty = — i :32_ r+ys x+y_2 :32_ x+y1 22
Sy Gyor oy y —e ye y =3y — e (1+2y°),
*f a(%) 2 +y?
= = = — ety 2
fya 910y pe 3y — eV (1 + 2y7).
2 2
Vidime, ze pro danou funkci f plati el = o] ve vsech bodech [z,y] € E,.
Oxdy Oyox

Priklad 109. Ukazte, ze funkce u = u(x,t) = arctg (2x — t) vyhovuje parciélni diferencidlni

rovnici
Pu )0 oy E
022 " “otor %
- Ju 2 Pu 2202w —1)-2 —8(2z —t)
Resent — = 3 5 = 5 = oR)
Ox 1+ (2z —1) 0 (14 (20 —-1)2)" (14 2z —1)?)
Pu O —2 o ARz —t)

0~ ot —(1+(2x_t)2)2-2(2x—t)~( 1)—(1+(2$_t)2)2.

Po dosazeni je ziejmé, ze rovnice plati ve vSech bodech [z, t] € Es.

[ ]
Priklad 110.* Je déna funkce f(x,y)
% — 2y?
Fag) = { oy pro [o.g] £ (0.0
0 pro [z, y] = [0,0].
0’ f 0% f
Dokazte, 7 ]
okazte, ze o ay(0,0) =+ o (‘%U(O’O)
Resend : Snadno se presvedéime, ze funkce f je v bodé [0,0] spojitd :
[z yl]lir[lo 0] f(x,y) =0= f<07 0) Derivace fm(o»y>7 fy<$7 0)7 fzy(oy 0)7 fya:(0,0)
vypocitame pomoci piislusnych definic :
h?—2y?
o fhy) = fOy) L Yy — 0
o fla k) = f(x,0) :r]gI;—Jng —0
fy<z’0)_ll€1l>% L —IICIL%T—:L
o R(0R) = £0.0) 2k
fx?J(Oa O) - Ilclg[(l) L = ll<:l—>0 T = —2,
13 fy(h70)_fy<070) IRT h_
fﬂ?y(o’()) 7& fy:v(070> ]
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Jsou déna skalarni pole ¢(z,y, z) a vektorové pole f = (U, V,W), kterda maji spojité
parcialni derivace 2. fadu v oblasti D C Es.

Oznacme:

. o (Op Op Op

_(&ﬁw’w) g%¢—V¢—(%,%,&»

.7 - oU oV oW - - ow ov ou oW oV oU
v f = Vf = Gt gt e o =V = (G5 e a )

Priklad 111.Je ddno skaldrni pole ¢(x,y,2) = wxy® + 23 — xyz + 3. Vypocitejte
grad ¢, rot grad .

Resent : Funkce ¢(x,y,2) = xy? + 2° — 2yz + 3 je diferencovatelnd v oblasti . Pak

grad p = (g—i, g—z, g—f>: (y* — yz, 20y — 12, 32> — 1Y)

rot grad p =

_ <8(3z2 —ay) 0Q2vy—ax2) I(y® —yz) 032" —wy) 02xy—xz) Iy* — yz)):
oy 0z ' 0z Ox ’ Ox oy

=(-7—(-2), ~y+y, 2y —2—(2y—2))=0

P0OzNAMKA: Parcidln{ derivace 2. fadu funkce ¢ jsou spojité v Es. [

Priklad 112.Je ddno vektorové pole f: (U, V,W) = (y,2* — 22, %) Vypocitejte
T+ z
div f, rot f, divrot f.

Reseni : Vektorové pole f = (U, V,W) = (zy, 2* — 22, %) je definovdno v mnoziné
T+ z
D(f) ={lz,y,2] €Es: x+ 2 # 0}.

Parcidlni derivace:

oUu oV ow Y
or 7 %:2% or (v 2)
ou ov. ow 1
" Y By T wte
ou oV ow Y
— =0, — =2z, = —
0z 0z 0z (x+ 2)?
. Y - 1 Y
dlvf:y+0—m, rotf:(x+z+22; <x+z)2—0;2$—x>,
. > 1 1 1
d1vrotf=d1v<l_—ﬂ+22; m; :E): _(1:+z)2 + CEDE +0=0
P0ozNAMKA: Souradnicové funkce U, V, W maji spojité parcidlni derivace 2. tddu v D.

113.* Necht v oblasti D C E3 méa skalarni pole ¢(z,y, 2) spojité parcidlni derivace
2. fadu. Dokazte, ze rot grad p = 0 v D.

—

114.* Necht v oblasti D C E3 m4 vektorové pole f(U,V, W) spojité parcidlni derivace
2. tadu. Dokazte, ze divrot f =0 v D.

e Najdéte diferencialy uvedeného radu :
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Priklad 115.% 2 = sin(2z +y), d?z ="

Resent : Diferencial n-tého tadu d"f = (2 - dx + 9 . dy)nf, potom
ox y
9 o\ 2 92 2, 2,
d?z = (dv = + dy — d dx d d
z ($8x+y8y> = 5 (@0 + 2520y ‘U“az(y)
= —4sin(2z + y) (dz)?* — 4sin(2z + y) dv dy — sin(2z + y) (dy)* =
= —sin(2z + y) (2dz + dy)*. [
Priklad 116.* z = 23 — > —zy + 3%, d32 =7
. Dz 03z 0z Pz
o 3, _ 3 2,
Regent . dz—%(dx) +38 oy (dx)? dy+3882d z (dy) a—(dy)
2p = 322 — v, y——3y2—x+2y,
Zpw = 0, 2yy = —6y + 2, Zgy = —1,
Zrzx = 67 Zyyy — _67 Ryzy = Rryy — 07
d*z = 6(dz)® — 6(dy)?. ]

Priklad 117.% v = e**=%,  d*u(A) =7, d*u(A) =7, d"u(A) =7, A=0,0]
Resent : d*u(A) = (e2x*3y(2dx - 3dy)2> ‘A: (2dz — 3dy)?,
Su(A) = <e2”*3y(2dm - 3dy)3> ‘A: (2dx — 3dy)?,

)
a"u(A) = (e¥%(2dz — 3dy)") E

(2dx — 3dy)". [

Diferenciély lze pouzit v dulezité Taylorové vété : Necht f(x,y) je funkce (n + 1)-krdt
diferencovatelnd v kazdém vnitrnim bodé obdélnika M se stredem v bodé A = [xq, yol.
Potom ke kazdému bodu [x,y] € M ezistuje bod [§,n] € M takovy, Ze

Flag) = £(A) +apay + DA A
ke df(A) = dfeo, o) = 5(A) - o = ) + 5L (4) (0 = ).
1) =TI (0 42 () =) (=) + 55 (0~ )
DI =Y (1) g ) (@ a0 (= )",
I
Rpp1 = (n+1) f(&mn)

Priklad 118.% Napiste Tayloruv rozvoj funkce f(z,y) = ® — 3zy* + 3> + 4z — 5y
v okoli bodu A = [2,—1] a vysledek vyuzijte k vypoctu pfiblizné hodnoty
funkce f v bodé [2.1,—1.1].
Resent :
f(A)=16, de=x—xo=2—-2, dy=y—yo=y+1,
Fo(A) = (322 — 3% + 4)’A= 13

} = dz(A) = 13dr +5dy = 13(x — 2) + 5(y + 1),
fi(A4) = (=6ay + 2y = 5)| =5

18



E. Brozikovd, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka prikladu z Matematiky II (2016)

Fou(A) = (=62 + 2)‘A: 10
fralA) = (=6y)| =6

d?z(A) =12 (dz)?* + 12dx dy — 10 (dy)? =
1200~ 24 1200 — 2)(y + 1) — 100y + 1)

fyye(A) = —6 — d’2(A) = 6 (dz)*—18dx (dy)* = 6(x—2)*—18(x—2)(y+1)?,

flz,y) = 16413(z—2)+5(y+1)+6(z—2)*+6(z—2) (y+1)=5(y+1)>+(z—2)*—3(z—2)(y+1)?,

R4 = 0, protoze derivace 4. a vyssiho fadu jsou nulové

F(21;=1.1) =16+ 13-0.145(—0.1) +6-0.12—6-0.12— 5-0.12+ 0.1* — 3 0.13 =
= 17.3 — 0.552 = 16.748. n

Priklad 119.* Napiste Tayloruv rozvoj ¢tvrtého stupné funkce f(x,y) = cos(z? + y?)
v okoli bodu [0, 0].

2 4
Resend : Pouzijeme Taylorav vzorec pro  cosz = 1 — % + %, do kterého dosadime
2 | .2)2 2, . 2v4
z=a2+y%: cos(x2+y2)i1—(x ;y) +(x Z'y);
1 ! !
Ty(z,y) =1— §($4 + 227y + o). n

e Najdéte parcialni derivace druhého fadu dané funkce :

. 3 _ 3s(2t — 5%) -1 -~ _ —352
120. gzﬁ(s, t) = ln(s + t) [¢>ss = (3 1 1) , Ot = (s —Q—t)Q’ Pst = Prs = (s? +t)2]
2
121. QZ5(I', t) = COStCL’ [d)zz = _71(4902 cosz? + QSinxQ), Ou = t%cosf, Gzt = Ptz = i—fsinaf]
122 f(l', y) — eax+by [fzz = a26am+by’ fyy = b26am+by7 fzy - fyz = abe(1m+l)y:|

123. Ovéite, ze funkce u(x,t) = sin(z — ct) a funkce u(x,t) = sin(wct) - sin(wz)
2
u
hovuji diferencidlni rovnici — = ¢* —
vyhovujf diferencidlni rovnici o = ¢ 2 (
124. Oveérte, ze funkce u(z,y) = e” siny vyhovuje diferencialni rovnici
0%u . 0%u
ox?  0y?

tzv. vlnova rovnice).

= 0 (Laplaceova rovnice).

e Rozlozte funkci f(x,y) podle Taylorovy véty v okoli bodu A:

125.% f(z,y) = 2® + 5a? — 6oy + 2%, A=[1,-2]
[ flz,y) =26 +25(x — 1) — 14(y +2) + 8(x — 1)2 ]
+2(y+2)2 —6(x—1)(y+2) + (x—1)3

- _ f(z,y) =(x—2)+3(y+1)+ (z —2)°+
126.% f(z,y) = " + 3wy —y* + 1, A= [2,-1] [ +3(z+1)2+3(x—2§/(y+1)—(y+1)3 ]
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I1.6. Gradient. Derivace ve sméru

e Urcete thel mezi gradienty danych funkci v bodé A :
Priklad 127. f(x,y,z) =2 +yz, g(z,y,2) =sin(xz) +z+y — S 1, A=[1,1,0]
)

of of of
ox’ ay 0z

1
grad g = <zcos(3:z) +1,1+ %,xcos(mz) — ;) — grad g(A) = (1,1,0)

Resent : grad f = (32,2220 ) = (yur™) a¥ Ina + 2,y) — grad f(4) = (1,0,1)

Oznacme ¢ = <(grad f(A),grad g(A4)). Potom

grad f(4) - gradg(4)  (1,0,1)-(1,1,0) 1 "
Cos p = = - = —
77 lerad A aradg(Ol — V2 V22 A

Priklad 128. f(z,y) = arctg —, g(z,y) = yv/z, A= [1,1]

Y
S 1 1 1
Resent : grad f(A) =V f(A) = (5, —5), grad g(A) = (5, 1),
df(A dg(A : (3.1
cosp = BdS(A) gradg(d) _ (3,— ) @D v2
lgrad f(A)|l[|grad g(A)]] ff 2v/5
()
p = arccos | ——— [
10

Priklad 129. Urcete, ve kterych bodech z D(f) = E3 je gradient funkce

flx,y,2) = 2% + y? + 2% — 2xyz roven nulovému vektoru.

Resend : grad f = (2 — 2yz, 2y — 222,22 — 2zy) = (0,0,0) =—= 2 —yz=0
y—xz=0
z—xy=20

Je ziejmé, ze jeden z bodu bude bod A; = [0, 0, 0]. Dalsi spocitdme ze soustavy :
g_go/’z:> +1 } s A2: [1)1)1]7 A3: [_1)1’_1]a
y -y’ = z=
z—y2z:0:>y=:i:1 A4:[_1a_171]7 A5:[17_17_1]
[

Priklad 130. Urcete, ve kterych bodech z D(f) = E, méa gradient funkce
f(z,y) = (2% + y?)%/? velikost 9.

Resent :
Ilgrad f(z,y)|| = [|(Bzv/2% + 32, 3y/2? + y?)|| = /922(2® + y?) + 9y? (2 + y?) = 9,

922 (2 + 3?) + 9% (2* + v*) = 81,

(2 + ) =9= 2 +9* =3.

Hledané body lezi tedy na kruznici se stiedem [0, 0] a polomérem /3. [ |

e Vypoctéte derivaci funkce f ve sméru §v bodé A :

Priklad 131. f(z,y) =22" + 2y +v°, §=(3,-4), A=][1,2]
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Resent : 3 B
GHA) = g fA) - T e = (0% g+ 37),
B of .. (3,-4) 30-52 22
grad f(4) = (10,13), —=(4) = (10,13) = =% .

Priklad132. f(z,y,2) = 2> +2y*> — 22, A =[-3,2,4]; smér § je vektor zﬁ,
kde B = [~2,4,2].

S . - — af (12_2)
Reseni: §= AB = (1,2,-2), 2z, 4y, — 7 6.8, =8) g
esend : 3 ( ), 5zA) = 1(”5 v, =22) H ||2 (= Ve

:g(—6+16+16):§- u

Priklad 133. Urcete derivace funkce z = 2% + In(z + y?) v bodé A = [3,2V/3] ve sméru
tecny k parabole y? = 4x. Uvazujte vektor svirajici ostry thel s vektorem i.

Reseni : Souradnice smérového vektoru teény ziskame z jeji smérnice

oy
<
I
O
5
td\
Il

!
.
bS
|
Q\
&
|
I
—
OS]
Q
Q
[

5
o s ey = (L1, st -1

= (cosa,sina) = ( 53

X

Nyni si ptipravime grad z(A) = <2x +—

1 2y )\ <91 4/3

—,—),takie
T+ 1y x+y? 15" 15

hledana derivace bude

@(A):gradf(m_ g _<91 4\f> (\/3 1) 95v/3

— = — =) =——. [
95 15~ \15" 15 272 30
Priklad 134. Urcete v jakém sméru je derivace funkce f(z,y) = 23y + % + 2y
Y
v bodé A = [—1, 1] maximalni a vypocitejte tuto derivaci.
Resend : 7 obecné teorie vime, ze derivace je maximalni ve sméru gradientu.
1 2
grad [(4) = (32 + 5.0 —y—x+2> = (4,3) = F=(4,3).
of s 16 +9
—(A)=grad f(A) — = ——— =5 -
05 151l 5

Priklad 135. Je déna funkce z = /2x +y, bod A = [1, 2], vektor §= (—1,1). Urcete

0
a) ve kterych bodech je funkce z diferencovatelna, b) —i(A),

¢) tecnou rovinu ke grafu funkce z v bode T' = [1,2,7].

< 1 1
Resend : a) 2zp— ——— 2 ——— " — 2 50—y > -2,
esent )z NorET 2y NeTES x+y Y x
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0z, (1 1y (-1,1) -1
b) ﬁ*(A)_<§’Z)' V2
0 T=11,22, T:Z—QZ%(x—l)—l—i(y—Q). .

Priklad 136. Urcete vektor s, v jehoz sméru je rychlost zmény funkénich hodnot funkce
f(z,y,2) =2 +y* + 2> — 2vyz v bodé A = [1, —1,2] maximalni a tuto
maximalni rychlost vypocitejte.

Resend : Funkce maximdlné roste, resp. klesa, ve sméru §, resp. (—5), kde

§ = Tra - - 50 = i —= M
f 4 (1-11) 18 A _

Priklad 137. Urcete, ve kterych bodech je gradient funkce f(z,y,z) = 2% + 3> + 22 — 2xyz
kolmy k ose zx.

v -

Regeni : i = (1,0,0) je smérovym vektorem osy x, grad f = (2x—2yz, 2y—2xz,2z—2xy),

i L grad f znamend ¢-gradf=0. Odtud 2z —2yz =0
takze hledané body lezi na plose x = yz. [

Priklad 138. Urcete thel vektoru grad f(A) a grad g(A), kde f(x,y,2) = 2 —3y+ /3wy + 22,

g9(z,y,2) = 2/ +y* + ayz, A =[3,4,0].

. 9
Reseni :  grad f(A) = 1+ \/— — \/ 32 4,0)

dg(A 2, /22 (0,0,17
grad g(A) = <\/m \/m 2?4y +l’y) )

(2,-2,0) - (0,0,17) .
Cos p = =0 = p=—-=grad f(A) L gradg(A)
12, =5, 0)I11(0,0,17)] 2

|
e Urcete gradienty danych funkei
139 f(ZL’ y) = ; rad f(z,y) = S —3
' ’ <x2 + y2)3 & Y NG \/(xz +42)
2 B
140. f(:L‘, y) = Sin(l’z y) + % [grad flz,y) = (me cos (x%y) + 2%, z* cos (mzy))
141. f(x,y) = In(z + /2% + 3?)
rad f(z,y) = B S + * ! Y
& R V= VEI2) iR R VR
142. f(:B, Y, Z) = g2 Yz + lny —15 [gradf(x,y, z) = (Q:ryz, iz + %, z? y)-
tu tv |
143. f(u, v, t) =tVu? + 12 {gradf(u,v,t) = (\/u2 7 Vo Vu? +112)—
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e Urcete gradienty danych funkci v bodé A

144. f(z,y) = arccotg (v — 2y), A =[4,1] Jarad ) = (-3, 2)
145. (x7y?z) = :C\/ﬁ, A= [_27 1’4] [gradf(A) = (2’ -2, _%)
146, (o) = 2t Ay apa) = (10 9 _29)]

. x,Y,z)= - 2y I’ — 44 {gra f(A) = (37 s 7178)_

1 1
147. Ve kterych bodech je gradientem funkce f(z,y) = ln(x + —> vektor (1, —§6> ?
Y

13 7 3
[v bodech [, 3] » [5.=3]]
148. Ve kterém bodé je gradient funkce f(xz,y, z) = 2% + y* — 22> + 2y + 3y + 82
a) kolmy k ose z; b) rovnobézny s osou z; c¢) roven nulovému vektoru?
a) v bodech roviny z = 2 tj. [z,y, 2]
b) v bodech ptimky z =1, y = -2, z=¢,t € R

o) [1, _2, 2]

149. Naleznéte thel ¢ gradientu funkce f(x,y) = arcsin ‘

, y # 0, v bodech

A=1[1,1], B = [3,4]. o= arccos%]

e Je dana funkce f(x,y), bod A a vektor §. Urcete, ve kterych bodech je funkce f

diferencovatelnd, spocitejte —=(A) a napiste rovnici tetné roviny ke grafu funkce f

v bode T = [4, f(A)] : ’

150. f(x»y) = |‘T| +v, A= [170]7 §= (_1’1> [{[aj,y} € Ez : w # 0}, %(A):O, x—i—y—z:()]

151. f(z,y) = 2* + 32y + 32, A=[1,0], §=(1,2) [IEZ, %Q(A) = %, w43y —z—1= 0]
. < 1. . . . r+y L
152. Urcete v jakém sméru je derivace funkce f(z,y) = In , v bodé A = [3,0]
maximalni a vypocitejte tuto derivaci. [5: grad f(A) = (0, g), %(A) = g]
153. Urcete derivaci funkee f(x,y) = 2* — y* v bodé A = [2,3] ve sméru §, svirajici
<, m
s vektorem ¢ tthel a = § (a = g je smérovy thel) [%(A) =2- 3\/3]
154.* Urcete derivaci funkce f(z,y, z) = 2* — 3zy + y?z — 5z v bodé A = [1, -2, —1]
e, . 7w, 3 T af 72
ve sméru S, jehoz smérové tihly jsou o = g,ﬁ = Z,fy € (O, 5) [8—§(A) =— ]
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Priklad 155. Je déna funkce z = f(z,y) = /18 — 22 — 232
a) Napiste postacujici podminku pro diferencovatelnost funkce n-proménnych
v oteviené mnoziné M C E,. Urcete a nac¢rtnéte v E5 mnozinu D, ve které je
funkce z = f(z,y) diferencovatelna. Zduvodnéte!

b) Urcete a nacrtnéte graf funkce z = /18 — 22 — 2y2.

¢) Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A = [1,—2] ve sméru, ktery je urcen
vektorem § = ﬁ, kde bod B = [0,0]. Popiste chovani funkce f v bodé A
v daném sméru (funkce roste, resp. klesa, jak rychle (odhad)).

d) Napiste rovnici tecné roviny a parametrické vyjadreni norméaly ke grafu
funkce z = f(z,y) v bodé dotyku 7' = [1, -2, 7].

e) Napiste rovnice izokiivek (tj. f(x,y) = k) této funkce pro k = 0,k = 3.
[zokfivky nacrtnéte.

Resend:
1 1
a) fr = - (—2x), = - (—4 =
) 2\/18—x2—2y2( bty 2\/18—x2—2y2( v)

18—2*—2y">0 = D={[x,y] €Ey:18—2?—2y* >0},
tj. vnitiek elipsy se stfedem v pocétku, poloosy: a = 3v/2, b= 3,
ZDUVODNENI: v oblasti D md dand funkce spojité parcialni derivace

Promitnuti plochy do prumeétny (zy)

AN FHII]
N z
==

Grafem je "horni” polovina
(tj. 2 > 0) elipsoidu 22 + 2% + 2% = 18

c) gradf(A) = (—1/3,4/3), § = (—1,2), %(A) — 3v/5/5, dand funkce je

v bodé A v daném sméru rostouci, smér tecny svira se smérem § ihel asi 50°

d) A=[1,-2] € D(f), T = [1,-2,7] lezi na plose = zr = f(A) =3
Tecnd rovina 7 md rovnici 2z — zp = % (A) - (z — o) + g—; (A) - (y — vo),
0z 1 0z 4
A = = ZZA) = =
9 =3 ay( )=3 =
1 4
T:2=3—=(x—1)+ =(y + 2), po Gpravé na obecny tvar x — 4y + 3z = 18,

3 3
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normdla n : [z,y,2] =[1,-2,3] +t(1,-4,3), t € R
e)

[zoktivky jsou elipsy:

2 +2 =k

2?42y* = 18 (hranice D(f), pro k=0),
22 +2y? =9 (prok = 3).

Priklad 156. Je déna funkce z = f(x,y) = — /by — 22.

a) Napiste (a zduvodnéte), ve kterych bodech [z,y] € Ey je funkce z = f(x,y)
diferencovatelna. Mnozinu téchto bodu nacrtnéte.

b) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fadu dané funkce v bodé A = [4,5]. Popiste
chovani dané funkce v bodé A (funkce roste, resp. klesa, v jakém sméru a
odhadneéte, jak rychle).

c) Uréete smér §, ve kterém funkce f v bodé A nejrychleji klesd. Vypocitejte
derivaci funkce f v bodé A v tomto sméru s.

d) Napiste diferenciél funkce f v bodé A = [4, 5]. Jeho uzitim vypocitejte
pribliznou hodnotu funkce f v bodé [4.3, 5.3].

e)Nacrtnete graf funkee z = f(x,y).

Resent :

a) Na mnoziné D = {[z,y] € Ey : 5y — 2* > 0} m4 dana funkce spojité parcidlni
derivace.

Y

D je "vnittek” paraboly s vrcholem \
U4 \

v pocatku a osou v ose y =
1

x
of ) : 3 . 3 )

b) B_(A) =3 dand funkce je v bodé A v kladném sméru osy z rostouci,

x

a to pod thlem asi 50° — 55°,

3}

8_f(A> =g dana funkce je v bodé A v kladném sméru osy y klesajici,

Y

thel mezi vektorem tecny a vektorem 7 je asi 40°.
¢) ¥ = —grad f(A) = (—4/3,5/6),

Of (4 _ gradf(A) - (cgradf(A) oo

funkce je v bodé A ve sméru vektoru § klesajici a ihel mezi tecnou a vektorem s
je asi 60°

4
@) df(A) = 5 do g dy, f(4.3,5.3) = f(A) + 403203 = —2.85.
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e) Graf je "doln{” polovina (z < 0) rota¢ntho paraboloidu y = (2% + 22)/5,
osa rotace je v ose .

157. a) Urcete a nacrtnéte v Ey oblasti, ve kterych je funkce z = In(zy — 4)
diferencovatelna a zduvodnéte.
b) Urcete gradient této funkce f v bodé A = [—2, —4]. Popiste, co vypocteny
vektor udava.
c)Urcete velikost derivace zadané funkce v bodé A ve sméru gradientu.
d) Urcete vektor §, v jehoz sméru je derivace dané funkce v bodé A nulova.
Oveérte vypoctem.
e) Napiste rovnice izokfivek této funkce pro k = 0 a pro k = In4.
[a)D1 = {[z,y] € Eo;2 < 0,y < 4/z}, D2 = {[z,y] € E2;2 > 0,y > 4/x},]
[b)gradf(A) = (=1, —1/2) uddva smér maximdlniho rustu dané funkce v bodé A]
[€)F -gradf(A) =0 =3 L gradf(A),napr. s = (1/2,-1), d)y = 5/z, y = 8/x. |

158. Je déna funkee f(x,y) = 22—y24+6xy+22, bod A = [—1,2] asmér 5 = (2, —2).

a) Vypocitejte 8j(A) Je to smér maximalniho rustu funkce f v bodée A?
s

b) Urcete vsechny body, v nichz je grad f(z,y) = 0.

¢) Najdéte bod dotyku a rovnici te¢né roviny 7 ke grafu funkce f rovnobézné
s rovinou ¢ : 4x 46y — 2+ 3 =0.
[a)%(m = 11V, NE]
b)x = —1/10, y = =3/10, ¢)T = [1,0,3], 4o + 6y — 2 — 1 =0. ]

159. Je ddna funkce z = f(z,y) = y*sin(z? — 3?).
a) Urcete, kde je funkce diferencovatelna a vypocitejte fi, f,.
b) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé dotyku [1, 1, 7].
c¢) Uzitim diferencidlu vypocitejte pribliznou hodnotu funkce f
v bodé [0.9, 1.1].
[a) fo = 22y® cos(z® —y?), fy = 2y sin(z® — y*) — 2y° cos(z® — y*)]
[b) 2z =2z — 2y, ¢)f(0.9,1.1) = —0.4]
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