
Dvojný integrál
∫∫∫ ∫∫∫

M f(x, y) dxdy

Základem je znát:
1. křivky v E2: kuželosečky, grafy základnı́ch funkcı́
2. určitý integrál

∫∫∫ b
a f(x) dx

geometrický význam (Riemannův postup)

Zavedenı́ dvojného integrálu
Předpoklad (NP pro existenci):
M ⊂ E2 je omezená množina, funkce f(x, y) je omezená na M

Přı́klad∫∫∫ ∫∫∫
M

1

x2 + y2
dxdy, M : x2 + y2 ≤ 4

neexistuje, nebot’ daná fce nenı́ omezená na M .
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Fyzikálnı́ aplikace: hmotnost nehomogennı́ desky

Geometrická aplikace: objem ”válcového”tělesa

Q = {[x, y, z] ∈ E3 : [x, y] ∈M, 0 ≤ z ≤ f (x, y)}

I. (Speciálnı́ přı́pad)
Dvojný integrál na obdélnı́ku O = 〈a, b〉 × 〈c, d〉

a) dělenı́ D, jeho norma ‖|D‖ = max{∆xi,∆yi}

b) volba bodů V = {Z1, ..., Zn}

c) Riemannův součet funkce f při dělenı́ D a volbě bodů V:

s(f,D,V) =
∑

i f (Zi) ∆xi ∆yi

to je přibližně objem tělesa Q
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Definice.
Řı́káme, že funkce f (x, y) je integrovatelná na obdélnı́ku O, jestliže
existuje vlastnı́ limita Riemann. součtů pro ‖|D‖ → 0+.
Hodnota limity se pak nazývá dvojný integrál fce f na obd. O,
zapisujeme

∫∫∫ ∫∫∫
O f(x, y) dxdy

II. Dvojný integrál na obecné množiněM
převedeme na integrál na obdélnı́ku

Výpočet
∫∫∫ ∫∫∫

M f dxdy : Fubiniova věta
převod integrálu dvojného na dvojnásobný,

Nejprve opět speciálnı́ přı́pad:
Věta (Dvojný integrál pro OBDÉLNÍK )
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Př. 1. ∫∫∫ ∫∫∫
M

(3x2 + y2 + 2)dxdy,

kdeM = 〈0,1〉 × 〈0,3〉
M = {[x, y] ∈ E2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 3}

Př. 2. ∫∫∫ ∫∫∫
M

y exy dxdy,

kdeM = 〈1,2〉 × 〈0,1〉
Napište obě pořadı́ integrovánı́.
Vyberte vhodnějšı́ z nich a integrál vypočı́tejte.

Výsledek:
1

2
e2− e +

1

2

.
= 1.5
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Věta Fubiniova (II.3.2.).
Necht’ funkce f(x, y) je spojitá na M , kde M je elementárnı́ obor
integrace vzhledem k ose x.
Pak existuje∫∫∫ ∫∫∫

M

f(x, y) dxdy =

∫∫∫ b

a

(∫∫∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y) dy

)
dx

Je-liM je elementárnı́ obor integrace vzhledem k ose y, pak∫∫∫ ∫∫∫
M

f(x, y) dxdy =

∫∫∫ d

c

(∫∫∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y) dx

)
dy.
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Postup při výpočtu dvojného integrálu

1. Pokud lze, pak obrázek

2. Volba vhodného pořadı́ x↔ y,
zápis množinyM ve tvaru elementárnı́ho oboru integrace

3. Převod integrálu dvojného na dvojnásobný
(Fubiniova věta)

4. Výpočet (integrovánı́ ve 4 krocı́ch)
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Existence dvojného integrálu
∫∫∫ ∫∫∫

M f(x, y) dxdy

Nutná podmı́nka pro existenci:
M je omezená množina, fce f je omezená naM .

Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci
1. varianta
Funkce f(x, y) je spojitá naM , kdeM je
elementárnı́ obor integrace - viz Fubiniova věta

2. Pro obecnějšı́ podm. potřebujeme nový pojem:
MnožinaM ⊂ E2 se nazývá měřitelná,

je-li omezená a existuje integrál
∫∫∫ ∫∫∫

M

1 · dxdy.

Jeho hodnotu značı́me µ2(M) a nazýváme
dvourozměrnou Jordanovou mı́rou množiny M
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Věta.
MnožinaM ⊂ E2 je měřitelná⇐⇒M je omezená a µ2(∂M) = 0.

Přı́klady
Měřitelná je libovolná množina M v E2, jejı́ž hranice ∂M je omezená
křivka, nebot’ µ2(∂M) = 0.

Přı́klad množiny, která nenı́ měřitelná
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Věta II.2.1. (Postačujı́cı́ podmı́nka pro existenci)
Necht’M je uzavřená a měřitelná množina v E2 a fce f je spojitá naM .

Pak existuje
∫∫∫ ∫∫∫

M

f dxdy.

V odst. II.2.1 jsou uvedeny dalšı́ varianty postačujı́cı́ podmı́nky,
např.
fce f je spojitá a omezená naM rD, kdeM je měřitelná a µ2(D) = 0
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II.2 Některé vlastnosti dvojného integrálu
(za předpokladu existence integrálů)

a)
∫∫∫ ∫∫∫

M

konst · f dxdy = konst ·
∫∫∫ ∫∫∫

M

f dxdy.

b)
∫∫∫ ∫∫∫

M

(f + g) =

∫∫∫ ∫∫∫
M

f +

∫∫∫ ∫∫∫
M

g.

c) Je-liM1 ∩M2 = ∅, pak∫∫∫ ∫∫∫
M1∪M2

f =

∫∫∫ ∫∫∫
M1

f +

∫∫∫ ∫∫∫
M2

f .

d) Je-li f(x, y) ≥ 0 naM , pak
∫∫∫ ∫∫∫

M

f ≥ 0.

e) Je-li f omezená fce na mn.M a µ2(M) = 0, pak
∫∫∫ ∫∫∫

M

f = 0.
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Dalšı́ aplikace - mechanické charakteristiky desky
Aplikace integrálů (přehled obecně) viz Trojný integrál
Symbol

∫∫∫
M f dX

v tomto přehledu znamená integrál
a) dvojný
b) trojný
c) křivkový
d) plošný
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Dvojný integrál
∫∫∫ ∫∫∫

M f(x, y) dxdy,

kde množina M je omezena kružnicı́, resp. elipsou

Př. 1.
∫∫∫ ∫∫∫

M x2y dxdy,

M = {[x, y] ∈ E2 : 4x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0}
Co by tento integrál mohl vyjadřovat ?

Př. 2.
∫∫∫ ∫∫∫

M y2 dxdy,

M = {[x, y] ∈ E2 : x
2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0}

Co by tento integrál mohl vyjadřovat ?
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Polárnı́ souřadnice

x = r cosϕ

y = r sinϕ

Jacobiho determinant (jakobián) J = r

Zobecněné polárnı́ souřadnice

x = a r cosϕ + x0

y = b r sinϕ + y0

Jacobiho determinant (jakobián) J = abr
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Př. 3. Výpočet objemu válce, koule, kužele pomocı́ dvojného integrálu.

Př. 4.
∫∫∫ ∫∫∫

M xy dxdy,

M = {[x, y] ∈ E2 : x
2 + y2 ≤ 4x, y ≥ 0}

3 možnosti výpočtu

Př. 5.
∫∫∫ ∫∫∫

M |x|dxdy,
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