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11.10. Extrémy funkci

Véta (nutnd podminka pro lokalni extrém). Necht funkce f(z,y) je diferencovatelnd
v bodé A. M&-li funkce f v bodé A lokalni extrém, pak gradf(A) = 0.

Oznac¢me hlavni minory matice druhych derivaci

OF .,
2 a o )
Al (A) = %(A% A2(A) = ggjc agziafyA

sy @ G

Véta (postacujici podminky pro lokalni extrém funkce dvou proménnych).
Necht funkce f(z,y) mé spojité parcialni derivace 2. fddu v bodé A. Necht je v bodé A

splnéna nutna podminka gradf(A) = 0.
Pak plati:
Je-li Ay (A) > 0a Ay (A) > 0, pak funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum.

Je-li Aj (A) <0 a Ay (A) > 0, pak funkece f ma v bodé A ostré lokdlni maximum.
Je-li Ay (A) < 0, pak funkce f nemd v bodé A lokalni extrém.

Postup pri vypoctu lokalnich extrému

1. krok: Podle nutné podminky uréime tzv. kritické body, tj.
a) body, v nichz funkce f(x,y) neni diferencovatelna,

of

0
b) body, které jsou fesenim soustavy rovnic —f =0, —=0.
ox dy
2. krok:
V bodech b) postupujeme podle postacujici podminky.

e Najdéte lokalni extrémy funkce :

Priklad 197. Z(.f, y) = 3 /LU2 —+ y2

Reseni : Dana funkce je definovand v [E,. Parcialni derivace

:E Y
JErg T i
kritickym bodem. V bodé A tedy muzZe byt lokalni extrém, nebot funkce f neni v bodé A
diferencovatelna. Nelze vsak rozhodnout podle vyse uvedené postacujici podminky, proto
pouzijeme definici lokdlniho extrému.Pro kazdy bod z prstencového okoli P(A) bodu A
ale plati, ze f(X) > f(A). Funkce f tedy ma v bodé A = [0, 0] ostré lokdlni minimum
s hodnotou f(0,0) = 0.
PozNAMKA. Nerovnost f(X) > f(A) je splnéna v libovolném prstencovém okoli
P(A). Funkce f tedy ma v bodé A = [0, 0] i ostré globalni minimum.

2z neexistuji v bodée A = [0, 0], ktery je jedinym

Priklad m& ndzornou geome-
trickou interpretaci. Staci si
uvédomit, jakd plocha je grafem

funkce z = \/x? + 2.
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1
Priklad 198. f(x,y) = 2® — 2 + 3 y? — xy — 62

Resent : Funkce f(z,y) ma spojité parcidlni derivace 1. a 2. Fadu.

1) Podle nutné podminky f, =0, f, =0 dostaneme soustavu:
fx:3x2—2x—y—6} N 302 =22 —y—6=0
fy=y—x y—x=0

3(:1:2—x—2):0} . (x—2)(x+1):0} .

} dosadime

y=x y=x
a dostaneme dva kritické body [2,2], [-1, —1].

Pripravime si druhé derivace

Jaw = 6 =2 6r—2 —1
f:vy:_lzfyr - Al(l',y):6l'—2, A2(x7y):’ -1 1 ’:61._3
fyy =1
AQ Al ZAVer
2) 7Z postacujici podminky 2,2] 9 | 10 | ostré lok. minimum, f(2,2) = —10
—1,—-1] | -9 neni extrém
u

Priklad 199. z(x,y) = 22° + xy® + 5% + ¢/

Resent : Zde mame funkei dvou proménnych v explicitnim tvaru. Funkce 2 je diferenco-
vatelna v [E,, proto nutnd podminka existence lokdlnich extrému je : z, =0, 2z, = 0.

2y =622 + 12+ 102 = 622 +y>+102=0

zy = 2wy + 2y — ylr+1)=0 =  bud y=0neboz=-1
r1 =0 — Alz[0,0]

y=0: 62°+10x=0—= 5 5
To = —g — AQZ [—5,0:|

r=—-1: Y¥*+6-10=0= 9> =4 =
Nyni si pripravime derivace druhého radu :

Ay Ay | Ag | Ay
Zew = 122+ 10 | 10 -10 | -2 -2
Zyy = 22 + 2 2| —-4/31 0| 0
2oy = 2Y = Zyg 0 0 41 4

Jeli Ag(Ay) = ‘ Zzx  Ray >0, pak existuje lokalni extrém v bodé A,.

Zyr  Zyy < 0, pak neexistuje lokalni extrém v bodé A; .
Pro A; : Ay(A) = ‘ 18 g >0, A1(Ay) = 222(A1) > 0, obdrzime lokalni minimum
Z(Al) = 0.
—10 0
Pro Ay : Ay(As) = 0 4 >0, A1 (As) = z;.(A2) <0, je lokdlni maximum
s 125
Ay) = —.
2(As) o7
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Pro As, Ay je Ay(As) = Ag(Ay) = —16 < 0, a proto v bodech A3 a Ay lokalni

extrémy neexistuji.

Priklad 200. Funkce y = f(x) je vyjadfena v implicitnim tvaru
F(z,y) = 2>+ 2zy —y* +8 = 0.
Resend : Spocitame y' :
J = — o xty
F, y—=x
Polozime ¢y =0, tedy t +y=0 = y = —x. Dosadime do zadani, abychom
urcili souradnice pripadnych lokédlnich extrému

pro x # y.

2 —217 — 1P 4+8=0= 227 =8= @19 =1=42, yi2=F2.
Dostali jsme dva body A =[2,—2] a B =[—2,2]. Nyni spoc¢itame
p_ A4y )y—2)—(+y)y' - 1)

Yy = , takze
(y —x)?
—4
y'(A) = 6 < 0= f(2) =-2 jelokdlni maximum a
4
y"(B) = %~ 0= f(—2)=2 je lokalni minimum.
]
Priklad 201.*% f(x,y,2) = 23 +y* + 2% + 120y + 22
Regent :
fzx facy facz
o o fz:v f.ty o
A3— fyx fyy fyz ’ A2— f f ) Al—fxx
fza: fzy fzz - W
Podle Sylvestrovy véty o kvadratickych formach plati :
A3(P) > 0,A1(P) > 0, pak f(P) je ostré lokalni minimum.
Je—liAZ(P)>0,{ 3(P) 1(P) pak f( )]‘ ) e ‘
A3(P) < 0,A1(P) <0, pak f(P) je ostré lokdlni mazimum.
Je-li Ay(P) < 0, pak v bodé P neexistuje lokdlni extrém.
Vypocet vypada nasledovneé :
fr =32+ 12y =0 neboli z?+ 4y =0, pak 22 -2 =0 = a
fy=2y+12x =0 neboli y= —6x, ’ xr1 =0, 1o = 24,
fr=2242=0, neboli z = -1
A=10,0,-1], B=[24,—144,—1]
foZGIE, fyy:27fzz:2a fxy:127 fxzzoa .fyz:O
Protoze Ay(A) = ’ 15 2| <0, vbode A nenastévd lokilni extrém.
144 19 144 12 0
Protoze Ay(B) = =144>0, A3B)=| 12 2 0]=288>0 a
122 0 0 2

A1(B) =144 >0, je f(B) = f(24,—144,—1) = —6913 lokalni minimum.
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Mizeme se té7 presvédéit pifmo, ze kvadratickd forma d®f(B) je pozitivné definitni :

d*f(B) = 144 (dz)* 4+ 24 dx dy + 2 (dy)? + 2 (d2)* = (12dx + dy)* + (dy)?* + 2 (dz)* > 0
|

e Najdéte lokalni extrémy danych funkci s danou podminkou:

Priklad 202. z = 2(2* + y?), jestlize x +y = 2.

Reseni : Geometricky se jednd o nalezenf extrémii z-ové soufadnice na prisecné kiivee
rotaéniho paraboloidu z = 2(2? + 4?) s rovinou x +y = 2.
Z podminky x + y = 2 vyjadiime napt. y = 2 — x a dosadime do dané funkce
2(z,y) = 2(x* + y?). Tim dostaneme Z(x) = z(2,2 — ) = 2(2? + (2 — 2)?), takze
Z(z) = 4(2? — 22 + 2).
Pro funkci jedné proménné Z(z) hleddme lokalni extrém. Je tedy
Z(x)=422x—-2)=0. Odtud 21 =1,y =2—-1=1a Z(z)=8>0 =

2(1,1) = 4 je lokdlni minimum.

Priklad 203. z = g + %, jestlize x? +y* = 1.

Reseni : Geometricky se jednd o nalezeni extrému z-ové souradnice na prusecné kiivce

T
roviny z = 3 + % s rotac¢ni valcovou plochou z? + y* = 1.

Jelikoz z podminky 22 + y?> = 1 nelze jednoznaéné vyjadiit ani z ani y, prejdeme

do polérnich soutadnic { T TC.OSt , kde r =1, tedy { v CQSt .
Yy =rsint Yy =sint
t int d —sint t
Potom Z = z(cost,sint) = % + % adale Z'= d—j g s;n + % = 0, takze
tgt = —.
) ! 3 4
Jak vidime na obrazku je sint = + £ cost =+ £
3 4 s
3 o Pro sint; = = th=—- je t €(0,=
ro sinity 5’ COS T 5 Je 1 ( 72)
t . 3 4 3T
apro sinty = ——, costo = —= je ty € (m,—).
A 5 5 2
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d*z t  sint
DaleJez—d;:—CO; —Sl% — Z'(t1) <0, Z'(t2) > 0
4 3 4 3 )
Dospéli jsme k lokdlnimu maximu () = <g, g> =t =12
o . . 4 3 5
a lokdlnimu minimu Z(t3) = z(——, ——> =——.
5 5 12 .
Priklad 204. z = sin® z + sin?y, jestlize y = x — %
Res 5 0, T 7r T
2(30) (x r—m/4) = sin” x+sin (x—z), Z(x) = 2sinx cos x+2 sin(:v—z)cos(x—z) =
= sin 2z + sin(2z — ) = sin 2z + sin 2z cosg — cos 2x sing = sin 2z — cos 2x
Polozime-li ' (z) = 0 dostaneme sin 2x = cos 2z a déle
2x = Z—I—knr, T = §+k§, takze ki =2n, ky =2n+ 1.
Vypocteme druhou derivaci :  Z"(z) = 2 cos 2x + 2sin 2z,
(T W) V2 \/_
— 42— ) =2- == 42. == =2/2>0
(53 2 ; =220
(T 7r> \/5 V2
— 4+ (2 ). =)="2——-2.-— =-2V2 <0
z (8 +(@2n+1) 5 5 5 V2
2
Tedy 2(% + mr) = 2sin? g =1- cos% =1- > je lokdlni minimum
5 1 )
a 2(% + (2n—|—1)g> = sin? g —l—st% = 5(1 —Cos£+1 —cos%) =
= 2( % — £> =1 je lokalni maximum.
u

Priklad 205.% 2 = 22 + 232, jestlize 22 — 2z + 2y% + 4y = 0.

Reseni : Zde pouzijeme Lagrangeovu funkci : Je-li ddna funkce z = f(x,y) a podminka
g(x,y) =0, potom Lagrangeova funkce md vyjadient

L(x,y,\) = f(z,y) + A g(x,y).

L,=0
Jeji staciondrni body ziskame resenim soustavy L,=0 }
Ly=g(z,y)=0.
Funkce z = f(z,y) muze mit za podminky ¢(z,y) = 0 extrémy pouze v bodech [z,y],
ke kterym existuje A € R takové, ze [z, y, A] je kritickym bodem funkce L(z,y, \).

V nagSem piikladé mame L(z,y, \) = 22 + 2> + \(2? — 2z + 20 + 4y)

A
L,=2x+X2x—2)=0 aodtud T= 1
—A
L,=4y+X4y+4) =0 a odtud y:—1+>\.
A2 2\ 272 4\
Tedy 2° — 2z +2y* + 4y =0, takz — — =0
edy x T+ 2y" +4y ) 8tze(1_i_)\)2 1+)\+(1+)\>2 T ,

3\2 6A 3\?
= A # —1 a nésledné
A0 T+N # a nasle nel+>\

=6\, 3\7+6A =0 = \-(\A+2) =0.
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Zde mame A =—2, takze x;1 =2, y; = -2, A} =[2,—2] anebo
Ao =0 takze 1o =0, yo =0, Ay =[0,0]. Déle je
Ly =2+2\, Ly, =4+4\ Ly, =0 aodtud

A(Ay) = ‘ _g _2 ’ >0, Lx(A1) <0, L(A;) =12 je lokalnim maximem,

>0, Ly(A2) >0, L(A) =0 je lokdlnim minimem.

Priklad 206. V roviné = + 2y — z + 3 = 0 najdéte bod, jehoz soucet ¢tvercu vzdalenosti
od bodu A=11,1,1] a B =[2,2,2] je nejmens.

Reseni : Hledany bod oznac¢ime P = [z,y, 2] a sestavime soucet |1ﬁ|2 + |B?|2, ktery
zapiseme pomoci souradnic bodu

flay,2)=@-17+@y-1)"+(E-1D)"+@-2"+ -2+ (-2

Bod P musi lezet v roviné x + 2y — z + 3 = 0. Tedy tato rovnice roviny predstavuje
vazebni podminku, kterd musi byt splnéna.

Vyjadiime-li si napt. z =z + 2y + 3 a dosadime-li do f(x,y, z), potom funkce
f(z,y,z + 2y + 3) bude funkei dvou proménnych = a y :

Flxy) = fla,y,a+2y+3) = (2=1)°+(y—1)*+(z+2y+2)°+(2—2)*+(y—2)*+ (a+2y+1)%,

2)°
fo=2@ -1 +2@+20+2)+2x—-2)+2x+2y+1) =8z +y),
fy=20y—1)+4(x+2y +2) +2(y —2) +4(x + 2y + 1) = 4(2x + 5y) + 6.

» f. =0, pak r+y=0=y=—ux, 1 1
Polozime f,=0, takze 4o +10y=-3= —6=-3, (1~ 2T "y
5 1 15

M3 t = 3 P:|:_7__7_:|'
ame tedy 2z 5 5 735
fea(P) =38
Dilejo fo(P)=8 & takie As(P) =] § oo > 0.8(P) e > 0
fyy(P) =20

a f(P) = 77 je lokalni minimum.

Véta (Postacujici podminka existence absolutnich extrému funkce na dané
mnoziné). Je-li funkce f(z,y) spojitd na neprazdné mmnoziné M, kterd je omezena a
uzaviend, pak f nabyva maxima a minima na mnoziné M.

Specidlni piipad je tzv. vazany extrém, a to kdyz M = {[z,y] € Es : g(z,y) = 0},
kde ¢ je dand funkce. Pokud lze, pak z vazebni podminky g(z,y) = 0 vyjadiime jednu

proménnou, kterou dosadime do dané funkce f. Ziskame tak ulohu ur¢it extrémy funkce
jedné proménné.

Postup pii vypoctu absolutnich extrémiu.
Ptipomenme, ze M° je vnitiek a M je hranice mnoziny M.
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1. krok: Ovérime splnéni predpokladu pravé uvedené véty, ¢imz zduvodnime
existenci absolutnich extrému.

2. krok: Uréime vSechny kritické body X funkce f v M.

3. krok: Uréime vSechny body X € OM, ve kterych muze funkce f nabyvat
absolutnich extrému.

4. krok: Uréime hodnoty funkce f ve vSech vypocitanych bodech. Nejvétsi hodnota
je rovna max,, f a nejmensi hodnota je rovna miny, f.

e Urcete absolutni (globalni) extrémy funkce z = f(z,y) na mnoziné M :

Priklad 207. f(z,y) =2®+ 2 +ay—x—y, M ={[z,y] €Ey:2 >0,y >0, v +y <1}

Reseni : Ovéifme existenci absolutnich extrémit: Dand mnozina M je uzaviend a ome-

zena. Dana funkce f je spojita v Eo, tedy téz v M. To je postacujici pro existenci
absolutnich extrému.

1) urcime stacionarni body na vnittku mnoziny M a jejich funkéni hodnoty :

y
fe=2x+y—1=0 o1
fy52y+x—1:0}x_y_3:> ¢
11 1 M
A :[—,—] M, f(A) =—=;
1 33 S f(A1) 3
0) B *

2) urcime podezielé body na hranici M, tj. na jednotlivych strandch A OBC
1
OB:y=0= h(z)=f(x,0)=2>—z, hi(z)=20—-1=0 = =73,

1 1
Ay = [5,0] €M, f(Ar) = -,
1
OC:2=0= h(y) = f0.2) =y* =y, Maly) =2y —1=0 —=y=g,

1 1

A3 - [07 §:| S Ma f(A3) - _Z_l’
BC:y=1-2= hg(x) = f(z,1-2) = 2+ (1—2)’+2(l—2)—z—1+2 = —2?—z,
1 13
hy(z)=—-2r—-1=0 = x=-—-, [———}%M;

3) urc¢ime hodnoty funkce f(z,y) ve vrcholech O, B,C
f(0) = f(0,0) =0, f(B)=[f(1,0)=0, [f(C)=/f(0,1)=0.

Ze vsech spocitanych funkénich hodnot vybereme nejmensi a nejveétsi .

Globalni maximum nastdva v bodech O, B, C, fuax(O) = fumax(B) = fmax(C) =0

1
a podobné  globalni minimum v bodé Ay, funin(A;) = —3
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Priklad 208. z = 2> + 3> — 6z + 6y, M = {[z,y] € By : 2% +¢* < 4}

Reseni : Geometricky se jednd o nalezeni extrémi z-ové soufadnice na paraboloidu,
ktera je ohranic¢ena prunikem paraboloidu z = 22 + y* — 6x + 6y s vdlcovou plochou
2, .2 _
r*+y =4
1) Stacionarni body ve vnittku mnoziny M:
2y =20 —6=0=—=2;=3

=246 —yp=-3 — A=B7EL AgM
2) Body na hranici mnoziny M zapiSeme v parametrickém tvaru :
r = 2cost
y = 2sint }’ t € {0,2m)

Pak postupneé :

Z = z(2cost,2sint) =4 — 12cost + 12sint,
i
d—j = 12sint + 12cost = 0,
- sint cost t 5 t ’
= — = — 7T = — T
5 1 4 ’ 2 4 )
3
t, = 1 T =— B = [—\/5, \/5], 2(B) =4+ 12v/2 je globalni maximum a
7
ty = 17 — (O = [\/_7 —\/5], 2(C)=4-— 12v/2 je globln{ minimum.

H
ﬁ : :C// ’

e Je ddna funkce f = f(x,y).

a) Napiste nutnou podminku pro lokédlni extrém diferencovatelné funkce n-proménnych

v bodé A.
b) Napiste postacujici podminky pro lokélni minimum (resp. maximum) funkce f(z, y)
v bodé A.
¢) Vysetiete lokdlni extrémy dané funkce f, tj. urcete jejich polohu, typ a funkéni
hodnotu.
209. f(l‘, y) = z% + 12y — 6zy + 4z [Ostré lok. min. v bodé [-8,—2], f(—8,—-2) = —16]
Ostré lok. min. v bodé[2, —3], f(2,—3) = —25, |
210. f(ZU, y) v+ y — 12z + 6y [ v bodé[—2, —3] nen{ extrém. |
211. f(%, ) =2y — y —ze’ [ Ostré lok. max. v bodé [-1,1], f=1+1/¢
9,2 Ostré lok. min. v bodé[2,2], £(2,2) =2, ]
212. f(:li', ) v+ Z/ 2z 220y +6 { v bodé[0, 0] nenf extrém. |
3 2 . Ostré lok. min. v bodé[3,3], £(3,3) = —19, ]
213. f(l’, y) =" +3y bzy — 9z +8 { v bodé[—1, —1] nen{ extrém. |
214. f(z,y) =2+ 20 +y* — 4y + 7 [Ostré lok. min. v bodé [—1,1], f(—1,1) = 3]
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50 20
215. f(x,y) = zy + — + — [Ostré lok. min. v bodé [5,2], (f(5,2) = 30)]
Y

fmin(27 71) =3 6111 2,

2 2
216. f(z,y) =2*+zy+y> —6lnz bod [~2,1] & D(f)

e Urcete lokalni extrémy funkce :

217. z=a2* +y — x/y — 6z + 12 [2min (4, 4) = 0]
218 = x2 + y2 + 6'1. - 4y [Zmin(_372) = _13]
219. z = In(1 — 2% — 3?) [Zmax (0,0) = 0]
220. z = 13 + 8y3 — ny +5 [2min (17 %) =4, v bodé [0, 0] nenf extrém]
221. z = e®/?(x + 1?) [zmin(—ZO) = —%}
17

222. 2 =23 4+ 3 + ng — 3y — 12z [ Zmin(1,1) = =27, Zmax(—4, —1) =58

2 v bodech[1, —1], [—4, 1] neexistuji extrémy |

223 * 22 + 2 + 22 — 4o+ 6y —22+13=0 [2min(2, —3) = 0, Zmax(2, —3) = 2

ve stac.bodech [—1,2,3], [-1,2,—2] ]
neexistujf extrémy |

224 2 vy — 22+ 24+y+5=0

225.% f(x,y,2) = 2° +y* + 2° — 62 + 2y + 62 [f(2,—1,-3)) = —14, lok.min.]
290 o) =2 12 01 s
227 % z=In(zy) + 2 +y? —dov — 4y + 7
lok.max. v bode 4; = [1 - g 1- g}
Jokmin. v bodé Ay = [1 n g 1+ ?}
dalsf stac.b. Az = [1 n i 1 *Qf] Ay = [1 _ g 1+ g]

228. a) Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 22* +y* —ay+ 3z +y+ 1.
b) Zduvodnéte existenci a najdéte absolutni extrémy této funkce na tsecce AB,
kde A =10,2], B = [1,1].
[ a) lokaln{ fmin(—1,—1) = — }
b) fmin(1/2,3/2) = 6, fmax(0,2) = fmax( 1) =

e Je dana funkce f a mnozina M.
a) Zduvodnéte existenci absolutnich extrému funkce f na dané mnoziné M.
b) Absolutni extrémy vysetiete, tj. stanovte jejich polohu a vypocitejte hodnotu
maxima i minima funkce f na mnoziné M.

229. f(z,y)=x+Inz—y?, M={|r,y€by; y=a+1, 1/4<zx <1}
fmin(172) - 737 fmax(1/2,3/2) = *7/4 —In2 = 72,4,
f(1/4,5/4) = —=21/16 — In4 = —2, Tneni extrém
230. f(z,y) =2 +ay—3x—y, M={[z,y €Ey; 2+y<3, >0, y>0}
[fmin(033) = _37 fmax(07 0) = fmax(3,0) = 0]

231. f(z,y) =a* =20 +¢*, M= {[z,y] €Ey; 2 +¢y* <9, y >0}
fmin(lyo) = _17 fmax(_3,0) - 15] ]

Pro vysetfeni bodu na hranici mazete uzit
polérnich soutadnic, tlohu vsak lze tesit i bez nich.

43



E. Brozikova, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

e Urcete globdlni extrémy funkce z = f(z,y) na mnoziné M :

232. f(z,y) =a*+y* —ay, M ={[z,y] € By : |z| + |y| < 1}

glob.max. f(1,0) = f(0,1) =

233. f(ﬂfa y) =2 — y2, M = {[xv y] c E,: 2+ y2 < 4} (pouzijte polarni soufadnice)
glob.min. f(0,42) = —4 |

glob.max. f(£2,0) =4 |

|: glob.min. f(0,0) =0 1

234. f(z,y) =ay(z —a)(y—b), M ={[z,y| €Ey: 0 <z <a, 0<y <b}
a b a’b? 7
[ 272~ 16
glob.min. f(0,0) = f(a,0) = f(0,b) = f(a,b) =0

glob.max. f(

|: glob.max.f(%, %) = % ]
glob.min. f(z,0) = f(0,y) =0 |

236. f($7y):x2+y2_xy+x+y—1, M=A[z,y€Ey:2<0, y>0,x—y+3>0}
{glob.min.f(_;o)__i z
glob.max. f(0,3) = 11 |
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II1I. Dvojny a trojny integral

I11.1. Existence

Priklad 237. Rozhodnéte, zda dany integral / / dx dy existuje, jestlize :
D

2?2 + y?
1
a)D:$2+(y—1)2§Z;
b) D:a®+y* <1,
) D:a?+ (y—1)2 <2
Resent : Budeme vychazet z toho, ze dvojny a trojny integral je definovan pouze pro funkce
omezené na D a dale budeme pouzivat vétu o existenci:
Necht D je méritelnd (v Jordanové smyslu) mnozina v Ey (resp. Ez) a funkce f je omezend

na D. Necht mnoZina bodi nespojitosti funkce f v D md miru 0. Potom f je integrova-
telna v D, tj. integral

//D f(@,y)dedy  (resp. ///D f(x,y,2)dedydz)  existuje.

Mnozina D je méritelnd (je omezend a jeji hrani-
a ce ma miru 0) a f(zr,y) = ——— je spojita a

) ) a f(x,y) 2 e 1° POl
omezend na D. Integrél existuje.

A
N7

Mnozina D je méfitelnd, ale f(z,y) neni omezend

y
v D, protoze (0,0l € Da lim —— =
\ p [ ] (2,9 —[0,0] 2 + yz

1 X Integral neexistuje.

f(x,y) opét neni omezend na D ([0,0] € D),
integral neexistuje.
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Priklad 238. Je dana mnozina D : 22 + y? < 4. VySetiete, zda existuji integrély :

sin(z? + y?) xdxdy d:z:dy
// dx dy, > 5 7
IETER A p 2+ y?’ DT +y +1’
—— dr dy.
9 //Dlﬂyd'xdy’ // drdy, 1 // e

sin(z? + y?)
11m —_—
[wyl—[0.0] 2+ y?

Resent :

a) existuje, =1,

b) neexistuje, = 00,

lim ———
[z,]=[0,0] 22 + y?
1

c) existuje, je spojita v celém [Eo,

2 +y?+1

y
2
) 1 \
lim ’ = 00,
[zy]=[-1,1]1 1 + zY z

d) neexistuje, protoze napf.

. et -1 evh 1
e) existuje, lim = lim =1, kde k€ (-2,2)
=0 zxk y—=0  yk
1
f) neexistuje, protoze napt. lim —— = 0.

eyl -[1-1 (2 + y)?
Priklad 239. Vysettete, zda existuji integraly :

/// dacdydz 3 W:0<2x<2 —1<y<0, —2<2<2,
(1+z+2)3

/// v+yz)dedydz, W: 2> <y<2 2>3,

///IA/I2+:U+ 5 9d:z:dydz W:il<a®+y*+2° <4

Resent :
) v
(1 +x+2)3
b) neexistuje, protoze W neni mértitelnd v Es,
c) existuje, 2?4y *+22—9#£0v W

neexistuje, protoze funkce nenf omezend v W, {1+z+2 = 0}NW £ (),

I11.2. Fubiniova véta pro dvojny integral
e Vypocitejte dvojné integraly na danych obdélnikovych mnozinach :

P'Fz’klad240.1:// y*sinzdedy, D:0<uz g 1<y<?2
D
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o 7T/2 2 7T/21_ 2 3 2
Resent : I:/ sin2xdx-/ s dy:/ L o [y_} -
0 1 0 2 311
B 1[ sin2xr/2 (8 1) B 1 7 7 B 7T
ol T2 )y \373) 72237 1o

Ct2
P'Fz’klad241.1:// U dedy, D:0<z<2 0<y<3
DY +3

Resend : ) . .
x? Y z? =t 1 t 1 2 3

]:/0 xe” dx - i y2+3d = | orde - dt ‘25/0 edt-§[1n|y +3|}0:

1, 12 1

gt 1 - _14_ - 4 1 4
—2[6:|0 2(11112 1n3>—2(e 1)- 21n3 =—(e 1)1n4—2(e 1)In2.

4 |
dz d
Pitklad 242. [ = [ — 2% p.3<z<4 0<y<?2
p = 2xy +y°
Resent : ) Ly ) )
x ) —1 74 ~1 1
[ e [ [ t)n-
/0(/3 (z —y)? o Lo —yls o M-y 33—y
2001 1 2
:/ <ﬁ—m)dy:[ln]y—4|—ln\y—3]]0:ln2—ln1—ln4—|—ln3:
= —
zlnﬁzln§ ]
4
dz d
Piklad 243, I—// ;Cj’rg D:0<z<2 0<y<l
(z -2y

Regent :

! —1 2 L, —1 1 V| 1
1= [ =gy sl= [ Jav= | ( ) dy =
/0 xr—2y+3lo Y 0 5—2y+3—2y Y 0 2y—5 2y — 3 Y

1 1 19
:—12———12—]:—1—.
[2H|?J 5| 2n|y 3!0 sng

e Mnozina D je omezena zadanymi kiivkami. Nacrtnéte ji a popiste pomoci nerovnic.

Priklad 244. 20 —y =1, 20 —y =5, x =0, x = 2

Resent :
' 0<z<2
/ y=2r—>5
-1 x 5. . L e
1 Sipka oznacuje mozny smér vnitini
integrace pii vypoctu dvojného integralu
r =2 na D pomoci Fubiniovy véty.
-5
x=0
T ]
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Priklad 245. y =0, v =2y, v =4

Resend :
y R
192 by=3 x 2) =
— x=2y D. 0§y§§ nebo D'{Q?JﬁiﬁS‘l
y=0 0<xz<4 0<y<?2
0 0 r=4
[
Priklad 246. y = 18 — 22, y = 2
Resent : y
18
y = a? 18—2?=2% — 22=9 — 1, =43
7?2 <y <18 — 22
i t D'{—3<x<3
y =18 — 22 -
|
-3 o3 *
Priklad 247. zy =4, y =z, y = 4z, (x > 0)
Resent :
y y=4x
[1’4] D:D1UD2
y=u -
- Ds g<q;<y g<a:<é
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr 2,2] Dy:q 47 7 Dy:q 47 Ty
D xy =4 0<y<2 2<y<4
1
x
0.0 _
e Zameénte poradi integrace :
1 11—z
Priklad 248. [ — / ( / f(x,y)dy) dz
o “Jo
Resent : y
0<y<1- 1 _
1){_y_93_> 2 0<z<1l-—y
0<z<1 0<y<l1
4 —
x
0
y=1—ux
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1:/01</01_yf(g;,y)dx> dy. -

1 x
Priklad 249. [ — / ( / f(x,y)dy) dx
0 2

Resent : v y = 12
2 =
y (7SS y- ) [VSesys
0<z<1 - 1] 0<y<1
0 : -
x
T

I:/Ol(/yﬂf(:c,y)da:>dy. u

4 Vix
Priklad 250. [ — / ( / F(a,y) dy) dx
0 Var—x?

Resent : B ] o )
Mnozina D je omezena kiivkami :

s y = vV4x — x? | coz je rovnice horni poloviny
1){ - <y<Viz kruznice (z — 2)* + 4% = 4,
O<z=<4 y = /4x , coz je rovnice horni vétve
T paraboly y? = 4z,
r=4, x=0.
2) Ve sméru osy x rozdélime mnozinu D na tii ¢asti tak, aby tyto ¢dsti byly
elementarnimi mnozinami.

— DID1UD2UD3 9
y _ 2
y [4,4] Dy : 4§x§2 iy
0<y<2
) / D2 y2
Z ///““g‘“\‘\ —_— < <4
— Dl e DQZ 4 =Tz
D; 2<y<4
D - 24+ /4 —y?<x<4
x ° 0<y<2

T

4

:/02</;\/4‘7f(x,y)dx) dy+/24</y; f(x,y)de) dy+/02</2+ 4y2f(x,y)d:v> dy.

Tento priklad ukazuje, ze puvodni smér vnitini integrace byl mnohem vyhodnéjsi.
]
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Priklad 251. I = /04(/03 flx,y) d$> dy + /46< 06—9 fz,y) dx) dy

Regent :
D = Dy U Dy Y Novy smér vnitin{ integrace
0< 1< y 6 "N D, dovoluje vyjadrit celou
1 -T2 y =2z mnozinu D bez predchd-
Osy=<d 4 zejictho délent :
0<z2<6-—y 20 <y<6-ux
: - = =6—x D:
70 N

I= /02( ij f(z,y) dy) dx. u

e Rozlozte pomoci Fubiniovy véty dvojny integral / f(z,y)dxdy na dvojnisobné
D

integrély, jestlize mnozina D C E, je omezend kiivkami :

Priklad 252. x =0, y =2, z +y =2 (z > 0)

Resent ;y

2 T /0< f:vydy)d

Priklad 253. x = y* — 4, x = —3y
2

Resent : VyfeSenim soustavy { i i Zi 3; dostaneme pruseciky paraboly x = y* — 4
s piimkou o rovnici z = —3y.
y 1 —3y
x, dm) dy =
4 [, i)y
[=3,1]  _— -3, pVard
. = / (/ f(z,y) dy) dx+
| 4 N vata

k ? =3y +/12</—§ f(:z:,y)dy) dz.

-3 —vx+4

u
[12, —4]

e Nacrtnéte mnozinu D a vypocitejte dané integraly :

72
Pf’z'k;lad254.]:/ —dxdy, D:izy=1 y=4z, =3
DY
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Reseni :

] xy=1
05 3 X

Priklad 255. [ = // Py*dedy, D:z*+y*=a* v=0(z>0)
D

Reseni :

B LT [
a :/a 2, |
KJ |

X a
Lrgy’ oy yhe 1.1 2 1 4 -
e P Ay WL _}:_ @__ _>:__,
—a 2[a 3 S Tl T2 375 T s
dz d
Priiklad 256. I:// #, D:y=2z—2a° y=—x
pre+1
Reseni : y =2z — 2% neboli y— 1= —(z —1)? je rovnice paraboly s vrcholem [1,1].
Pruseciky paraboly s primkou y = —z najdeme tak, ze zjistime jejich z-ové soutadnice :
y = 2z — 12 o —r=2r—12> — a2(x—-3)=0
{ A po dosazeni =0, 25 =3
3 2r—a? 3
d 1
y /(/ 2—y>da::/ —— (20 —2® +x)dr =
y =22 — 22 0 \J_ g x4 +1 0 T2 +1
3_ .2 3.2
— 3 1-3z—-1
2 3 :/ydx:_/x+2x dr =
< o z°4+1 0 2 +1

3
T 1 3
— [ (1-3 - >d :—[——1 2 41—
A( pepn ey LAl G Bl

33
—arctg x} =3 In10 4 arctg 3 — 3.
0

y=-—x

P'Fz’klad257.I://(x+y)d:1:dy, D:y*—a2*<1,y>0, o€ (-22)
D

Resent : y> — 2% =1 je rovnice hyperboly .
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/Z(/Om(x—i—y)dy)da::/Ixy—kyg];/mdx:

y 2 .2
y —a =1 2 1+ 22 2
:/ (a:\/1+9c2—|— 5 )d:c:/ oV 1+ x2dr +
) —2
1 ~~ -
=0 (liché funkce)
2 [? ) 312 14
9 0 2 €T +§/O (1+1’) diL’Z[iL‘-l-g]OZE. [

sudé funkce

P?"L’klad258.Iz//(l—l—x)ydmdy, D:y=2a2>—4 y=—-3x, <0
D

Resend : Stanovime z-ové soufadnice prisecikii paraboly s pifmkou :
_ 2 2 4 —
{ y=o —4 . Po dosazeni T3z—4=0
Yy =—3T 1 =129 =—4

_4 4
1r % 25 1722
172% + 1722 — 16 —16d:—[——__
1/ -|—17x3—|— T xo ) ?3762 G -
-4 T Z 842 16 _ = '
| + 3 Xz x » 5
y=—3z

Priklad 259. // (x+ 1V dedy, D:y=2x 2y=uz, y=2
D

| [ weoma)n=g [aeale]

1/ | 0
B A L L Y

Resent :
Y y:2X 2 2y
2y =1x //(:L‘+1)dxdy:/ (/ (3:—|—1)dx>dy:
[172] [472] D 0 y/2
2 IQ 2 4y2 ,y2 y
2 = [ 2 Y-
/0 S R A R i 1
’r15 , 3
e uldy---=8.
/0 [8y +2y] Y
x [
1
Priklad 260. // —dxdy, D:zy=1,y=z, =4, >0
DY
Resend :
4 T 1 4 T
Yy /(/ —dy)dx:/ [1n|y|] dr =
y=z 1 Mzl 1 1z
ry =1 4 1 4
:/ <lnx—ln—> dx:2/ Inx dr = (per partes)
Xx=2 1 X 1
u=1Inz, v =1 4
= ,_1 _ :2[1:111:5—4 =8In4 — 6.
; L ’U/—E, v = 1
:1 7

dx d
261.// :E—yQ’ D:x=3, z=4y=1 y=2
p(T+y)
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262. // cos(z+y)dedy, D:x=0,y=m y=uz [-2]
D

263.//(x2+y2)dxdy, D:y=0,y=1—2, y=1+z [%]
D

264. //(x+2y)dwdy, D:x=y*—4, =5 [50,4]
D

265. // rydedy, D:y=x—4, y* =2z [90]
D

1 5

266. dedy, D:x=0,y=2y=4,y°= 442

//Derl:cy, r=0,y=2y=4 9y =z [4+m 2]

267. //%dxdy, D=z y* =4z, y=2 [Z]
DY

268. //(xy—i—y)dxdy, D:z=12=2 2y=4, y=0 [4+81n2]
D

269. Preved'te dvojny integrdl obéma zptsoby na dvojnasobny (tj. obé pofadi integrace)
a integral vypocitejte. D = {[x,y] € Ey; y >Inz, x > 1, y <1}, f(x,y) =1/x [%]

e Omezend mnozina D C E; je zaddna nerovnicemi nebo hrani¢nimi kfivkami a je dana
funkce f(z,y)
a) Nacrtnéte mnozinu D s popisem os, méritkem, popisem kiivek a vyznacenim bodi,
které jsou pro Teseni ulohy dulezité.
b) Oveéite splnéni predpokladi pro pouziti Fubiniovy véty.
¢) Mnozinu D vyjddrete ve tvaru elementdarniho oboru integrace vzhledem ke vhodné
zvolené ose.

d) Vypocitejte [[,, f(x,y) dxdy.
270. D ={[z,y] €Ey; 0<2<1,0<y < 20+ 1}, fla,y) =2y

c)z € (0,1)
y € (0,2x + 1)
4 15

27L. D ={[z,y] €Ey; z+y<m z—y<m, x>0} f(z,y) =sin(x+y) [

272. D C E, je ohranicena kiivkami: y = /2, y =3z, y =2 f(z,y) = 2/y

o)y €(0,2)
x € (y/3,2y)
40v/2

d)9

273. D ={[z,y] €EEy; 2> 0, 2 +y < 2,2 <y’} flz,y)=zy
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c)z € (0,1)
[ y € (Vo,2—x) ]

274. D ={[z,y] € Ey; y > 2% y <12—2?}  f(z,y) = ||

¢) —V6<z<V6
2 <y<12—2a?
d) 36
275. D C E, je ohranicena kiivkami: y = \/z, y =2z, v =1 f(z,y) = 2xy
¢) 0<z<1
Vi <y<2JT
)1

276. D C E, je ohranicena kiivkami: y =z, y = 1/z, y =2 f(z,y) = zy?

II1.3. Substituéni metoda pro dvojny integral

Priklad 277. Rozhodnéte, zda integral // arctg L dy, kde D = {[x,y] € Ey :
D T
2+ y* <1,y >0, 2 >0} existuje a v kladném pifpadé jej spocitejte.
Resend :
y Funkce f(z,y) = arctg Y neni definovéna na ose Y
x

y=(z2—1)2 (tj. * = 0 je mnozina miry 0) , mnozina D je métitelna
a funkce f je na D omezend, nebot

larctg Q| < g pro véechny body [z,y] € Es.

x Proto dany integral existuje. Vime, ze

/fxydxdy—//B(w) r(u,0). y(u,0)) || du o

Zde pouzijeme transformaci do polarnich soutadnic.

Y T =T7CoSp 0<r<i1 5 1
//arctg—dxdy: y=rsing | 0<p< 3 :/ </ QO'TdT>d90:
b v J=r o o

o4



E. Brozikova, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

<[ [ (510

e Vypocitejte integraly :

Priklad 278. // Va2 +yrdrdy, D= {[z,y] €Ey:2* +y* —bx <0}, b>0
D

Resent :
Yy

T =TCoS Y 2 +y

/ o y =rsing
// $2+y2dxdy7 J=r ’ 7r0S
D —§§

w/2 bcos ¢ /2 r31bcosp
:/ (/ r-rdr)dg):/ [—}

—n/2 Mo —m/2 310
—37 ), PPwTIUlog T g

Priklad 279. // In(1+2? +9*)dedy, D:2*+y* <a?® <0
D

0o<r
37 o

Resent :

T =TCosp - <a
T << 2t =
2 =%>7

// ln(1+x2+y2)dxdy:‘ y=rsing |
D J=r
3m/2 a l4r? ¢
dgp-/ In(1+7*)rdr = [ o dr — di ] =
0

3r/2 a
:/ / ln(1+r2)-rdrdg0:/
T 0 /2

/2
1 1+a2 1+a2
=3 /1 Intdt = g[tlnt—t]l = g<(1 +a?)In(1 + a?) —a2>.
]
Priklad 280. / / 2% dx dy, kde D je mnozina ohrani¢end kiivkami zy = 1, xy = 3,
D
2
x
= y=22"
Yy 5 ) z
Resent — 92
Yy y=2 9y = 22 S
Pouzijeme transformaci { y
; =0
Potom mnozina D bude mit vyjadieni
_ 1
ry =3 1 <u<3, §§v§2.
ry =1
T 95
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Nyni spoc¢itdme x a y pomoci u a v a déle Jakobian

u U 5/ u?
yz;,y:vxz, ;:vx2—>x:—, x—\/iﬁy—v = Vu

ox 8y 1 _g _% 1 % %
- = —u 30w -
_ | Ou Ou|_| 3 3 _1 2 b
/= Jr Oy | |2 _11 12 2| 9" +9U B 7&0
_ < —Uu 3V3 —Uus3v 3
ov  Ov 3 3

Uzitim véty o substituci dostaneme

2 3 1 1 2 3 1 172 2.3
// x3dxdy:/ (/ E-—du)dv:—/ —dv /udu:—[——] [u_} =
D 1/2 v v 3 /zv 1 3L vll 124
B 3
2

-4 =2, ]

L
3

Priklad 281. //(Zx—y)dxdy, D:a+y=1a2+y=4, y=u, y=sx
D

Resent :

Potom

Yy = ow
r+y=4 : : . o
Nejvhodnéjsi substituce bude nasledujici
y=2 rT+y=u
x
x

_ o u 1 —u
_1—|—U ' J— 140 (1"!‘1})2 _ u T uv _ (% 7£ 0:
_ | w ’ v v (I+v)? (1403 (1+0v)? ’

Y 110 1+v (140v)?

Yo uv U 2—v
// (2x— ydacdy—/(/ <1—|—v 1+v>(1—|—v du dv—/udu/ 05 0)

:[ﬁ]j[ ﬁd :21'/1< (1+1U) +(1+v)3>d“:

1 3 5 1 3 1 3
=21-[ — ] :21<——___ _>:0'
l+v  2(1+wv)2h : Uy -

Priklad 282. / V1+422 +9y2dedy, D :42® +9y> <36, y > 0
D

2 2

y x
Reseni : Mnozina D je vnittek elipsy n + T < 1 lezici nad osou .

Pouzijeme transformaci do zobecnénych polarnich soutadnic (eliptickych) :

T = 3rcosy
Yy = 2rsiney

T 1
// \/1+4x2+9y2dxdy:/ </ \/1+4~9r2c032g0+9-4r281n2g0-6rdr)dg0:
D 0o o

}, J=3-2-10<r<1,0<p<m.
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2

x 1 11701 2\3/27 1
:/ dgp-/ V1+36r2 - 6rdr=w-ﬁ{w} :118(37\@—1).
0 0 0

m
283. // (x —2y+3)drdy, D:2°+1y*<a? [37a?|
D
—1)?
284. //xdxdy, D224 Y y F
b (Pouzijte souradnice x = 2 + rcos p,y = 1+ 2rsin p.) [47]
285. // Va2 +y2dedy, D:a2*+y* <2z [39—2}
D
286. //($2+y)d:vdy, D:xy=1 2y=4, y=2x, y=9
D
o y 119
(Pouzijte soufadnice zy = u, e v.) [J = 1 ?}
e Vypoctéte integraly // f(z,y)dx dy , je-li ddna mnozina D a funkce f(z,y)
D
_ Crt o2 48
287. D ={[r,y] € Bo; 5+ <L x>0} flr,y) =wy B
288. D = {[z,y] € Ey; a* +9y* <9, 2 >0}, f(z,y) =y B4
289. D = {[z,y] € Ey; 2 +4y*> <4, y >0}, f(z,y) =y /a2 + 4y? 2]
290. D = {[z,y] € Ey; 3622 +¢y* <9, x>0, y >0}, f(z,y) ==xy [;—2]
291. D = {[z,y] € By; 2® +y* <4z, y >0}, f(x,y) =y Z]
292. D = {[r,y] € Ba; a? + 3 <4,2>0}, flzy)=e "V (1 — )
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111.6. Aplikace dvojnych integrala

e Urcete plosny obsah rovinného obrazce D ohrani¢eného danymi kiivkami :

Priklad 293. y = 2%, 2+ 2y =3, y =0

Resent :

Yy y:x2 1 3—2y
P://dwdy:/(/ dz) dy =
D o ~Jym
2y\/§]1_%
=2 =%
|

1
I _ — [ (3-2y— )d::[?)—?—
1 T4+2y=3 /0< y—y)dy y—vy 2,
3 T

Priklad 294. xy =1, vy =4, y=x, t =8

Resgent :
2 T 8 %
y=x Pz//da:dyz/(/ dy)dx+/</ dy)dx:
y D 1 1 2 1
v=73 2,1 sS4 22 2
! :/<x——>dx—|—/<———>dx:[——ln]:c|}+
y:l 1 X 2 T X 2 1
27 - +3[1 | |r 22— i3S —n2) = 5 S
n =2—In2—— n8—In2)=—-+1In =
B A, 2 2 "My
12 x :g+ln32. 0

Priklad 295. Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného osou x a jednim oblou-
kem cykloidy o parametrickych rovnicich x = a(t — sint), y = a(1 — cost).

Resent :

Y
Jeden oblouk cykloidy opise bod kruznice, ktera se

/_\ kotali po piimce y =0, tj. t € (0, 2m).

| 2am

T 27 27
P—// dxdy—/ yd:r;—/ yﬁcdt—/ a(l — cost) -a(l — cost)dt =
D T 0 0

2T 2 27’1’1 2t
:a2/ (1—2005t—|—0052t>dt:aQ[t—Qsint} —|—a2/ —i_c%dt:
0 0 0

2 on 4 a? [t+ sin2t]27T
= q° - 27 JE—
2 2

Priklad 296. Urcete plosny obsah rovinného obrazce D omezeného asteroidou

223 2 = 23,
P = // dx dy
D

Pouzijeme transformace do soutadnic :

= 27a® + a’1 = 37a’. ]

0

Resent : y

T =1cos®p
y = rsin® @

2/3 2/3
(r cos® <,0> + (7’ sin® gp) =0’ =1 =P =

28
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cos®p  —3rcos? psingp
sin® o 3rsin® @ cosp

‘ = 3rsin? p cos* p + 3rsin® pcos? ¢ =

= 3rsin® ¢ cos? .

27 a 5 a
P—/ (/ 3rsin2<p0052gpdr> dg0—4/ Sin2900082<pd90-3/ rdr =
0 0 0 0

T ain2 2 5 fud
2 sin” 2¢p reye 2 1 —cos4dyp 3 3 sin 473
=4 d .3[_} = it ._2:_2[ ] =
/0 T /0 2 LR R L

0 0
3 3
:—a2~g:—7ra2. n

4 3

e Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného uzavienou kiivkou :

2
Priklad 297. <x2 + y2> =a*(2* —y*) (Bernoulliova lemniskata)

Resend :
Y
T =TCcosp
\/ P:// dxdy: Yy =rsing
_ [HHHTHH S A oo a D J=r

Po dosazeni do zadani dostdvame postupné : r* = a

3m 5 T
0<r<ay/cos2¢ — cos2¢ >0, ¢€<Oa%>u<£’zﬁ>u<f’2ﬂ>'

T a+/cos 2p T 727 av/cos 2 T
P:4/ </ rdr)dgpzél/ [—} d(pz?/ a®cos2pdp =
0 0 o L2Jo 0

[ B2]E_ o :

2r?(cos® p—sin? @), 7* = a® cos 2,

o

2
Priklad 298. (:c? n 9y2> — 2%y

T =1TCosp

. — Ty
Regent : P://D dx dy = y;?’?w Oﬁréécos2<psin90
=-r
3 cos? psing >0 —0<p<7

Lcos? psing 1 1 2 —cos psin
/(/ —TdT)dg@——/ [—} dp =
0 0 3 2 1o
1 ("1 2
9

:—/ cos? psin® o dp = — 2-/ cos* ¢ (1 — cos? @) dp =
0 54 0

ro.
rt :7*20082@-55111@

6

_ ! %(COS4 —cos® ) dp = (Wallisova formule) = 1(3'1 T_5:51 7T>— u
=5 %) w)ap = ( alsovaormue)—27 129 6.4.9°2) " =61
|

Priklad 299. (z° + °) = 3axy  (Descartesiiv list)
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Resent y
T =TCcose 0<r<r(p)
P:// drdy=| y=rsing | pi<p<pr | =
D J=r
©2 r(¢) 1 [¥2
:/ (/ rdr)d@z—/ () d.
—a xz Y1 0 2 ©»1
Y \ Nyni uréime 7(yp) a dosadime do posledniho integralu.
2 +yP =3ary — r’cos® o +r’sin® o = 3ar?cospsing, takze
3a cos @ sin ¢ T s
r = s O < < -, T 0 =Tr{=—) = 0
() cos3 ¢ + sin® ¢ =¥Y=5 (0) (2)

us

P 1 /’;< 3a cos @ sin @ >2d 9a®> 2  cos?psin®p
0 NCOST@ ST 2 Jo (cos390+sin3 (p)

9a? /72r tg2p dp 9a? /°° 3u? p
2 Jo (th o+ 1)2 cos? 2:3 )y (u?+1)

3 5 ¢ 3w J 3a? . [ ~1 }C 3a® . ( ~1 +1>
=—a" lm U = 1m = — lm (= =
2 Cotoo g (u3 + 1)2 2 C—otoo Lud + 110 2 Co4o0 \C3 +1

_ 3a?
=5

dp =

( citatel a jmenovatel vydélime cos® ¢ )
tgp = u

P p dy = du

Priklad 300. Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami
2?2+ +2=0, 22+’ +42=0,y=2, y=0.

Resent :
Yy
x4 2+x—0———><x—|—1)2+ 2—1
Yy - 2 Y7Ly —1
4y tdr=0= (v +2)2+y>’=4 .
T =rcosp m2+y2+$20—>r=—cos<p
— x2+y2+4x:0*>r:f4cosnp
P:// dl‘dy: z::s1nw ‘ —cosp <r < —4cosyp =
D 5
wgwgzw

ot
ot

3n —4 cos ¢ 1 ™ —4cos 1 T
4 @

= / </ rdr) dp = —/ [7’2} dp = —/ (16C082QO—COS2 <p> dp =

T —cosp 2 ™ —Ccose 2 T

5 5

15 [17 15 1™ 14 cos2p 15 sin 2157

_ 2 do = =2 |7 28— _[ ] _

2 /ﬁ R Par = 2 LA L

B 15<5 sin 5 sin27r) 15 <7r 1> 15(m + 2)

TR VA S A T 16 "

T ™

4+2

Priklad 301. Je dana parabolické usec s tétivou kolmou k ose. Délka tétivy je a, vyska
usece h, a hustota p = 1. Urcete :
a) moment setrvacnosti usece vzhledem k tétive, b) tézistée usece.
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Reseni :

Analytické vyjadieni této paraboly bude y — h = pz?.

2 —4h
Pouzijeme-li bod [g, 0}, pak —h = pa— —p= -
2 4 a?
_ 2
y=nh-— =27
1 X
‘ a
0 3
a) Moment setrvacnosti k tétivé je nyni momentem setrvacnosti vzhledem k ose .
4h a B 4h .2
D: 0<y<h-— 2 o2
o | S PO g
D *iﬁzﬁg -5 0
1 2 gh—ibe? 1 [2 4h ,\3 W o[2 4x%\3
o L B (R e (R
3 ,% 0 3 ,% CL2 3 % a2
2R [2 1202 48x% 6428 2h* 4r®  4A8x°  64a7q%
3 Jo a? at ab 3 a? ba* 7ab lo
_2h3<a_a 3a a)_h3a<3_1>_16h3a
3 \2 2 10 14/ 3\5 7/ 105
M,
b) T = [anT]a Yyr = —
m
a h— 4h .2
2 a2 4h
m:// dxdy:/ < dy)dxz /(h——2x2>dx:
D -2 Jo 0 a
2 4* 42375 a a 2
— 9 (1——>d zzh[ ——} — 9 (-——)——h,
/g a2 )T T a2l 276/ 3"
% h—4h g2 2 )
M, = ydrdy = ( ydy)dx: = - h%a,
D —2\Jo 5
2h%a 3 3
= =Ch T=[024)
I'™ The 5 5 .
Priklad 302. Urcete tézisté rovinné desky omezené kiivkami 22 + y? — 22 = 0,
22 +y? —4x = 0, je-li o= 10.
Resent :
Pty —2r=0= (x—1)*+y*=1 Y
P4yt —dr=0= (-2 +y* =4
M,
T = [ZL’T,O], I = _y’ q 4
P ‘\\J x
m=10-P=10(r -2~ 7-12) = 30 \\\ /
22 +y>>2c — r>2cosg
T =TC08 ) 22+ <dx — r<4dcosy
My = 10:Edﬂfdy: Yy =rsing ‘ 2cosp < r < 4dcosep =
D J=r T e,< T
5S¢
3 4cos 3 34 4cos 10 3
:10/ (/ r%osgpdr) dcple/ cosgp-[r—] ¢dgp=— 56 cos® o dp =
7% 2cos ¢ % 3 2cosp 3

s
2
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™

2 2 112 1
:£-56/2cos4g0dg0——0-3—-z—707r
0

3 4.2 2
707 7
= — T == |:—’ 0:| . u
T 30r 3
Priklad 303. Urcete souradnice tézisté kruhové vysece (viz obrazek), je-li o = konst
Resent :
y
7ra2
= 'TT7 7 20[@ - CL @,
Oé\ a
oz/ < M, = // rodx dy =
T =TCOoSp 0<r< o a r31a @
— — rg — 2 — ; —
= | y=rsing ’ —a<p<a _g/ (/ r cosgpdr)dgp—g[—} ~[s1ng0] =
J =7r —« 0 3 0 —Q
2 4. 2 asino -
= -pa’sina Tr = -
3 0 ) T 3 o

Priklad 304. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k pocatku soustavy souradnic homo-
genni rovinné desky omezené kiivkami 22 +vy? =1, 22 +y?> =4, o= k.

.' y
[[0,0] =k // (932 + yg) dx dy :[polérni soufadnice] =
an 2
1 2 4 1
kj X Zk/ / r3drdcp:—5k:7r. (]

Priklad 305. Urcete polohu tézisté obrazce omezeného kardioidou r = a(1 + cos ¢),
p€e(0,2m), a>0, o= 1.

Resent :

2

L | ] 2 3
=30 [g0+2s1ng0} ~|—§a2/0 Wc&p—aw%—a?gzﬁa%,

2 a(1+cos @)
M, // rdxdy = [polarm souf. ] = / (/ 2 cosgodr) dy =
D 0 0

1 2m 1 2
:§a2/ (1—|—Cos<p)2d90:—a2/ (1+2cosp + cos® p) dp =
0 0

1 21 2
= §/ cos @-a®(1+cos ) dp = %/ cos p-+3 cos? p+3 cos® p+cos (p) do =
0 0
S 4 da .
= —a’m; Tr = —.
47 6
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e Je ddna omezend mnozina D a funkce f(z,y)
a) Nacrtnéte mnozinu D.
b) Ovérte splnéni predpokladu pro pouziti Fubiniovy véty
c) Uved'te alespon dva piiklady mozného fyzikdlniho vyznamu daného integrélu.
Uved'te, zda se jedna o hmotnost ( pii jaké hustote), staticky moment nebo
moment setrvacnosti ( pii jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu nebo piimce).

d) Vypocitejte [, f(z,y) dx dy.
306. D C E, je ohranicena kiivkami: z = 1, 2 =¢y* + 2,y =0,y =2, f(z,y) =y/Vx

meproo=1/\/x

c)m proo=y/\z
d)4\/6—4—§\/§

307. D C E, je ohrani¢ena kiivkami: y = 22, y = Vr, flx,y) =z,

c)m prog ==z
mypropo=1
) 2
20

308. D C E, je ohranicena kiivkami: v = 9%, o —y —2=0, f(z,y) =y

¢)m proo = y?

Mz Proo =y
Jeprop=1
29

d) 22

)60

309. D ={[z,y] €Ey; 2 >0,y < xz+2,y>2*}, flz,y)=2x(y+1)

my proo = 2(y + 1)
52

d) —

{ c)m prop =2z(y+1) }
3

310. D C E, je ohranicena kiivkami: y = 2z, y = 2/x, x =2, f(x,y) = 2%y

c)m prop = a2y
M Pro o = z°

My Pro o = xy
téyprOQ:y
d)— —3
)5

311. D C E, je ohrani¢ena kiivkami: y =z, y = 1/z, x =3, f(z,y) = V&
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