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Funkce - zakladni pojmy

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrézovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Zobrazeni mnoziny M C R do mnoziny R nazyvame redlnou funkei jedné redlné proménné (dale uz
jen funkce). Funkce oznacujeme zpravidla stru¢né pismeny, jako napt. f, F,h, H, p, 1.

Nejcastéji se setkame se zaddnim funkce vzorcem (pfedpisem), podle néhoz kazdému vzoru, tj. prvku
x € M piitadime obraz y = f(x). V tomto zépisu je = tzv. nezdvisle proménna (argument) funkce f,
pismeno y predstavuje zavisle proménnou.

Mnozinu M nazyvéme definiéni obor. Neni-li v zaddni funkce uveden, pak definiénim oborem D( f)
rozumime mnozinu vSech x € R, pro néz ma smysl vzorec definujici funkci f.
Obor hodnot funkce f zna¢ime H(f), je to mnozina vsech obrazu: H(f) = {y € R;y = f(x),z € D(f)}.
Grafem funkce f nazyvame mnozinu G(f) = {[z,y] € R*;x € D(f),y = f(x)}.

Neékteré vybrané funkce se struénym popisem véetné grafu lze nalézt napt. ve skriptu [1]. Grafy tzv.
zakladnich elementarnich funkci jsou zobrazeny téz na webové strance predmétu Matematika I, pak odkaz
Kombinované studium.

Jestlize z néjakého duvodu budeme uvazovat hodnoty dané funkce f pouze na podmnoziné M C D(f),
pak mluvime o ztizeni (restrikci) funkce f na mnozinu M. Tuto novou funkeci znac¢ime f|ys, jeji obor
hodnot zna¢ime H(f|pr) nebo f(M).

Necht f a g jsou funkce, pro néz je H(g) C D(f). Pak lze definovat tzv. slozenou funkci h (z funkci
f a g) a to predpisem h(z) = f(g(x)), v € D(g). Funkci f nazyvame vnéjsi funkei, funkci g nazyvdme
vnitini funkci. Pouzivame téz znac¢eni h = f o g nebo h = f x g.

Piiklad 1. Funkce f(x) = logy(6 — 2?) je funkce slozend. Vnéjsi funkce je logaritmicks funkce o
zékladu 2, vnitinf funkce je 6—x2. Definiéni obor je dén podminkou 6—z2 > 0, takze D(f) = (—v/6, +v6).

Funkce suda, lichd, periodicka
Funkce f se nazyva suda [respektive lichd], jestlize pro kazdé = € D(f) plati:
(—x) patii do D(f) a f(—x) = f(x) [pro funkci lichou: f(—x) = —f(x)].
Graf funkce sudé je soumérny podle osy y, graf funkce liché je soumérny podle pocatku.

Priklad 2. Ovérme podle této definice, ze funkce f(z) = 2::_ I je licha.
x
Definiéni obor je D(f) = (—o0,+00) a spliuje tedy prvni pozadavek definice. Pro kazdé x € D(f)

, —z —x
plati: f(—z) = (—2)2+1 2241

—f(z), takze i druhy pozadavek definice liché funkce je splnén.
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Piiklad 3. Ovéite nasledujici tvrzeni: Funkce g(z) = 3z* — §$2 +2, h(z) = Va2 -9 jsou sudé,

zatimco funkce f(x) = 2® — v/2z je lichd. Kvadraticks funkce f(z) = 22 — 4z 4 5 neni sud4 ani lich4.
Piiklad 4. Goniometrické funkce sin z, tgx, cotg x jsou liché, zatimco funkce cosx je suda.

Funkce f se nazyva periodicka s periodou p, jestlize pro kazdé x € D(f) plati:
x +p patii do D(f) a f(z £ p) = f(x).

Piiklad 5. Goniometrické funkce sin x, cos x jsou periodické s periodou p = 27.
Funkce tg x, cotg x jsou periodické s periodou p = .
Funkce f(x) = cos 3z je periodickd s periodou p = 27/3.

k
Piiklad 6. Uvazujme mnozinu funkei gx(x) = cos %, kde k € N, L je libovolné (ale pevné) kladné

¢islo. Pak pro kazdé k € N plati, ze funkce g je periodicka s periodou p = 2L /k.



Necht f je funkce a mnozina M C D(f). Funkci f nazyvame

a) rostouci na mn. M, jestlize pro kazdé 1, zo € M plati: 21 < zo = f(x1) < f(x2).
b) klesajici na mn. M, jestlize pro kazdé x1, xo € M plati: z1 < zo = f(x1) > f(x2).
¢) ryze monoténni na M, je-li f rostouci nebo klesajici na M.

Funkce f se nazyvad prostd na mn. M C D(f), jestlize pro kazdé z1, xo € M plati implikace:
x1 # 12 = f(z1) # f(22).

Je-li funkce f prostd na D(f), pak k ni existuje funkce inverzni, kterou budeme znacit f_;. Jeji
definiéni obor je obor hodnot funkce f, tj. D(f-1) = H(f). Obor hodnot inverzni funkce je definiéni obor
funkece f, tj. H(f-1) = D(f).

Pro kazdé x € D(f) pak plati: y = f(x) <= = = f_1(y). (1)

Jestlize funkce f neni prostd na celém D(f), ale jenom na néjaké podmnoziné M C D(f), pak funkci
inverzni definujeme pro restrikci f|as a vztah (1) plati pro z € M.

Piiklad 7. Funkce f : y = 22 m4d defini¢ni obor D(f) = (—o0,00), neni viak na ném prosta.
Uvazujme proto restrikci f|pr, kde M = (0, +00). Na mnoziné M je funkce f|ys rostouci a tedy prosta,
obor hodnot H(f|y) = (0, +o0) a pro kazdé x € M pak plati: y = 2* <= z = ,/y. Je tedy inverzni
funkee f-1(y) = /5, kde y € D(f-1) = H(flar) = (0, +00).

Protoze nezavisle proménnou znac¢ime zpravidla x, zaménime v poslednim vztahu x a y. Inverzni funkci
k funkci y = f(z) = 22,2 € (0, +o0) je tedy funkce y = f_1(z) = +/z, kde shodou okolnosti je téz
x € (0, +00). Zakreslime-li grafy funkei f a f_; do jednoho obriazku, pak tyto grafy jsou soumérné
podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. podle piimky o rovnici y = x. V8imnéte si, ze obé funkce jsou rostouci.

Uvazujme pro funkci f : y = 22 jinou restrikci, totiz na interval M = (—o00,0). Na mnoziné M je
funkce f|ps klesajici a tedy prostd, obor hodnot H(f|xr) = (0, +00). Podobné jako v pfedchozim odstavci
bychom odvodili, ze inverzni funkef k funkci y = f(z) = 22,2 € (—0o0,0) je funkce y = f_1(z) = —/z,
x € (0, 400). Nacrtnéte si oba grafy do jednoho obrazku. Obé funkce jsou klesajici. To je v souladu s
nésledujicim tvrzenim.

Véta. Je-li f rostouci (resp. klesajici) funkce, pak inverzni funkce f_; je také rostouci (resp. klesajici).
Dalsi dvojice funkei navzajem inverznich

Piiklad 8. Exponencidlni funkce o zdkladu a > 0,a # 1, tj. y = f(x) = a*, x € D(f) = (—o0, +0)
je prosté. Je-li @ > 1, pak je rostouci, je-li a € (0, 1), pak je klesajici. V obou piipadech je oborem hodnot
interval H(f) = (0, 4+00).

Existuje tedy funkce inverzni, a to logaritmickd funkce o zékladu a, pficemz podle vztahu (1) plati pro
kazdé x € (—o0,4+00):y = a® <= = = log, y.

Vys8e zminénou zdménou z a y obdrzime inverzni funkci ve tvaru y = log, =, = € (0, +00). Pfi pevném
a je to funkce rostouci, jestlize a > 1. Je-li a € (0, 1), pak se jednd o funkci klesajici. Grafy funkeci
y=a", x € (—00,+) ay=1log,z, r € (0, +00) jsou soumérné podle osy 1. a 3. kvadrantu.

Priklad 9. Cyklometrické funkce, tj. arcsinx (¢teme arkussinus), arccos z (arkuskosinus), arctgx
(arkustangens), arccotgz (arkuskotangens) jsou na piislusnych intervalech funkce inverzni ke goniomet-
rickym funkcim. Podrobnéji, a to véetné grafu je popsano ve skriptu [1]. Vztah (1) mé pro tyto funkce
nasledujici tvar:

y = sinx <= x = arcsiny, plati pro z € (—7/2,7/2), y € (-1,1),

y = cosx <= x = arccos y, plati pro z € (0,7), y € (—1,1),

y = tgx <= x = arctgy, plati pro x € (—7/2,7/2), y € (—00,+0),

y = cotgx <= x = arccotg y, plati pro z € (0,7), y € (—o0, +00),

Literatura:

[1] J. Neustupa: Matematika I. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2017 (téz 2014,...).

[2] S.Kra¢mar, F. Mréz, J.Neustupa: Sbirka pfikladu z Matematiky I. Skriptum Strojni fakulty. Vyda-
vatelstvi CVUT, Praha 2017(téz 2014,...)

[3] E. Brozikovéd, M. Kittlerova: Diferencidlni pocet funkcé jedné proménné (fesené piiklady). Skriptum
Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2007.



