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Hodnost matice, regulárńı matice, Gauss̊uv algoritmus

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Hodnost́ı matice A typu m× n nazýváme maximálńı počet lineárně nezávislých řádk̊u, které chápeme
jako vektory v Rn. Znač́ıme h(A).

Poznámka: Je to též maximálńı počet lin. nezávislých sloupc̊u, které chápeme jako vektory v Rm.

Poznámka (d̊uležitá). Z definice hodnosti matice vyplývá, že o lineárńı závislosti, resp. nezávislosti
dané skupiny vektor̊u lze rozhodnout určeńım hodnosti matice sestavené po řádćıch ( nebo sloupćıch)
z daných vektor̊u.
Je-li tato matice čtvercová, pak t́ım můžeme rozhodnout i o tom, zda daná skupina vektor̊u tvoř́ı bázi
v př́ıslušném prostoru. V tomto př́ıpadě (čtvercová matice ) můžeme obě úlohy, tj. nezávislost skupiny
vektor̊u a otázku báze, rozhodnout též pomoćı determinantu.

Čtvercovou matici typu n×n, která má maximálńı možnou hodnost n nazýváme regulárńı matićı. Neńı-li
čtvercová matice regulárńı, nazýváme ji singulárńı.

Speciálńı př́ıpad: Je-li m = 2 nebo n = 2, pak urč́ıme hodnost př́ımo podle definice, nebot’ v́ıme,
že dva nenulové vektory jsou lin. závislé právě tehdy, když jeden z nich je násobkem druhého.

Př. 1. Zd̊uvodněte podle definice, že matice A =

(
2, −4
−1, 5

)
má hodnost 2, zat́ımco

matice B =

(
2, −4, −6
−1, 2, 3

)
má hodnost 1.

Věta I.2.17. Necht’ A je horńı trojúhelńıková matice, která má všechny prvky na hlavńı diagonále
r̊uzné od nuly. Pak je hodnost h(A) = min{m,n}, tj. počet nenulových řádk̊u.

Pro matici typu m × n, kde m > 2, n > 2 postupujeme zpravidla podle Gaussova algoritmu, který
danou matici převád́ı právě na horńı trojúhelńıkovou matici. Přitom použ́ıváme tzv. ekvivalentńı úpravy
matice, tj. takové úpravy, které neměńı jej́ı hodnost. Jedná se předevš́ım o tyto úpravy:
1. záměna řádk̊u
2. vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem
3. k některému řádku přičteme násobek jiného řádku
4. vynecháńı nulového řádku; vynecháńı řádku, který je násobkem jiného

Pro vytvořeńı nulového prvku v požadovaném mı́stě už́ıváme zpravidla úpravu č. 3.

Gauss̊uv algoritmus:
1. krok: Pomoćı nenulového prvku a11 vytvoř́ıme nuly v prvńım sloupci pod ńım. Pokud je a11 = 0,

pak zaměńıme řádky nebo sloupce. Pokud lze, zaměńıme tak, aby a11 = 1 nebo a11 = −1.
2. krok: Pokud je v nové matici prvek a′22 ̸= 0, vytvoř́ıme pomoćı něho nuly ve sloupci pod ńım.
Postup opakujeme, až dospějeme k horńı trojúhelńıkové matici.

Př. 2. Určete hodnost matice A =

2, 2, 1
1, 2, −1
1, 6, 3

. Rozhodněte, zda je to matice regulárńı.

Řešeńı: Matici postupně převád́ıme pomoćı úprav, které zachovávaj́ı jej́ı hodnost, na horńı trojúhelńıkovou
matici:

A =

2, 2, 1
1, 2, −1
1, 6, 3

 ∼ 1)

1, 2, −1
2, 2, 1
1, 6, 3

 ∼ 2)

1, 2, −1
0, −2, 3
0, 4, 4

 ∼ 3)

1, 2, −1
0, −2, 3
0, 0, 10

.

Popis jednotlivých krok̊u:
1) Zaměńıme 1. a 2. řádek; dosáhneme toho, že a11 = 1.
2) Prvńı řádek oṕı̌seme. Ke 2. řádku přičteme 1. řádek vynásobený č́ıslem (−2) a ke 3. řádku přičteme

1. řádek vynásobený č́ıslem (−1). T́ım źıskáme nulové prvky v prvńım sloupci pod hlavńı diagonálou.
3) Druhý řádek oṕı̌seme. Ke 3. řádku přičteme 2. řádek vynásobený č́ıslem 2. T́ım źıskáme nulové

prvky ve druhém sloupci pod hlavńı diagonálou.
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Źıskali jsme horńı trojúhelńıkovou matici, která má všechny prvky na hlavńı diagonále nenulové.
Podle Věty I.2.17 má tato matice (a tedy i matice p̊uvodńı) hodnost 3. Matice A je regulárńı, existuje k
ńı matice inverzńı.

Př. 3. Co můžeme ř́ıci o řádkových vektorech u = (2, 2, 1), v = (1, 2,−1), w = (1, 6, 3) matice A
z předchoźıho př́ıkladu ?
Odpověd’: Vzhledem k definici hodnosti tvoř́ı skupinu tř́ı lineárně nezávislých vektor̊u v prostoru R3.
Protože tento prostor má dimenzi 3, tvoř́ı tyto řádkové vektory bázi tohoto prostoru.

Poznámka: Stejná tvrzeńı plat́ı i o sloupcových vektorech této matice, tj. o skupině vektor̊u
a = (2, 1, 1), b = (2, 2, 6), c = (1,−1, 3).

Př. 4. Ověřte, že skupina vektor̊u a = (2, 1, 1), b = (2, 2, 6), d = (1,−1,−7) je lineárně závislá.

Řešeńı: Z daných vektor̊u sestav́ıme matici, např. po sloupćıch. Změnili jsme pouze třet́ı složku
p̊uvodńıho sloupcového vektoru c. V matici A z předchoźıho př́ıkladu jsme tedy změnili pouze prvek
a3,3, a to z hodnoty 3 na (-7). Postupujeme jako v předchoźım př́ıkladu. Ve třet́ım řádku vyjdou všechny
prvky nulové, proto tento řádek vynecháme. Hodnost matice je dva, dané vektory však jsou tři, tvoř́ı
tedy skupinu lineárně závislou.

Poznámka: Skupina vektor̊u z Př. 4 netvoř́ı bázi v prostoru R3. Uvedené vektory generuj́ı v R3

podprostor dimenze 2. Báźı tohoto podprostoru jsou libovolné dva z daných tř́ı vektor̊u, nebot’ kterékoliv
dva z těchto tř́ı vektor̊u tvoř́ı skupinu lin. nezávislou (mezi žádnými dvěma z nich neńı vztah násobku).
Matice sestavená z daných tř́ı vektor̊u je tedy singulárńı, neexistuje k ńı matice inverzńı.

Př. 5. Určete hodnoty parametru p tak, aby skupina vektor̊u u = (3, 5, p), v = (1, 2, 0), w = (1, 3, p+2)
byla lineárně nezávislá.

Řešeńı: Z daných vektor̊u sestav́ıme matici, např. po řádćıch. Vhodnou úpravou v tomto př́ıpadě je
zaměnit pořad́ı řádk̊u zařazeńım vektoru v do prvńıho řádku. T́ım źıskáme výhodný prvek a11 = 1. Dále
postupujeme jako v Př́ıkladu 2, tj. takto sestavenou matici převád́ıme na horńı trojúhelńıkovou matici
pomoćı elementárńıch úprav:

A =

1, 2, 0
3, 5, p
1, 3, p+ 2

 ∼ 1)

1, 2, 0
0, −1, p
0, 1, p+ 2

 ∼ 2)

1, 2, 0
0, −1, p
0, 0, 2p+ 2


Popis jednotlivých krok̊u:
1) Prvńı řádek oṕı̌seme. Ke 2. řádku přičteme 1. řádek vynásobený č́ıslem (−3) a ke 3. řádku přičteme

1. řádek vynásobený č́ıslem (−1). T́ım źıskáme nulové prvky v prvńım sloupci pod hlavńı diagonálou.
2) Druhý řádek oṕı̌seme. Ke 3. řádku přičteme 2. řádek. T́ım vytvoř́ıme nulový prvek ve druhém

sloupci pod hlavńı diagonálou.
Źıskali jsme horńı trojúhelńıkovou matici. Je-li 2p + 2 ̸= 0, tj. p ̸= −1, pak má tato trojúhelńıková

matice všechny prvky na hlavńı diagonále nenulové a má tři nenulové řádky. Podle Věty I.2.17 má tedy
pro p ̸= −1 tato matice (a tedy i matice p̊uvodńı) hodnost 3 a daná skupina vektor̊u je lineárně nezávislá.

Poznámka: Je-li p ̸= −1, pak matice sestavená z daných vektor̊u je regulárńı. Je-li p = −1, pak tato
matice je singulárńın a daná skupina vektor̊u je lin. závislá.

Poznámka: K řešeńı zadané úlohy lze v tomto př́ıpadě (čtvercová matice) použ́ıt i determinantu
matice A. Výpočtem ověřte, že detA = −2p − 2. Podle Věty I.2.31 ze skipta [1] je matice A regulárńı a
tedy daná skupina vektor̊u je lin. nezávislá právě tehdy, když detA ̸= 0, tj. právě tehdy, když p ̸= −1.

Daľśı úlohy k samostatnému poč́ıtáńı najdete v ńıže uvedených skriptech, včetně kapitoly Úlohy ze
zkoušek v uvedené Sb́ırce...V této sb́ırce najdete i úlohy řešené.
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