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Integrace racionalni funkce ( pracovni text)

Piipadné naméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrézovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )
) : ) P(z) . ) § §
Jednd se o integraly m dz, kde P, @ jsou dané polynomy, stupen (P) < stupen (Q).
T

Struény ptrehled moznych situaci je popsan v textu [3] na webové strance Kombinované studium
takto:
1. Specialni ptipady, které fesime vhodnou substituci,
IL. st (@) = 2, tj. kvadraticky polynom ve jmenovateli,
IIL. st (Q) = 3, tj. kubicky polynom ve jmenovateli (ve zkousce Alfa).

Q'(x)
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Ia. Specidlni pfipad: Integral ma tvar /

Pouzijeme substituci Q(z) =t, Q'(x) dx = dt.

L sde= 1 ket 16+
Pl [ ——dz=- - .
A6 T
Plati pro = # £2, tj. na intervalech I} = (—o0, —2), Is = (—2,2), I3 = (2, 00).

konst
Ib. Specidlni pripad: Integral ma tvar / _monst dz.
(azx + b)"

Pouzijeme substituci ax + b =t, adx = dt.

5 ) 1
Pr. 2. ——dr=—-——=+C.
/(x+5)4 v 3 (x+5)3+
Plati pro  # —5, tj. na intervalech I} = (—o0, —5), Is = (=5, 00).

II. Stupen polynomu @ je dva, tj. kvadraticky polynom ve jmenovateli. Pfedpokladejme, ze koe-
ficient u nejvyssi mocniny je roven 1. V zdvislosti na diskriminantu D kvadratické rovnice Q(x) = 0
nastane pravé jeden ze tii piipadu:

IT.a. D > 0, tj. rovnice Q(x) = 0 ma dva ruzné reilné kofeny «, 3.

Lze tedy rozlozit polynom @Q(x) na kofenové ¢initele: Q(z) = (z — a)(x — ). Tim je pak umoznén
rozklad integrované funkce na soucet tzv. parcidlnich zlomku ve tvaru
P(x) A B

Q(x) _x—a+x—ﬁ

Urcéime konstanty A, B a parcidlni zlomky integrujeme:

P
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Cely postup jesté ukdzeme na piikladu.
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2?2+
Reseni: Rovnice Q(z) = 22+ = 2(x+1) = 0 m4 dva riizné redlné koteny a = 0, 3 = —1. Defini¢n{
obor D(f) = (—o0,—1) U (—1,0) U (0,400). V kazdém z téchto intervalu je tedy integrovand funkce
spojitd, takze k ni existuje funkce primitivni a neurcity integral. Primitivni funkci uréime pomoci
rozkladu na soucet parcidlnich zlomkd. Ten méa tvar se dvéma nezndmymi A, B:

1 A B

2+r oz t I +1°
Po vyndsobeni spoletnym jmenovatelem x(z + 1) ziskdme rovnici, kterd vyjadiuje rovnost dvou poly-
nomu: 1=A(x+ 1)+ Bux.




Porovnanim koeficientt u stejnych mocnin nebo dosazenim vhodnych hodnot, napt. x := —1, resp.
x:=0 uréime, ze A=1,B = —1.

1 1 1
Je tedy dz = - — de =In|z|—Injz + 1|+ C.
2?4 r x+1

Po tpravé vyrazu s logaritmy lze vypocitanou primitivni funkci napsat ve tvaru F'(z) = In

41|

e

II.b. D =0, tj. rovnice Q(x) = 0 m4 jeden (dvojndsobny) reilny kofen a.

Lze tedy rozlozit polynom Q(z) takto: Q(x) = (r — «)?. Tim je pak umoznén rozklad integrované
funkce na soucet parcidlnich zlomku ve tvaru, v némz druhy zlomek ma ve jmenovateli druhou

mocninu:
Px) A B

Q) r—a (@-a)?

Uréime konstanty A, B a parcidlni zlomky integrujeme:

pr. 4 [ -3 4

22 4+ 1
Reseni: Rovnice Q(r) = 22 — 22 + 1 = 0 mé dvojndsobny realny kofen o = 1: Q(x) = (x — 1)%.
Defini¢ni obor D(f) = (—o0,1) U (1,+00). Primitivni funkce a neurcity integrél tedy existuji na
intervalech I = (—o0, 1), Iy = (1,+00), nebot v nich je integrovana funkce spojité. Primitivni funkci
uréime pomoci rozkladu na soucet parcidlnich zlomkl se dvéma neznamymi A, B. Pozor na druhou

mocninu ve jmenovateli druhého zlomku !
T+ 3 A B

r2—-2z+1 -1 + (x —1)2°
Po vynésobeni spoleénym jmenovatelem (z — 1)? ziskdme rovnici, ktera vyjadiuje rovnost dvou poly-
nomu: r+3=A(x—1)+ B.

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin nebo dosazenim vhodnych hodnot, napf. x := 1, resp.
z := 0 uréime, ze A = 1, B = 4. Pak integrujeme parcialni zlomky. Druhy z nich je specidlni pfipad
Ib, ktery vypocitame po substituci z — 1 = ¢, dx = dt:

T+ 3 1 4 4
- dx = =1 - — .
Jetedy/x2_2x+1dx /<x—1+(x—1)2) dz =1In|z + 1| x—1+C

Il.c. D < 0, tj. rovnice @Q(x) = 0 mé dva komplexné sdruzené koteny a =+ bi.

Polynom Q(x) je v tomto piipadé nerozlozitelny v mnoziné redlnych ¢isel a integrovanou funkci nelze
vyjadiit jako soucet parcidlnich zlomka.

P(x konst
Ma34-li integrovand funkce tvar (2) = , pak po vhodné upravé a nasledné substituci
Q(z) ax?+br+c

dt = arctgt + C.

ziskame tabulkovy integral / o

dx V8 1
P = _— = .. = = = — _— =
[PE. 5.] /x2+8 /8($2/8+1) {subst z/V8=t, dzx \/§dt} g /t2+1 dt

2 2
\4[ arctgt = [arctgjg +C, zeR.

dx 1 1 1
Pri. 6 ———— ={subst. : 3z =¢, 3der =dt} = - | 5—— dt = - arctgt =
_/9:1:2+1 /(3:1:)2+1 {subst.:32 =1, 3dz = dt} 3/t2+1 g 18
1
garctg3x +C, zeR.
M/ dx—/5d:r—{subst.::c—2—t de =dt} =
4 +5 (x—2)2+1 ’

)
/t2+1dt5arctgt—5arctg(a:—2)+C reR



Je-li polynom P(x) v citateli linedrni, pak ho nejprve upravime, aby se rovnal derivaci polynomu
Q(x). Vyraz v ¢itateli pak doplnime, aby ztustala zachovana rovnost. Takto upravenou raciondlni funkei
napiSeme ve tvaru souctu dvou raciondalnich funkci a pak integrujeme.

— 4 — 3
/ 2164130
Reseni: Rovnice Q(z) = 22 + 62 + 13 = 0 m4 diskriminant D = —16 < 0, nem4 tedy redlné kofeny.
Dand raciondlni funkce mé tedy primitivni funkci (a neurcity integral) v (—oo, +00), nelze ji vsak
rozlozit na soucet jednoduchych parcialnich zlomku. Postupujeme podle vyse uvedeného navodu.

/ fw-3 /4x+12—15d / 222+6) +/ 15
_ - drx= | ——_dx — dx
x2 4+ 62+ 13 2+ 6x+13 2+ 62+ 13 2+ 62+ 13

_ (22 4 6) B o, B SR
I1—/x2+6$+13dx—{subst..x +6x4+13=t, (2z+6)de =dt} = tdt_

=2 In ‘:L’Q + 6z + 13‘ + C. Protoze 22 + 6z + 13 > 0 v R, muzeme psat bez absolutni hodnoty.
15 15 15 1
2 /a:2+6x—|—13 v /(w+3)2+4 T /(9042ri’>)2+1 r

3 15 1 15 3
{subst.:x;—t dx—2dt} 5 /t2+1dt ?arctgith’

4z -3 , 15 z+3

Vysledek: / +C, z €R.

Upozornéni: Nasledujici tlohy predpokladaji znalost integrace racinalni funkce s polynomem
stupné 3 ve jmenovateli, kterd je v pozadavcich ke zkousce Alfa. Struény piehled je v textu [3].
V nize uvedené Shirce [2] jsou v odstavci I11.4 fesené piiklady pro vSechny moznosti této typové ilohy
integrace.

1 2
Pr. 9Alfa/ b + 20 de =4lnjz — 4| —In|lz+ 3| -3ln|z - 1|+ C.
4)(z+3)(x—1)

V tomto ptikladu se jedna o tii redlné ruzné koreny a tedy nasledujici rozklad na soucet parcidlnich

zlomku.
162 + 20 A B N C 4 -1 -3

(x—4)($+3)(x—1)::c—4+33—|—3 r—1 1:—4+x—|—3+33—1'

3
Pi. 10.Alf =21 —2|-21 — .
r. 10. a/ 4x2—|—4 dzx nlr—2| n]m|+x_2+0

V tomto pitkladu mé rovnice Q(z) = 2% — 422 + 42 = 0 dva reélné koteny, z nichz jeden je nula a
druhy je dvojnasobny: Q(z) = = (2% — 4z + 4) = z (z — 2)%.
Rozklad na soucet parcidlnich zlomku vede k nésledujicimu vyjddieni dané funkce (ve jmenovateli

tfetiho zlomku je druhi mocnina):
_=-8 _4A B ¢ _-—2 2 -3
w3 —da2+dr oz -2 (x-22 z -2 (x-2)%

Dalsi priklady, fesené i nefesené, jsou ve Sbirce [2].
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