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Integrace racionálńı funkce ( pracovńı text)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Jedná se o integrály

ˆ
P (x)

Q(x)
dx, kde P,Q jsou dané polynomy, stupeň (P ) < stupeň (Q).

Stručný přehled možných situaćı je popsán v textu [3] na webové stránce Kombinované studium
takto:
I. Speciálńı př́ıpady, které řeš́ıme vhodnou substitućı,
II. st (Q) = 2, tj. kvadratický polynom ve jmenovateli,
III. st (Q) = 3, tj. kubický polynom ve jmenovateli (ve zkoušce Alfa).

Ia. Speciálńı př́ıpad: Integrál má tvar

ˆ
Q′(x)

Q(x)
dx.

Použijeme substituci Q(x) = t, Q′(x) dx = dt.

Př. 1.

ˆ
x3

x4 − 16
dx =

1

4
ln |x4 − 16|+ C.

Plat́ı pro x 6= ±2, tj. na intervalech I1 = (−∞,−2), I2 = (−2, 2), I3 = (2,∞).

Ib. Speciálńı př́ıpad: Integrál má tvar

ˆ
konst

(ax+ b)n
dx.

Použijeme substituci ax+ b = t, a dx = dt.

Př. 2.

ˆ
5

(x+ 5)4
dx = −5

3
· 1

(x+ 5)3
+ C.

Plat́ı pro x 6= −5, tj. na intervalech I1 = (−∞,−5), I2 = (−5,∞).

II. Stupeň polynomu Q je dva, tj. kvadratický polynom ve jmenovateli. Předpokládejme, že koe-
ficient u nejvyšš́ı mocniny je roven 1. V závislosti na diskriminantu D kvadratické rovnice Q(x) = 0
nastane právě jeden ze tř́ı př́ıpad̊u:

II.a. D > 0, tj. rovnice Q(x) = 0 má dva r̊uzné reálné kořeny α, β.

Lze tedy rozložit polynom Q(x) na kořenové činitele: Q(x) = (x − α)(x − β). T́ım je pak umožněn
rozklad integrované funkce na součet tzv. parciálńıch zlomk̊u ve tvaru

P (x)

Q(x)
=

A

x− α
+

B

x− β
Urč́ıme konstanty A, B a parciálńı zlomky integrujeme:ˆ
P (x)

Q(x)
dx = A ln |x− α|+B ln |x− β|+ C, x 6= α, x 6= β.

Celý postup ještě ukážeme na př́ıkladu.

Př. 3.

ˆ
1

x2 + x
dx

Řešeńı: Rovnice Q(x) = x2+x = x(x+1) = 0 má dva r̊uzné reálné kořeny α = 0, β = −1. Definičńı
obor D(f) = (−∞,−1) ∪ (−1, 0) ∪ (0,+∞). V každém z těchto interval̊u je tedy integrovaná funkce
spojitá, takže k ńı existuje funkce primitivńı a neurčitý integrál. Primitivńı funkci urč́ıme pomoćı
rozkladu na součet parciálńıch zlomk̊u. Ten má tvar se dvěma neznámými A, B:

1

x2 + x
=
A

x
+

B

x+ 1
.

Po vynásobeńı společným jmenovatelem x(x+ 1) źıskáme rovnici, která vyjadřuje rovnost dvou poly-
nomů: 1 = A(x+ 1) +Bx.
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Porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin nebo dosazeńım vhodných hodnot, např. x := −1, resp.
x := 0 urč́ıme, že A = 1, B = −1.

Je tedy

ˆ
1

x2 + x
dx =

ˆ (
1

x
− 1

x+ 1

)
dx = ln |x| − ln |x+ 1|+ C.

Po úpravě výraz̊u s logaritmy lze vypoč́ıtanou primitivńı funkci napsat ve tvaru F (x) = ln

∣∣∣∣ x

x+ 1

∣∣∣∣.
II.b. D = 0, tj. rovnice Q(x) = 0 má jeden (dvojnásobný) reálný kořen α.

Lze tedy rozložit polynom Q(x) takto: Q(x) = (x − α)2. T́ım je pak umožněn rozklad integrované
funkce na součet parciálńıch zlomk̊u ve tvaru, v němž druhý zlomek má ve jmenovateli druhou
mocninu:

P (x)

Q(x)
=

A

x− α
+

B

(x− α)2
.

Urč́ıme konstanty A, B a parciálńı zlomky integrujeme:

Př. 4.

ˆ
x+ 3

x2 − 2x+ 1
dx

Řešeńı: Rovnice Q(x) = x2 − 2x + 1 = 0 má dvojnásobný reálný kořen α = 1 : Q(x) = (x − 1)2.
Definičńı obor D(f) = (−∞, 1) ∪ (1,+∞). Primitivńı funkce a neurčitý integrál tedy existuj́ı na
intervalech I1 = (−∞, 1), I2 = (1,+∞), nebot’ v nich je integrovaná funkce spojitá. Primitivńı funkci
urč́ıme pomoćı rozkladu na součet parciálńıch zlomk̊u se dvěma neznámými A, B. Pozor na druhou
mocninu ve jmenovateli druhého zlomku !

x+ 3

x2 − 2x+ 1
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
.

Po vynásobeńı společným jmenovatelem (x− 1)2 źıskáme rovnici, která vyjadřuje rovnost dvou poly-
nomů: x+ 3 = A(x− 1) +B.

Porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin nebo dosazeńım vhodných hodnot, např. x := 1, resp.
x := 0 urč́ıme, že A = 1, B = 4. Pak integrujeme parciálńı zlomky. Druhý z nich je speciálńı př́ıpad
Ib, který vypoč́ıtáme po substituci x− 1 = t, dx = dt:

Je tedy

ˆ
x+ 3

x2 − 2x+ 1
dx =

ˆ (
1

x− 1
+

4

(x− 1)2

)
dx = ln |x+ 1| − 4

x− 1
+ C.

II.c. D < 0, tj. rovnice Q(x) = 0 má dva komplexně sdružené kořeny a± bi.

Polynom Q(x) je v tomto př́ıpadě nerozložitelný v množině reálných č́ısel a integrovanou funkci nelze
vyjádřit jako součet parciálńıch zlomk̊u.

Má-li integrovaná funkce tvar
P (x)

Q(x)
=

konst

ax2 + bx+ c
, pak po vhodné úpravě a následné substituci

źıskáme tabulkový integrál

ˆ
1

t2 + 1
dt = arctg t + C.

Př. 5.

ˆ
dx

x2 + 8
=

ˆ
dx

8(x2/8 + 1)
=
{

subst. :x/
√

8 = t, dx =
√

8 dt
}

=

√
8

8

ˆ
1

t2 + 1
dt =

√
2

4
arctg t =

√
2

4
arctg

x√
8

+ C, x ∈ R.

Př. 6.

ˆ
dx

9x2 + 1
=

ˆ
dx

(3x)2 + 1
= {subst. : 3x = t, 3 dx = dt} =

1

3

ˆ
1

t2 + 1
dt =

1

3
arctg t =

1

3
arctg 3x+ C, x ∈ R.

Př. 7.

ˆ
5

x2 − 4x+ 5
dx =

ˆ
5

(x− 2)2 + 1
dx = {subst. :x− 2 = t, dx = dt} =

ˆ
5

t2 + 1
dt = 5 arctg t = 5 arctg (x− 2) + C, x ∈ R
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Je-li polynom P (x) v čitateli lineárńı, pak ho nejprve uprav́ıme, aby se rovnal derivaci polynomu
Q(x). Výraz v čitateli pak doplńıme, aby z̊ustala zachována rovnost. Takto upravenou racionálńı funkci
naṕı̌seme ve tvaru součtu dvou racionálńıch funkćı a pak integrujeme.

Př. 8.

ˆ
4x− 3

x2 + 6x+ 13
dx

Řešeńı: Rovnice Q(x) = x2 + 6x+ 13 = 0 má diskriminant D = −16 < 0, nemá tedy reálné kořeny.
Daná racionálńı funkce má tedy primitivńı funkci (a neurčitý integrál) v (−∞, +∞), nelze ji však
rozložit na součet jednoduchých parciálńıch zlomk̊u. Postupujeme podle výše uvedeného návodu.ˆ

4x− 3

x2 + 6x+ 13
dx =

ˆ
4x+ 12− 15

x2 + 6x+ 13
dx =

ˆ
2(2x+ 6)

x2 + 6x+ 13
dx+

ˆ
−15

x2 + 6x+ 13
dx

I1 =

ˆ
2(2x+ 6)

x2 + 6x+ 13
dx =

{
subst. :x2 + 6x+ 13 = t, (2x+ 6) dx = dt

}
=

ˆ
2

t
dt =

=2 ln
∣∣x2 + 6x+ 13

∣∣+ C. Protože x2 + 6x+ 13 > 0 v R, můžeme psát bez absolutńı hodnoty.

I2 =

ˆ
15

x2 + 6x+ 13
dx =

ˆ
15

(x+ 3)2 + 4
dx =

15

4

ˆ
1

(x+3
2 )2 + 1

dx =

{
subst. :

x+ 3

2
= t, dx = 2 dt

}
=

15

2

ˆ
1

t2 + 1
dt =

15

2
arctg

x+ 3

2
+ C.

Výsledek:

ˆ
4x− 3

x2 + 6x+ 13
dx = 2 ln(x2 + 6x+ 13)− 15

2
arctg

x+ 3

2
+ C, x ∈ R.

Upozorněńı: Následuj́ıćı úlohy předpokládaj́ı znalost integrace racinálńı funkce s polynomem
stupně 3 ve jmenovateli, která je v požadavćıch ke zkoušce Alfa. Stručný přehled je v textu [3].
V ńıže uvedené Sb́ırce [2] jsou v odstavci III.4 řešené př́ıklady pro všechny možnosti této typové úlohy
integrace.

Př. 9.Alfa

ˆ
16x+ 20

(x− 4)(x+ 3)(x− 1)
dx = 4 ln |x− 4| − ln |x+ 3| − 3 ln |x− 1|+ C.

V tomto př́ıkladu se jedná o tři reálné r̊uzné kořeny a tedy následuj́ıćı rozklad na součet parciálńıch
zlomk̊u.

16x+ 20

(x− 4)(x+ 3)(x− 1)
=

A

x− 4
+

B

x+ 3
+

C

x− 1
=

4

x− 4
+
−1

x+ 3
+
−3

x− 1
.

Př. 10.Alfa

ˆ
x− 8

x3 − 4x2 + 4x
dx = 2 ln |x− 2| − 2 ln |x|+ 3

x− 2
+ C.

V tomto př́ıkladu má rovnice Q(x) = x3 − 4x2 + 4x = 0 dva reálné kořeny, z nichž jeden je nula a
druhý je dvojnásobný: Q(x) = x (x2 − 4x+ 4) = x (x− 2)2.
Rozklad na součet parciálńıch zlomk̊u vede k následuj́ıćımu vyjádřeńı dané funkce (ve jmenovateli
třet́ıho zlomku je druhá mocnina):

x− 8

x3 − 4x2 + 4x
=
A

x
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
=
−2

x
+

2

x− 2
+

−3

(x− 2)2
.

Daľśı př́ıklady, řešené i neřešené, jsou ve Sb́ırce [2].
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