III. Krivkové integraly
1. Jednoducha kfivka v Es, v [E3

Parametrizace, orientace

2. Krivkovy integral skalarni funkce f cfds

VWV e\

3. Kiivkovy integral vektorové funkce
Jo ? - A (préce vykonand silou ? po kiivce ()

4. Greenova véta
vypocet cirkulace §,, f - A8 pomoci dvojného integrdlu [ [, .

5. Potencidlni vektorové pole
(nevitivé, konzervativni)



II1.1 Jednoduché krivky

Definice. Jednoducha hladka kiivka v [Es, resp. v Eo je mnoZina
bodi X = P(t), kde P je zobrazeni intervalu {(a, b) do E3, resp. do
€5 popsané vztahy

r=x(t), y=yi), =z==z(),tEe (a,b), pficemz plati
1. Zobrazeni P je spojité a prosté v {(a,b) s moznosti P(a) = P(b)
(tzv. uzaviena krivka).
2. Derivace P(t) = (&(t), ¥(t), 2(t)) je spojitd, omezend a nenu-
lova v (a, b).
Zobrazeni P se nazyva parametrizace kiivky.

Kiivky zna¢ime napt. C, C1, ¢, k, K, ...

Jednoducha po Castech hladka kiivka
Pf. 1 Kfivka C' : x = 2 y* + 1 mezi body A = [?,1], B = [?,2].



II1.2 Krivkovy integral skalarni funkce

fC f(ma y) ds, Iesp. fc f(wa Y, Z) ds, strucné fC' f ds

Fyzikalni aplikace: hmotnost nehomogenni struny (dratu) tvaru JHK

Definice.

Nechf C je JHK v Eo, resp. v E3 s parametrizaci P v {a, b) .
Funkce f se nazyvé integrovatelna na kiivce C, jestliZe existuje
Riemanniv integral

I r(P@) | P()] dt.

Znatime | o | ds anazgvame kiivkovym integralem skalarni funkce f
na ktivce C' (téZ kiivkovy integrél 1. druhu)

Poznamka: Existence a hodnota nezavisi na volbé parametrizace P.



Nutnd podm. pro existenci:
Fce f je omezena na ktivce C

Postacujici podm. pro existenci:
Fce f je spojita na kiivce C

Slabsi pozadavek:
Fce f je spojitd a omezend na (C' — M), kde M je konecnd mn.

Poznamka. C' = UC]; je jedn. po ¢astech hladka kiivka



Pt. 2. Kftivka C je useCka AB, kde A = [1,1], B = [2, 3]. Navrhnéte para-
metrizaci kfivky C' a vypocitejte jeji hmotnost, je-li délkova hustota
oz, y) =z +y.

Pt. 3. Nadrtnéte kiivku C' : y = vV o®> mezi body A = [0,7], B = [2,7].
Navrhnéte parametrizaci. Vypocitejte hmotnost struny tvaru této kiivky,
je-li délkova hustota o(z,y) = z°. [8(514/51 — 1)/215]

Co jiného by mohl vysledek jesté vyjadrovat ?



I11.3 Krivkovy integral vektorové funkce (integral 2. druhu)
znatime [, ?(X) .dF, struéng [, ? .d¥
Orientovana JHK. Te¢ny vektor

Vektorova funkce (vektorové pole) ? v E,

je funkce dvou proménnych x, y se souradnicovymi funkcemi U, V:

Ty = Uy, Vie,y)
stru¢ny zapis: ? = (U, V)

Vektorova funkce ? v [E3 je funkce tfi proménnych x, y

— — —
strutny zépis: f = (U, VW)nebo f =U & +V § + W &



Definice.

Kiivkovy integral vekt. funkce je definovan hodnotou kfivk. integralu
skalarni funkce:

[oF -d%=[,(F -7)ds,

podrobnéji

Jo T (X)-a¥= [ F(X)- 7 (X)ds.
kde 7 (X) je te¢ny vektor ke kiivce C' v bodé X = [z, y, 2]
resp. X = |z, y].

Aplikace: prace vykonana (spotiebovand) silou 7 pfi pohybu po kiivce C
ve sméru zadané orientace.



b 3
Vypodet: / F(X).dF =+ / F(Pb)- P@t)dt,
C a
kde X = P(t), t € {a,b) je parametrické vyjadieni kiivky C'.

Znaménko minus napravo plati, je-li kiivka C' orientovana nesouhlasné
s parametrizaci P.

Kiivkovy integrdl vektorové funkce po uzaviené kiivce C' nazyvame cir-
kulaci vektorového pole f po kfivce C' a zapisujeme fc 7 A7



DalSi moznosti vypoctu
2. Vyuziti jiného zdpisu integralu (tvar v diferencialech)

/ ?(X)-d?:/ Ude+ Vdy+ Wdz
C C

3. Pomoci Greenovy véty:
kiivkovy integrdl ¢ . pfevedeme na dvojny integral [ [, .

to vSak 1ze pouze pro uzavienou kiivku v [£-

4. Pomoci potencidlu v Eo, v [E5

to viak pouze pro POTENCIALNI vektorové pole



Priklady Urcete praci, kterou vykona sila ? = (U, V') po orientované
kiivee C'
1. ? = (1,2y), kiivka C je Cast grafu x = y? s pocat. bodem
L = [4,2] akoncovym bodem M = [1,1]. [Vysl. A = —6]

2. F = (a2, y?), kiivka C je dsecka AB, od A = [0,1] do B = [=2,7].
[Vysl. A = —1/3]

3. ? = (a?,x%y), kiivka C je ¢ast grafu y = 1/z od bodu [1,7] do
bodu M = [2,7]. [V§sl. A = 7/3 — In 2]

4. F = (% —ay).
a) C: 22 + 9> =9, y > 0 s pocat. bodem [—3, 0].
b) C je zdporné orientovana kruZnice: x> + y? = 9.

¢) C je kladné orientovan4 kruznice: 2 + (y — 1)? = 1.



Veéta Greenova.

Necht 1. Soufadnicové funkce U, V' vektorového pole ? maji spojité
parc. derivace v oblasti O C [E,.

2. C je kladné orientovana uzaviend kfivka, ktera lezi i se svym
vnitikem Int C' v oblasti O.

Pak plati
ov  oU
f ?d?:// ( — )dwdy
C mic \ Oz Oy

!!! Poznamka: Je-li kiivka orientovdna zaporn€ , pak napravo pridame
znaménko minus.

Poznamka. "Kfivka”’zde znamena: Jednoducha po castech hladka



Predpoklady stru¢né:

Kladné (zdporné) orientovana uzaviend kiivka C' lezi se svym vnittkem

Int C' v oblasti O C [E,, ve které jsou spojité PD vektorového pole ? =
(U, V).

Poznamka: Predpoklady vyzaduji, aby se vSe “odehrdvalo”v oblasti, v niz
ma dané vekt. pole spojité PD.

Otazka: Kdy nelze Greenovu vétu pouZit ?



