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IV. Krivkovy integral

IV.1. Parametrizace krivek

Necht P(t) = [x(t), y(t), z(t)] je zobrazeni intervalu (a,b) do Es. Plati-li :

1) P(t) je spojité a je prosté na {(a,b)
(k prostosti staci, aby aspor jedna ze slozek x(t), y(t), z(t) byla ryze monoténni

a {a,b)),

2) derivace P (t) = <.’E (1), (t),2 (t)) je omezené a spojité zobrazeni na (a,b),

3) P (t) # 0 pro vsechnat € (a,b),
potom mnozinu ¢ = {X € E3; X = P(t), t € {(a,b)} nazveme jednoduchou hladkou
krivkou v E3 a zobrazeni P jeji parametrizact.
Analogicky definujeme 1 parametrizaci krivky v Eo.
Rekneme, Ze kiivka ¢ je orientovdna souhlasné s parametrizaci, resp. nesouhlasné
s parametrizaci P, jestlize pocdatecni bod této krivky je P(a), resp. P(b).
Krivku ¢ v B3 (tézZ v By ) lze orientovat pomoci jednotkového tecného vektoru 7
P(t)
1P(1)]
P(t)
1P

vbodé P(t). Je-li T = pak rikdame, Ze krivka c je souhlasné orientovana s parame-

pak Tikame, Ze krivka ¢ je nesouhlasné orientovdna s para-

trizaci P. Je-li T =
metrizaci P.
P0OzZNAMKA : Jednoduchd uzaviend po ¢dstech hladkd kiivka ¢ se nazyva kladné, resp.

zaporné, orientovana, jestlize pohyb v predepsaném sméru je ”proti sméru pohybu hodi-
novych rucicek”, resp. ”ve sméru pohybu hodinovych rucicek.”

Priklad 424. Je déna kiivka ¢ = {[z,y] € Eo;y = 2%,z € (—4,4)} s pocatecnim bodem
A = [—4,16]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) = [x(t), y(t)} je parametrizaci
jednoduché a hladké kiivky c, jestlize
a) P(t) = [t,t?], te (—4,4), b)P@)=[t}tY], te(-2,2),

c) P(t) = [Vt,t], te0,16).

a) P(t) = [t,t?],t € (—4,4) spliiuje viechny pozadované podminky definice,
a proto P(t) je parametrizaci kiivky c. Orientace kiivky je souhlasnd
s parametrizaci, jelikoz P(—4) =[—4,16] = A .

b) P(t) = [t?,t!],t € (—2,2) nen{ prosté zobrazeni. Napi. P(—1) = P(1) = [1,1],
takze P(t ) nen{ parametrizaci kiivky c¢. Kromé toho x = % > 0, kdezto
bod A ma z-ovou soufadnici —4 < 0.

c) P(t) = [Vt,1],t € (0,16) neni parametrizaci dané kiivky, protoze opét

. 1
x =/t > 0. Kromé toho P(t) = <2_\/Z’ 1> neni omezena na (0, 16).
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Priklad 425. Je ddna pulkruznice ¢ = {[z,y] € Ey; 2% + y* = a* y > 0} s pocdtecnim
bodem A = [—a,0]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) je jej

parametrizaci, jestlize a) P(t) = [acost,asint], t € (0, ),
at

b) P(t) = [t,Va® — 2],t € (—a,a), ¢) P(t) = [¢1+t2’¢1it2 teR.

Reseni:
a) Ano, P(t) je parametrizaci , protoze P(t) vyhovuje podminkdm definice. Orientace
kiivky je nesouhlasnd s parametrizaci, protoze A = P(m) = [—a, 0.

b) Nenf parametrizaci, protoze P (t) = <1, neni omezend na (—a, a).

"
)

c) Ano, je parametrizaci. Ovéfime, 7e plati 22 + y? = a? :

at 1\’ a a2 +1)
- + e S/ a2
V1+ 2 V1+ 2 1412 ’

) ) at ) ) a )
tginooa:(t) N tlgl:noo Vite o +a, tlgl:nooy(t) N tlg:noo 14162 0 = orientace

kiivky je souhlasnd s parametrizaci. Zde se snadno ovéif spojitost pro P(t) a P (t).

: a
Protoze je = (t) = > (0 pro v8echna t, je funkce x(t) monoténni

(1421 + 2
a zobrazeni P(t) je prosté. P (t) = (m (t),y(t>) £(0,0) & P+PE£0 =

a? a’t? a?

Aep  (xep  +ep’” " .

e Najdéte parametrizaci krivky ¢ s pocatecnim bodem A a rozhodnéte o jeji orientaci
vzhledem k parametrizaci :

Priklad 426. Kiivka c je tusecka s poc¢atecnim bodem A = [4, —1,3] a koncovym
B =13,1,5].
Reseni: Napiseme rovnice pifmky AB tak, ze pouzijeme bod A a smérovy vektor
r=4-—1 )
§= zﬁ =(-1,2,2), c¢:{ y=—1+2t .Usecku AB obdrzime pro t € (0, 1),
z2=34+2t

bod A odpovida parametru t = 0, takze orientace kiivky je souhlasna s parametrizaci.
|

Priklad 427. ¢ = {[z,y] € Ey; (x+3)*+ (y—2)* =9, 2 <=3}, A=[-3,-1]
Resent: Yy
_ x = —3+ 3cost T 3T
P(t) : { y =2+ 3sint ’ t€<§’7>’
orientace krivky je nesouhlasna s parametrizaci, [=3,2]

protoze P(3m/2) = A

e}
\@ - / |
e T
A
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(z —1)%

Priklad 428. ¢ — {[x, yl € By

y?
—i——:l,yZO}, A=1[3,0]
) y
Reseni:
_ x =1+ 2cost
P(t) : {y:SSint , te(0,m),

orientace krivky je souhlasna s parametrizaci, [1,0] A
protoze P(0) = A. ! / x

Priklad 429. ¢ = {[z,y,2] € E3; 2 +y?> =4z, y+2=0, 2> 0}, A=[0,0,0]
Resent: Kiivka ¢ je fezem vélcové plochy 22 + y? = 4z rovinou y + z = 0.
P —dr+yP=0= (z -2+ =4,2=—-y,2>0 =

x =2+ 2cost
P(t) : y =2sint
z=—2sint = —2sint >0=sint < 0=t € (m,2m)

A=10,0,00) = 2+2cost=0 = cost=—1

sint=0 = sint=0 — =

P(r)=A = orientace kfivky je souhlasna s parametrizaci. ]

Priklad 430. c = {[r,y,2] € E3; 22 +¢y* + 22 =da® x =y, x>0}, A=[0,0,—q]

Resent: Jde o fez kulové plochy rovinou prochézejici stfedem kulové plochy . Pouzijeme
7

sférické souradnice , v nichz  r=a,p = Z; ¥ oznacime jako parametr t .
7 V2 T o
x:acoszcost:aTCost — 1 >0=— cost >0 = t€<—§,§>
s

y = 2sin%cost _ aTQ cost t= —5 ¢ A =10,0,—a] = orientace kiivky je

) souhlasna s parametrizaci.
z=asint
]

e Rovinna kfivka c je ddna v parametrickém tvaru. Najdéte jeji implicitni rovnici a kiivku
pojmenujte:

Priklad431.c = {[x,y] € Eo; . =2t + 1, y=3—1t, te€ (1,4)}, orientace je souhlasna
s parametrizaci.

Resend: Jde o tisecku s pocatecnim bodem A = P(1) = [3,2] a koncovym bodem
B = P(4) = [9,—1]. Vylou¢enim parametru ¢ obdrzime :
t=3—y = o=28-y)+1l = z+4+2y=7 n
Priklad432.c = {[z,y] € Ey; x = * —2t+3, y =t —2t+1, t € (0,3)}, orientace
kiivky je nesouhlasna s parametrizaci.

Resent: Po odecteni dostdvame x —y = 2. Opét mame tsecku s pocatecnim bodem
A= P(3) =[6,4] a koncovym B = P(0) = [3,1]. [
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Priklad 433. c = {[x,y] € Ey; = 2sin’t, y = 4cos’t, te <0, g>},
orientace c je souhlasnd s parametrizaci.

< x
Reseni: Secteme 5 + Y _ gin? t+cos’t => 2z +y = 4 . Znovu mame tsecku s pocatecnim
T

bodem A = P(0) = [0,4] a koncovym B = P<2> = [2,0]. o

Priklad 434.* Kiivka ¢ je dand polarni rovnici r(¢) = 4singp, ¢ € <g, ™),

orientace krivky c je nesouhlasna s parametrizaci.

Reseni: y
Bl { T =1cosp = 4sinpcosy
N “Vy=rsing =4sin¢ ’
[0, 2] pocatecni bod A = [0,0], prop =7
koncovy bod B = [0, 4], proyp = /2
A x

22 + 9% = (4sinpcos p)? + (4sin® ¢)? = 16 sin” p(cos? p + sin® ) = 4 - 4sin® p = 4y,
?+yt =4y =2"+(y—2*=4 (kruznice)

Tutéz ¢ast kruznice jsme mohli parametrizovat i jinak :

3
P(t) =[2cost, 2+ 2sint], t € <g, §>, orientace je nesouhlasnd s parametrizaci.

e Ovérte, ze ¢ = ¢ U ¢y je jednoducha uzaviena po castech hladka kiivka. Najdétete
parametrizace kiivek cp,co, nakreslete je a rozhodnéte o jejich orientaci, jestlize A je
pocatecnim bodem c¢; a téz koncovym bodem c; :

Priklad 435. ¢, ¢; C By, A=1[0,0]; o1 ={[,y] € By; 2® +¢* = 4w, y > O
¢y ={[r,y] €By; y =0, x€(0,4)}
Resent:

= Y
Clz(:z;—2)2+y2:4:>pl:{l’ 2+ 2costy

y = 2sint; €2
t; € (0, ), orientace ¢ je nesouhlasna s parametrizaci,

{ T =ty ty € (0,4), orientace ¢ je
P2 . y , . ,
y =0 ’ nesouhlasnd s parametrizaci. <

Priklad 436. c1,c0 CEyy A=[1,8]; ¢ ={[x,y] € Eo; zy =8, xz € (1,4)};
¢ = {lw,y] € By y+ 20 = 10,w € (1, 4)}

Resent: A=11,8]
xr = tl . .
P g ty € (1,4), orientace c je
L y = . ’ souhlasna s parametrizaci,
1
{ T =ty ty € (1,4), orientace ¢ je
P2 . s ’ . /
y=10—2t, nesouhlasné s parametrizaci. [4,2]
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|
437. ¢1, ca CEy, A=[1,1); ¢ ={[z,y] € Eg; y = Va,z € (0,1)};
. — 2
62:{[x7y]€E2a y=x ,ZL’E<0,1>}
xr = tl . tl € <O7 1> xr = t2 . t2 € <0’1>
Py { — | orientace ¢ je nesou- | P { _ 2 | orientace c je sou-
Y=" " Hlasnd s parametrizaci Y="  hlasnas parametrizaci

438. ¢, ¢y CE3, A=1[3,0,2]; ¢; ={[v,y,2] €E3;22 +9y> =9, 2 — 2z =1,y > 0};
o ={[z,y,z] €EB3;2—2=1,y =0}
z = 3costy t1 € (0,7) T = to ty € (—3,3)
P { y = 3sinty |  orientace ¢ je sou- | P { y=0 |  orientace ¢ je sou-

z=3cost; —1 hlasnd s parametrizaci z =12 —1 hlasnd s parametrizaci
e Navrhnéte parametrizaci kiivky ¢ s pocatecnim bodem A :

439. c={[z,y] € Eo; 3z +y =1, x € (—1,2)}; A=[-1,4]
_ te(—1,2)
P(t) : { m B i 3 |  orientace ¢ je sou-
y=*- hlasna s parametrizaci

440. C:{[ZE,y,Z} €EE;; 2r —y=2, 0+2=3,y¢€ <072>7 A= [27271]

r=t1 te(l,2)
P(t) : { y =2t —2 | orientace ¢ je nesouhlasna
z=—t+3 s parametrizaci

441. c = {[w,y,2] €Eg; 4a? + 22 =4, y+2=0, y<0; A=[-1,0,0]

x = cost t e (0,m)
P(t) : { y = —2sint | orientace ¢ je nesouhlasna
z = 2sint s parametrizaci

I1V.2. Krivkovy integral skalarni funkce

e Vysettete existenci kiivkového integralu / f ds. Pokud existuje, tak jej vypocitejte :

C

ds, c je tusecka s krajnimi body A, B , kde
a)A:[L_Q]vB:[?)vO]a b)A:[l,—Z],B:[3,4]

Resent: Integrovana funkce je definovand a spojitd v Ey s vyjimkou pifmky x — 2y = 0.
V okoli této piimky neni funkce f omezena.

Priklad 442. /

el —4Y

a)

y o x—=2y=0

T — 2y

Integrél existuje, protoze funkce f(z,y) =

je na usecce AB spojita.

Pt): z=1+2t ds=|P@ldt= 1
<=2 te0.) AT ddt=2v3dt o 1+2t—2(-2+2t)
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-2 [ md’f [ 52 = ol 2] = V23 =

=v2-In2.
V2 n3

b)

Yy Integral neexistuje, protoze usecka AB protina

2w —0 piimku z — 2y = 0 v bodé [2,1] a funkce f neni

4= v okolf bodu [2, 1] omezen4.
Napi.: lim =+oojeproy =1,z — 2%,
r— 2y
x
u
/
2
Priklad 443. _rte a) ¢ = {[r,y] € Ey; 2 +9* = 4a},

\/:172+y
b) ¢ = {[z,y] € Ey; 2 +y* = 4}

Resend: Integrovana funkce je definovand a spojita v By \ {[0,0]}.

a)

y c
i x4+ 2
Bod [0,0] € ¢ a lim ——— = o0,
[z.9]=[0,0] /22 + y?
takze integral neexistuje;
0,0 !
b)
Dana funkce je spojita na c, takze integral existuje.
y r+2 2
c V NEEa +y?
| P(t) =[2cost,2sint], te(0,2m) .
T | ds=|P@)| dt = \/mdthdt -
x
2
2cost + 2 2w
—/ M-2dt:2[sint+t} = 4r.
0 2 0

Priklad 444. /332 ds, c={lx,y] € Ey; y=Inz, x € (1,3)}

C

Reseni: Je ziejmé, ze integral existuje :

Yy y=Inz P(t): z:ﬂt ds = | P(t)]| dt = /3% + 2 dt =
/[;/mS] ey | “(%)th: t2t+1dt
>

0.0 L0 .
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1/2
/:17 dS—/ 2. t dt /w/tQ +1- tdt_’;;l—u | u € (2,10) _

1 12u/2q10 ]
= == = ~(10v10 — :
5 [, Vadu 2[ ; ]2 S (10V10 - 2v2) s

2
Priklad 445. /I—ds, c={[z,y] €Bo; y> =2z, y € V2, 2)}
c Y

Resent: Integral existuje :

2
Yy y2:2x /-CE_dS:
C Cy
[2,2] PO v=1 POl = VE+1 =
= z=5 | ._m =
v Le (V3,2) ds = | P(t)]| dt = VT +2dt
[0,0] .
s mdt t2 m tdt — 1+t2—u|2tdt:2udu o
\[4 4 V32 T 1+ = uwe (V3,V5) | T
1, 1rd®  wPvs 1
=7 ~1)-u- d:—[———} = — (25v/5 — 6V3).
4/¢g(u Jrurudu=g | =g 5= 55 (235 -6V -

Priklad 446. /(x2 + 9%+ 2%)ds, ¢ je prvni zavit Sroubovice x = acost, y = asint,

c

z = bt.
Resend:
[,0, QbQ z Integral existuje :
/(1:2+y2+22)ds:
P(t) = [acost,asint, bt] t € (0,2m)
= | [|P@)] =+ (& 72 =Va2sin?t + a2cos?t + b2 | =
la,0,0] ds = || P(t )||dt—\/a2+b2dt

xz

27 27
= / (a®sin®t + a® cos* t + b*t?) - Va2 + b2 dt = v a? +b2/ (a® 4 b*t%) dt =
0

V@ T a4 )T - VTR (oma? 45 1), .

e Zduvodnéte, na které z kiivek c existuje integral fc f ds. Prislusny integral vypocitejte.

3_
447. /—y ds, a) cje kruznice 2% — 2z + y* = 0;
cY—x+2

[neexistuje7 dand funkce neni na kiivce C' omezenéu]
b) ¢ je usecka AB, kde A = [2,3], B =0, 1].
[existuje,dané funkce je na usecce AB spojitéd, \/§/3]
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1
448. /—ds, a) c={[r,y €Ey; x=t—-3,y=3—1t, te (1,4} [neexistuje]

ZUZ _|_y2
b) ¢ = {[z,y] € Es; 2® +y* = a®} [existuje, 27
1
449. /$2 — ds, a) c ={[z,y] € Eg; y =2z, x € (1,3)} [neexistuje]
b) c= {[x,y] €y y=92¢€ <0, 2)} [existuje, — hl%]
150, [ayds, co={lay] € By 2 442 =%, 2 <0, y20) 2]

451. /\/des, c=A{lx,y] € Ey; v = a(t —sint), y = a(l — cost), t € (0,2m)}

<oblouk cykloidy) [471‘(1\/5]
152, [Vids, e={le.y) € Baiy= Vi, 0 € (1,2) [ 25)
453. /(xy +2)ds, c¢={[zr,y] € Ey; & =cost, y=3sint, z =/8cost, t € (0,27}
‘ [127]
454. /zds, ¢ ={[z,y] € Ey; x =tcost, y=tsint, z=1, t € (0,7)}
(kuielové éroubovice) [% ((2 +7)V2 472 — 2\/5)]

455. /(a:+y)ds, c={[z,y] €EBy; * +9y*+ 2> =0a* y=12, >0, y>0,2>0}

(Pouiijte parametrizaci z piikladu 430.) [t € (0, g), a’ \/5]

2
456. /myz ds, c= {[x,ywz] ERy; 22 +yP + 22 =a? 2* +9° = az, v 1. oktantu}

]

32

(C lezi v roviné 2 = %37 pak T = %COSt, Yy = %Sint)

e Je dédna skalarni funkce f, kiivka ¢ je prunikem danych dvou ploch.
a) Navrhnéte parametrizaci této kiivky. _
b) Napiste vektor P(t) a vypocitejte jeho délku || P(%)]].
¢) Vypocitejte kiivkovy integral dané skaldrni funkce f.

457. f(x,y,z) = y* + 222, kiivka ¢ je prusecnici rovin x +y + 22 =5, 20 + 5y — 2z = 4
v prvnim oktantu.

b) P(t) = (—4,2,1), | P(t)[| = V21
) 111v/21/32

2 2

458. f(x,y,z) = 2%, kiivka c je fez valcové plochy 5 + 9 = 1 a rovinou 4z — 3z = 0.
|: a)napi.: x = 3cost,y = 5sint,z = 4cost,t € (0,2m) ]

|: a)napi.: ¢ =7 —4t,y =2t — 2,z =t,t € (1,7/4) ]

b) P(t) = (=3sint,5cost, —4sint), |P(t)] =5
c) 80m
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IV.3. Aplikace krivkového integralu skalarni funkce
e Vypocitejte délku ¢ kiivky ¢, jestlize :

Priklad 459. ¢ = {[:U,y] €Ey; y=2—1In(cosz), z¢€ <O, z>}

4
Resen:
. =1t .
e ;IQ—IH(COSt) P(t) = (1’_001st.(_smt))
g:/lds: te<()’ﬁ> ’ ‘ . o L —
‘ ! 1P = 1+(COSL‘) :‘cost
_ /W/4Ldt _ /“/4 cos;f d — /”/4 COS'JJ2 g — Si;i:ds B
0 cost 0 cos2 t 0 1 —sin?t costdt =ds
V2 s 1 (l4spvEz 1, 1422
= —:—[ln H :—<ln —ln1>:
0 1—52 2 1—sllo 2 1— \/75
1, (1+¥)?2 1

3

t
Priklad 460. ¢ = {[:L',y] ERy; z =t y=t— 3 t e <—\/§, \/§>

Resent: Jde o délku smycky, jelikoz x(—v/3) = 2(v/3) =3 a y(—v3) = y(v/3) = 0.

Vi ; 4
f:/ms:/ V@) + () dt =
c V3
V3
:/ V@ (-2 dt =
-3 3 T
V3 V3 V3
:/ \/4t2+1—2t2+t4dt:/ \/1+2t2+t4dt:/ (14 %) dt =
~V3 ~V3 ~V3
\/g t3 V3
:2-/ (1+t2)dt:2[t+§}o =2(V3+V3) =4V3. -
0

Priklad 461.*% ¢ = {[z,y] € Ey; x = acos’t, y = asin®t, ¢ € (0,2n)}

Resent: Jde o asteroidu, skladajici se ze ¢tyt stejné dlouhych obloukt. Proto

e:/Cms:4-/0ﬂ/2\/(ab)2+(g;)2dt:

w/2
4/ \/(—3a cos? tsint)? + (3asin®tcost)2 dt =
0

ﬂx a w/2
4 / \/9a2 sint cos? t(cos? t + sin? t) dt =

= 6a

7'1'/2 : Qt 71./2
4/ 3asintcostdt = 12a[s1n ]
0 0
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Piiklad 462.* ¢ je ¢ast logaritmické spirdly r = ae™®, lezici uvnit kruhu o poloméru
r=a, k>0, a>0.
Resend: Kiivka c je zaddna v poldrnich soufadnicich r = 7(y). V kartézskych soufadnicich
bude vyjadtena :

{x:r(gp)cosgp {:tzr'cosgo—rsingp
. — . .
y=r(p)siny Yy =r1'sing+rcosy

Potom ds = (m)2 + (y)2 dp = \/(r’ cos p — rsin )’ + (' sing + rcos p)® dp =

d
=/ ()2 +r2dp, kde r’ !

Tdy
7 podminky |ae*?| < a plyne ¢ < 0. Tedy

0 0 .
= / Vi@kes)? + @ek)?dp = [ actViZ+ T = Jim avi 1 / oM dip =
- ——00 B

:a\/mﬂl_i}rfloo[%} —am llm <E_§> :%Q—Fl' [

tcosz ! gin 2
dz, y =

Prviklad 463.% ¢ = {[a:,y,z] € Ez; x = / dz, t € R}. Stanovte

L 2
vzdélenost od pocatku souradnic do nejblizstho bodu, v némz je tecna

rovnobézna s osou .

< cost s
Reseni: Tecna je rovnobézna s osou y, kdyz ¢ =0 = 1 = T =ty = 5 =1

j = ? :>€—/1ds—/ V(@ ) dt = / —dt 1n|t|} ln—

e Vypocitejte obsahy danych éasti vdlcovych ploch omezenych souradnou rovinou (xy) a
zadanymi plochami :

Piiklad 464.* y* = 4z, 2z = 2V x — 22
Resent: Parabolickd vélcové plocha rovnobéznd s osou z je “shora” omezens plochou

z = f(z,y) =2Vax — 22 . Obecné P:/f(x,y)dS:

c:y2:4w,c:01U02, c1:y =2z

iy =—2\/x
=1+ (y) de = 1+(%)2d:c:,/ledx
z=2Vz—22 = z(l—-2)>0 = z€/(0,1), /fds:/fds
1 x+1 1 1 2 1
:2/ 2V — x?- dx:4~/ \/(1—x)(x+1)dx:4/ V1—22de =
0 T 0 0

| /2 "2 i 247/2
N x = sint - 2 - B sin 2t~/ B
—’dx_costdt‘—‘l/o cos tdt—Z/O (1+cos2t)dt = 2|t +=—|"" =

1
Priklad 465.* 2% + ¢* = O L >0, y>0

96



E. Brozikova, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

1 ™
. P(t) = |z cost,y = = sint te(0,-)
Reseni: P:/Ide: c:x2+y2:i:>{ [2 2 ] 12
c (—fsmt fcost) ds = — dt
2
/”/2 1 L] [sin2gp]ﬂ/2 1 _
= —sinp-cosp-—dp =< =—.
, atmvreesersd gl Tyl T 16

e Vypoctéte hmotnost m kiivky ¢ pii délkové hustoté o = o(z,y), resp. o(z,y, 2) :

Priiklad 466. c = {[z,y] € Ey; 2* + 9> =0a? >0, y >0}, olz,y) =2
Reseni: m = /st—/:cds—

P(t) = [acost,y = asint], t € (0,7/2)
P(t) = (—asint,acost), [P(t)|=a

w/2
:/ acost-adt=a®- [smt] =a> [ ]
0 0
a a
Priklad 467. ¢ = {[z,y, 2] € Es: x =at, y= — t2, 2 =— 13, t € (0,1)},
{[e.y.7] € By y= st s=5 e 1)
2y
(l’ Y,z ) —
Reseni: m = /st—/\/
e, 1) = T G+ O =
- y:ﬁt = 9=Vl — W/ TT2EFE =
— 9,3 i a? ds = a(l+t*)dt
3

2 2 2 441 42
:/1/ al 1+ dt = \/_/at1+t2 dt—a\/_[t t} 32(@.

Priiklad 468. Kiivka c je prvni zavit sSroubovice x = acost, y = asint, z = at a hustota
se rovna ¢tverci vzdalenosti od osy z .
. P(t): xz=acost _ € (0, 2m)
Reseni: m = /gds = /(x2+y2) ds = y=asint [ |[P@)]=+(2)*+®)?+(2)? | =
¢ ¢ z=at ds = a~/2dt

27
:/ a-aV2dt = a® - 2v/2r. ]
0

Priklad 469. c = c; U cy; ¢ = {[x,y] € Ey; 22 + y? = 2ax, y > 0};
¢ ={[z,y] € Es; y =0, z €(0,2a),a >0}, o(r,y) =2*+y°
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y>0 y =asint | te(0,m)
co2:y=0=ds=dx,xz € (0,2a)

| . .{a:2+y2—2ax:0:>(x—a)2+y2:a2:> T =a+ acost ds =adt

s 2a T 3-92a
:/ <a2(1—|—cost)2—|—agsin2t>-adt+/ xde:a?’/ (24 2cost)dt + [%} =
0 0 0 0

T 8 3 8 3
:2a3[t+sint} +i:2a37r+i. [ |
0 3 3

e Urcete téziste T kiivky ¢ pii hustoté o(x,y), resp. o(z,y,2) :

Priklad 470. c = {[z,y] € Eo; 2* + 3y =1, y >0}, o(x,y) =a(l —y), a >0

Reseni:

Y
M,
T =[0,yr], kde yr = .
(Véimnéte si, ze hustota nezalezi na x ¢ili hmotnost
levé a pravé ¢tvrtkruznice je stejné.) T
—1 1 =z
[ x=cost S [ &= —sint ds = ||P(t)|| dt = dt
‘ P@) { y = sint | P(t)'{ 7 = cost | € (0,7) ‘
m = /gds—/ (1—y ds—/ (1—sint)dt:a[t+cost} = a(m — 2)
0
T 11— 2t
M, QdS—a/ (1—smt)smtdt—a/ (sint—%)dt:
c 0 0
1 1
=a [—cost— §t+ Z—lsin%}o =a(2— g)
a(2—73% 4 —1 4—7
= = T'= |0, —/————||.
= im—2)  2(r—2) ’2@-2)] -

Priklad A71. ¢ = {[x,y] € Eg; x = a(t —sint), y = a (1l —cost), a >0, t € (0,2m)},

o(z,y) =1
Resent:
Yy
¢ je prvni oblouk cykloidy, 7T = [ra,yr|, 9q L
- = m = x,y)ds
yr=— / o(z,y) T
0 am 2am @
z = a(t —sint) & =a(l — cost) 1P| =aV/1—2cost+ cos?t + sin?t
y:<((1)(12—>cost) | y=asint | ds=avZ—2costdt = av/2/T— costdt
t e (0,2

27

2 2
t t
m:a\/é/ \/1—costdt:a\/§/ \/ésinﬁdt:Za[—Zcosﬂ = 8a;
0 0 0
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2m 2m
M, = /yg(x,y) ds = / a(l — cost) - av/2y/1 — cost dt = aQ\/§/ (1—cost)”?dt =
c 0 0

27 2T t
t t ¢ L
:a2\/§/ 2\/§-sin3—dt:4a2/ (1—0082—> sin — dt = 1 iOSQ 2
0 2 0 2 2 —§sin§dt:dz

o ! 391 2 3242
:—4a2-2~/1 (1—22)dz:8a2/_1(1—22)dz:16a2[z—%}0:16@2-5: 3a;
320,2 4 T |: 4 ] i
= =34 = |7ma, s a
=578 3% '3

Priklad472.c=c;UcyUcs, ¢ = {[z,y,2] €EE3; 22 +y* =a?, 2=0,2 >0, y > 0},
o ={[w,y,2] EE3; 2* + 22 =a*,y=0, x>0, z > 0},
cs={lr,y,2] €EE3; * +22=0a* 2=0,y>0,2>0, a >0}, oz,y)=1

Resent: Kiivka c je je symetrickd vzhledem k osdm z, y, 2 tedy 27 = yr = 2 . Omezime se

1 3
-1:—7Ta

M
narr=—2=. m=3-
m

M

12
yz:/xgl'y / / d8+/$d82
c Cc3

o Pi(t) =a cost,asipt,O]
te(0,7/2), [P@®)l=a

o - Py(t) =a cost,O,a.sint]

3 te(0,m/2), [P(t)l=a

Ps(t) = [0,acost,asint]

€2 G5 te(0,m/2), 1B =a

C1 Y

/2 /2 /2 /2
—/ a? costdt+/ a? costdt—i—/ 0dt = 2a® [sint] = 2a°
0 0 0 0

Tr=yr=ispr=——=— xa - =a 2a
%71’@ 37 3n’ 37’ 3w

2a? _4a T [4@ 4a 4a]

Priklad 473. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k soufadnicové roviné (yz) prosto-
rové kiivky ¢ = {[x,y, 2] € E3; x = acost, y = asint, z=0bt t € (0,2m)},
je-li o(x,y,2) = 2* + %

Reseni:
ds = \/a2sin2t+a20052t+62dt: ‘

_ 2 2\ 25
I, /Qxds /C(x +y )t ds = _ JETRa

27
1 2t
/ a2(3082t-\/a2+62dt:a4\/a2+b2/ —i_c%dt:
0

1/ 2 b2 3 2t 27
a2+ [t—i— SH; ] =a*Va2+ b1 . m
0
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Priklad 474. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose z kiivky ¢ C E3 :
c={[r,y,2] €Eg; 22° + 3> =2, v + 2 =1}, jeli o(z,y,2) =

Resend: ¢ je fez eliptické vélcové plochy rovinou = + z = 1.

I. = /(952 +y*)o(z,y, z) ds = /(x2 +y*)zds =

T = cost — & = —sint ||P H—\/sm t+2cos?t +sin’t =2
= | Pt): y=+2sint = ¢§=+2cost | =
z=1—cost = Z=sint € (0,2m)

:/%(cos t+2sin?t)(1 — cost) - V2dt = \/_/ (14 sin®t)(1 — cost)dt =

27r
1 — 2t 1 2t
—\/_/ cos —cost—sin%cost) dt:\/i[t—i-?—sul —sint—

t?ﬂ'
—Sm } :\/§-§'27T:3\/§7T. ]
3 lJo 2

e Je dana kiivka c a délkova hustota p.
a) Navrhnéte parametrizaci X = P(t), t € (a,b) dané kiivky c a urcete délku
vektoru P(t).
b) Vypocitejte hmotnost kiivky ¢, je-li na ni rozlozena hmota s délkovou hustotou p.
c) Napiste, co by prislusny integrél jesté mohl vyjadrovat. Uved'te, zda se jedna
o staticky moment ¢i moment setrvacnosti, pii jaké hustoté a vzhledem k jakému
utvaru (bod, piimka, resp. rovina).

475. Krivka ¢ je usecka AB, kde A = [1,0], B =[2,3], o(z,y) = 2> + ¢*
a) P(t) = [1+1t,3t], t € (0,1); | P(t)|| = V10 ]
b)m = 6v10/3
C) Jo, g:1
476. Krivka c je usecka AB, kde A = [0,1], B =[1,2], o(x,y) = 2%y.
)P(t) = [t,1+1], t € (0,1); [P = V2 ]
bym = 7v2/12

)M, 0= My, o=ay; Jy, 0=y

S

477 c = {[z,y] € Ey; 2* +y* =9, 2 > 0}, o(z,y) =
a)P(t) = [3cost 3sint], t € (—w/2,7/2); HP( )| =3 i
b)ym = 18
C)Mme:l
478. c = {[x,y, z] € E3; x = 3cost, y = 3sint, z =t/3,t € (0,3)},
oz, y,2) = 2° +y* + 2

b)m = 28v/82/3

C)Jo7 Q:l
479. ¢ = {[z,y, 2] € E3; x = 2cost, y = 2sint, z = t/4; t € (0,27)},
o(x,y,2) = 22/(a* + y°)

[a)P() [3cost, 3sint, /3], t € (0,3); |P(t |:¢87/3]

a) P(t) = [2cost, 2sint, t/4], t € (0,27); || P(t)|| = V/17/2
b)ym = V657" /96
¢) May, 0 = 2/(2* +y%); Jay, 0 = 1/(2” +¢7)

2
480. ¢ = {[z,y] € Ey; y:%+2 mezi body A = [0,2], B = [2,4]}, g(x,y):x
[a)P(t) [t,82/2+ 2], t € (0,2); || )I—v1+t2]

bym = (5v5—-1)/3
)My, 0=1
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481. c ={[x,y,z] € Eg; x =t cost,y =t sint,z =1t; t € (0,1)}, o(z,y,2) =z
a) P(t) = [tcost, tsint,t], t € (0,1); |P(t)|| = V2 + t2/2
[b)mZ(\/ﬁ—\/g)/?) ]
¢) Mgy, 0=1

e Vypocitejte délku ¢ dané kiivky c :

482.02{[$,Q]€E2§y:é$\/§v m6<0,5>} [%}

483. C:{[ﬁ,y,Z} € Es; x =31, y:3t27 Z:2t37 te <071>} [5]
484 .* ¢ = {[(,0,7‘] € Ey; T(QD) = a(l —+ cos QD), NS <0, 7T>, a > 0} (horm’ polovina kardioidy) [4a]

485.* ¢ = {[(p, 7”] € Ey; T(g&) = sin® g, p < <0, 37T> } (kfivka je dana v polarnich soufadnicich)

i

486. c = {[x,y] € Ey; 2 =2 (t —sint), y = 2(1 — cost), t € (0,27)} [16]

487. c ={[x,y] € Ey; = 2cost, y = 2sint, z =1/2, t € (0,27)} [x V17]
2]

488. c = {[I,y] €Ky y= % + %} mezi body [2,7], [4, 7] [6 + (In2)/4]

489. ¢ = {[z,y, z] € E3; x = Rcost, y = Rsint, z =at, t € (0,2m)} [27 /R? + a?]

e Urcete hmotnost m kiivky ¢ pii délkové hustoté o(x,y) :

490. o(z,y,2) = x(y* + 2%), c={[r,y,2] €E3; y* +22* =4, v =2, x > 0} {%
491. o(z,y) = x(y +2), c={[z,y] € Ep; 2” +y’ =4, x>0} [16]
492. o(x,y) = 22+ 943, c={[x,y] € Ey; x = acos’t, y = asin®t, t € (0,7/2)} {a%_

493. o(x,y) = eVZT = {[r,y] € Ey; 2® + 1P =0a®, x>0, y >0} {ea~a~ g

494. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose soumérnosti homogenni pulkruznice
3

o poloméru a, o(z,y) = k. [k(; ﬂ]

495. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose x ¢asti asteriody lezici v prvnim
kvadrantu (tj. kiivky z = acos®t, y = asin®t, t € (0,7/2)), pii hustoté o(z, y) = 1.

{3@3}
8
e Urcete tézisté T kiivky ¢ pii délkové hustoté o(x,y, z) :

496. c = {[z,y, 2] € E3; x = acost, y = asint, z=at, a >0, te€(0,2m)},
2

o z 8v2ar? 3
0= m {m: 3 ,sz:4\/§a27r4,T: {0,0,iaﬂn
497  c =c1 Uy, ¢1 = {[x,y] € Ey; y = 6y/x, x € (1,6)};
o =A{lx,y] € Ey; y = -6z, x € (1,6)}, 0=1 [mz 10, M, =35, T = EOH
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