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IV.4. Krivkovy integral vektorové funkce

Predpokladejme, Ze ¢ je jednoduchd hladka kfivka s parametrizaci P(t) v intervalu (a,b).
Pak plati

/Cf(X) -dgzi/abf(P(t)) L P(t) dt.

Znaménko plus (resp. minus) pouzijeme, kdyz kiivka c¢ je orientovana souhlasné (resp.
nesouhlasné) s parametrizaci P(t).

PozNAMKA: Kfivkovy integral vektorové funkce f = (U, V, W) lze zapsat v diferencidlech,
tj. ve tvaru

/f ds = /(U,V,W) (dz, dy, dz) = /(de—i— Vdy+Wdz).
Analogicky pro kiivku ¢ € E,.

e Vypocitejte dané kiivkové integraly po orientované kiivce ¢ s pocatecnim bodem A.

Priklad 498. /(x, —y?)-d5, c je tisecka z bodu A = [1,—2] do bodu B = [3,2].

C

Resend: Parametrické rovnice tsecky:
r=142t
y : ’
c: { Y= 94t te(0,1)

Parametrizace kiivky c:
P(t)=[1+2t,—2+4t], te(0,1),
P(t) = (2,4)
P(0) = [1,—2] = A = orientace kiivky je

A souhlasnd se zvolenou parametrizaci

/(a:, —9?) - d5 = /1<£1 +2t), —(—2 + 4t)2J) - (2,4) dt =

~ ——
i(rw) PO

:/1<(1+2t)-2—(475—2)2-4>dt:2/1<1+2t—2(16t2—16t+4)>dt:

' ) , 32,70 4
—9 (—7+34t—32t)dt:2[—7t+17t __t] _ -
0 3 0 3

Priklad 499. /(9[:2 —y*,1)-ds, c={[x,y] € Eyy =2} zbodu A=10,0] do bodu

c

B =[3,27].
C

Reseni: Y lB
Aty

(1,3t?), P(0) = A = souhlasns parametrizace

T =1,
:{y 4o te(03)
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/(xQ—y2,1)-d§—/(tQ—t6,1)-(1,3t2)dt—/03 ((tQ—tG)-1+1-3t2)dt:

Cc &

4., T3 1935
-4 - -
3 71o 7
x2 y2
Priklad 500. /(—y,x) -ds, c¢= {[x,y] € Ey; — +ﬁ =1,z>0,y> 0}, B =10,0].
c a
Reseni:
Y T =acost
3. c;{y:bsm te(0,7/2)
P(t) = [acost,bsint], t e {(0,7/2)
P(t) = (—asint,bcost), P(0)=[a,0] = A
r orientace kfivky je nesouhlasné s parametrizaci
A
w/2
/(—y,x) -ds = —/ (—bsint,acost) - (—asint,beost) dt =
c 0
/2 w/2 abm
:—/ (bsint-asint+acost-bcost)dt:—ab/ 1dt:—7 n
0 0

Priklad 501. /(y, —x,2)-d§, cje cast kiivky k = {[x, y,z] € E3;x = Rcost,

c

at
y = Rsint, z = 7 R > 0}, od pruseciku s rovinou z = 0 do pruseciku
s

s rovinou z = a, a > 0.

Reseni: Jednd se o Sroubovici s polomérem vinuti R a stoupanim a.

z2=0 =—=— t; =0

z
z=a = ty=2m
P(t) = [Rcost Rsint “—t} t € (0,27)
B - b b 27'(' b b)
P(t) = ( — Rsint, Rcost, %) P(0) = [a,0,0] = A
Y orientace je souhlasna

A
2m at a
/(y, —x,2)-ds = / <Rsint, —Rcost, —) . <— Rsint, Rcost, —) dt =
. 0 2m 2m

27 2t 27 2
:/ (—R2sin2t—chos2t+a—> dt:/ (—R2+a—t> dt =
0 0

42 472
CL2 2 CL2
= |—R* —tﬂ = — —27R? u
[ + 872 lo 2 T

Priklad 502. /—:1: cosy dr+ysinx dy, cje isecka z bodu A = [0, 0] do bodu B = [r, 27].

Reseni: Dany integral muzeme pocitat dvojim zpusobem:
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1) Pouzijeme piimo zadéni kiivkového integralu v diferencidlnim tvaru.

Pti parametrickém vyjadieni dané krivky ¢ dostaneme Y
pro t = 0 pocéatecni bod A, B

vypocitame diferencidly,
c: x=t, te(0,m dx = dt,

s

/—xcosydx—l—ysina:dy:/ (—t cos2t + 2 - 2t sint) dt =
c 0
uw=t, v =4sint— cos2t

= / t(4sint — cos2t) dt = ‘ y sin 2t
0 2

=1, v=—4cost—

t s 4 in 2t 2™
—[4tcost+—sin2t} +/ <4cost+ i )dt:47r+ [4sint— cos =A4r.
2 0 0 2 4 Jo

POZNAMKA: Protoze tisecka ¢ je grafem explicitné zadané funkce y = 2x, = € (0, 7),

muzeme ponechat proménnou x jako parametr. Po vypoctu diferencialu dy = 2 dx
dostavame

™
/ —x cosydr +y sinx dy = / (—z cos2x +2- 2z sinx)dr = -+,
c 0
coz je stejny Riemannuv integral.
2) Dany integral v diferencidlnim tvaru prepiseme do tvaru vektorového

/—x cosydr +y sinx dy = /(—xcosy, ysinx) - ds.

Cc C

Pouzijeme parametrizaci

T =1, )
c.{y:%’ t € (0,7);

P(t)=[t.2t], te(0,m); P=(1,2)
P(0) = A= orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci

/ (—tcos2t, 2t sint) - (1, 2)dt:/ (—t cos2t 4+ 4t sint)dt = - - -
0 0

a dostaneme zase stejny Riemannuv integral. [ ]

Priklad 503. f xdy, ¢ jeobvod trojuhelnika vytvoreného piimkami x =0, y =0
a 2x+ Ty = 14, c je orientovana kladné.

Resent:
Yy c=ciUcyUc
O = [(), 2] 1 2 3
P=1+]
C3 ¢ Co c c1 c2 c3
x
A=10,0] c1 B =[7,0]
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Podle poznamky z ptedchoziho ptikladu:
7
c1:y=0,dy=0-de, z€(0,7) = /xdy:/de:O
c1 0

14-7 214 -7
Cy:x = y,ye(0,2> = /a:dy:/ ydy
2 s 0 2

0
c3:x=0,y€ (20 = /a:dy:/ 0-dy
c3 2

214 -7 1 Ty%72
fxdyzO—l—/ . ydy+0:§[14y—i} —7 ¥
c 0

2 1o

504. /(x cosy,0)-ds, ¢ je orientovand tsecka z bodu A = [0, 1] do bodu B = [1, 2].
’ [sin2 + cos 2 — cos 1]
505. /(x2 + 9% 2 —y*) -d5, ¢ je orientovand kiivka y =1 — |1 — x|, = € (0,2),
pocéatecni bod je A = [0, 0]. [%]
506. /(x2 —2xy)dx + (y* — 2xy)dy, c je oblouk paraboly y = 2%z bodu A = [~1,1]
do bodu B = [1, 1]. [—15]
507. /(y,:c) -d5, c={[z,y] € Eg; 2* +y* =a* x>0,y >0, a >0} a pocatecni bod je
A = [a,0]. (0]

IV.5. Prace sily podél kiivky

e Vypoctéte praci W sily f podél orientované krivky c :

Priklad 508. f = (z +vy,2z), c={[z,y] € Ey: 22 +y*> = R2, y > 0}, pocatecni bod
B =[-R,0].

Resent: Prace W sily f podél orientované ktivky ¢ je rovna integralu / f - ds’.

Y { x = Rcost,
c:

y = Rsint, t € (0, m)

P(t) = [Rcost, Rsint], te€ (0,m)
P(t) = (—Rsint, Rcost), P(0)=[R,0]=A=
orientace kiivky je nesouhlasnd s parametrizaci

1

AT$

B
W:/(x+y,2x)-d§:—/ (Rcost + Rsint,2Rcost) - (—Rsint, Rcost) dt =
c 0

— / <—R2(sint + cost)sint + 2R? cos? t> dt =
0
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= —RQ/ (—sin®t —sint cost + 2cos’t) dt =
0

o1 — 2t
= —RQ/ <—& —sintcost + 1+0082t> dt =
0

2
B R2[ 1t+ sin2t  sin?t tt4 simQt}7r  TR?
B 2 4 2 2 lo 2
[
. - 2y —2x ., . _
Priklad 509. [ = <x2 SmEibe +4y2>7 c= {[x,y] € E,; T +y° = 1}, kiivka ¢ je
orientovana kladneé.
Resent:
r = 2cost,
C'{y:sint, t € (0,2m)

P(t) = [2cost,y = sint], t € (0,2m)
P(t) = (—2sint, cost)
orientace kfivky je souhlasna s parametrizaci

Y
W = fif ds = i(xQ _2|-y4y2’_562 ix4y2> .

™, 92¢int  4cost ™ 4sin®t 4dcos?t
= [T A ot eostyar = [(AII Ay

27
—/ 1dt = —27 ]
0

Priklad 510. f: —yi+x) + ak, c= {[x,y,2]) €E3; 2* +y* —42+3 =0, z = 2},
orientace kiivky ¢ je ddna tecnym vektorem 7([2,1,2]) = —i.

QL
Nl

Resent:
*+y*—4r+3=0 = rovnice vdlcové plochy
z =2 = rovnice roviny
Ktivka ¢ vznikne rovinnym fezem valcové plochy.

Rovina je kolmé na osu rotac¢ni valcové plochy, z
kiivka ¢ je tedy kruznice

xr—2)32 2=1

z =2

r=2+1"-cost,

c: y=1-sint, 0<t<2n
z =2,

. ™\ . - E _ _
P(t) = [2 + cost,sint, 2], ¢ € (0,27) P<§) —[2,1,2]; P(2) = (~1,0,0) = —i
P(t) = (—sint,cost,0) orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci

2
W:%f-d§:7{(—y,x,a)-d§:/ (—sint, 2 + cost,a) - (—sint, cost,0) dt =
c c 0
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2m 2m
—/ (sin2t+(2+cost)cost+a-0> dt—/ (14 2cost)dt = 2w n
0 0

Priklad 511. f: (xy,x +y), ¢ = ¢1 Uy, ¢ je uzaviend kiivka, kde ¢; je ¢ast
paraboly y = 22 a ¢y je ¢ast pifmky vy = z, ¢ je kladné orientovan4.

Resend:
T =1
y y = 2 clr{y:té7 te(0,1); =
y=x Pi(t)=[t,t?], te€(0,1)
Py(t) = (1,2t), P(0) = [0,0]
[17 1] orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci
Co
¢ -{x:t’ te(0,1); =
2 . y = t, 3 )
C1 x
Py(t) = [t, ], te(0,1)
[0, 0] Po(t) = (1,1), P(0) = [0,0]
orientace kfivky je nesouhlasnd s parametrizaci

W:%f-dE’:/(xy,x—i—y)-d§+/(my,x+y)-d§:

Cc1 Cc2

1 1 1
:/ (t3,t+t2)(1,2t)dt—/ (t2,2t)(1,1)dt:/ (t% + 2t + 2t%) dt—
0 0 0
! 3t 23yt B I |
— [ (£ +2t)dt = [— —} — [— t2] =—
/0( +20) TR N P R PR T .

e Vypoctéte praci sily f podél orientované kiivky c :

T —y,x+y)

512. f = ( s 0 CF {[z,y] € Eg; 2® +y* = 4}, kiivka c je orientovand zaporné.
z Y

[—27]

R 9
513. f = TyQ(y, —z), ¢ = {[z,y] € Ey;2° +y* = 16}, kiivka c je kladné orientovana.

x
[—4n]
- 1 1
514. f — (—, ——), ¢ je obvod AABC, kde A =[1,1], B=[2,1], C = [2,2],
y
krivka c je kladné orientovana. [%]
515. f = M, c={[r,y] €Ey:2* +y* =0a’ a >0, y >0} zbodu [a,0)
T2 +y2 sl
do bodu [—a,0] . [—% a]

516. f = (y,2), c je uzaviend kiivka tvorend poloosami a ¢tvrtinou elipsy x = 2 cost,
y = sint, nachézejici se v prvnim kvadrantu. Orientace je zadporna.
(2]

517. f = (x +y,2x), c={[z,y] € Ey:2 =acost,y=asint, t € (0,2m)}, orientace
je kladna. [ra”]
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518. f: (y,z,), ¢ jetsecka s pocatecnim bodem [a, 0, 0] a koncovym bodem |[a, a, a.

3
5 ]
519. f = (y,2,z), c je prisecnice ploch z = zy, 22 + 42 = 1 z bodu [1,0, 0]
do bodu [0,1,0]. 5-73]

£ t
520. f = (yz,2V/ R? —y*,xy), c= {X cE;: X =P(t); P(t) = (Rcost,Rsint, ;-),
i
a>0, R>0,te 0, 2#)}, orientace krivky je souhlasnda s parametrizaci.
[0]

521. f = (r,y,22 —y), c={X €Ey: X = P(t); P(t) = (t*,2,4t°), t € (0, 1)},
orientace ktivky je souhlasnd s parametrizaci.

522. f = (z,9,2), c jectvrtina elipsy ¢ = {[z,y] € Ey: 2> +y? =4, v + 2 = 2}
z bodu [2,0,0] do bodu 0,2, 2]. [2]
523. f = (2, 2%4%), c={X €Ey: X = P(t); P(t) = (5,2 + 4sint, =3 + 4 cost),
€ (0,2m)}, orientace kiivky je souhlasna s parametrizaci.
[967]

e Je dano vektorové pole f a orientovana krivka c.

a) Nacrtnéte danou kiivku ¢ C E,.
b) Navrhnéte jeji parametrizaci P(t) a zduvodnéte, zda je kiivka ¢ orientovana
souhlasné s touto parametrizaci.

¢) Vypocitejte préaci, kterou vykona sila f pusobenim po dané orientované kiivce c.
524. f: (y,z,2), cjeusecka s pocatetnim bodem |a, 0, 0] a koncovym bodem |a, a, a.

[ b) P(t) = [a+at,at,at},te<0,1>]
3 .2
2 ¢

525. f = (ry,y—1), cjecast kiivky y = 2% s pocatecnim bodem A = [0, 0] a koncovym
bodem B = [2, 4]

by P(t) = [t,t?], t € (0,1)
c)8

T

526. [ = (VI+y, 24/ ), ¢ je ést kivky z = 2% od bodu A = [8,2] do bodu B = [2, 1]

b) P(t) = [2t,1], t € (2,1)
% [ c) — %(40 +32V/2) ]
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- 1
527. [ = <:c3, —1In y) ,  kiivka ¢ je dand rovnici y = €*, kde |z| < 1 a pocétec¢ni bod
Y

mizr=—1

b) P(t) = [t,e'], t € (—1,1)
c)0

T

528. f = (2,2y); c={[ry) €Br:y=Inz+1,2€ (L e}

b) P(t) = [t,Int + 1], t € (1,e)
c)3e—2

T

—

529. f=(0,z); c={[r,y]€Br:ay=12€(2,1)}

[ b) P(t) = [t,ﬂ,te@,l) ]

¢) —In2

s ) —T . /
530. f = <x2 i +y2)7 c={[z,y] € Ey: 2”4+ y* = 4,2 > 0} orientovand

od bodu [0, 2] k bodu [0, —2]

b) P(t) = [2cost,2sint], t € (m, —m)

c) —m
- 2y 2x x? 2 s - , <
531. f = <x2 TR +4y2>; c=A{[x,y] € Ey: y + y° = 1}, kterd je zadporné
orientovana

b) P(t) = [2cost,sint], t € (0,2m)
c) 2w

/H\
W g
e Je déna tsecka AB, vektorova funkce f a skalarni funkce o. '

a) Navrhnéte parametrizaci P(t) usecky k a vypocitejte tecny vektor P(t).

b) Uzitim kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte préci, kterou vykona

sila fpﬁsobenim podél usecky AB od bodu A do bodu B.
c¢) Vypocitejte hmotnost kiivky &, je-li délkova hustota o(x,y).
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532. A=[1,0], B=1[2,3], f=(z,y)= (a2 zy), olz,y)=a>+1y>

@) P(t) = [1+£,31], £ € (0,1) T
232

b)T5

c)m = ?\/ﬁ

533. A= [O’ 1]a B = [172] _’(l‘,y> - (l’ y2 - 237’ 0)7 Q(l’,y) =71y

@) P(t) = [t, 1+ 1], ¢ € (0,1) T

b) - (V8 —1)
5

c)m = 6\/5

w| =
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