22. 2. 2016

Matematika II, irovenn A — ukdzkovy test ¢. 1 (2016)

. a) Napiste postacujici podminku pro diferencovatelnost funkce n-proménnych v ote-
viené mn. M C [E,. Zapiste a nacrtnéte mnozinu D, ve které je diferencovatelna
funkce f(x,y) = In(zy — 4). Odpovéd zduvodnéte.

b) Urcete vektor 3, v jehoz sméru je derivace funkce f v bodé A = [—2, —4] nulova.
Zduvodnéte nebo nulovou hodnotu derivace ovérte vypoctem.

c) Urcete diferencial funkce f v bodé A. NapiSte rovnici tetné roviny ke grafu
funkce f v bodé dotyku [—2,—4,7]. Vysledku pouzijte pro vypocet piiblizné
hodnoty funkce f v bodé [—1,8; —3,9].

d) Napiste rovnice izokfivek této funkce pro k = 0, k = In4 (tj. kiivky f(z,y) = k).
Uvedte, o jaké kiivky se jedné a nacrtnéte je.

. a) Ovéite (vechny piedpoklady), Ze rovnici F(z,y) = 2® +2y*> — 22y —y =0 je

v okoli bodu [z, yo] = [1, 1] implicitné urcena funkce jedné proménné y = f(x),

kterda ma spojitou 1. a 2. derivaci v okoli bodu zy = 1.

b) Urcete hodnotu derivace f’(1). Ovéite, ze v bodé zy = 1 je splnéna nutna
podminka pro lokalni extrém funkce f.

¢) Pomoci 2. derivace f”(1) rozhodnéte o extrému funkce f v bodé zy = 1.
. a) Napiste Fubiniho vétu pro funkci dvou proménnych.

b) Nacrtnéte omezenou mnozinu D = {[z,y] € Eo; y > 1/x, y > x/4, y < 2}.
Uved'te dva pifklady mozného fyzikdlniho vyznamu integralu [ pry drdy, tj.
hmotnost, staticky moment nebo moment setrvacnosti, pri jaké hustoté, vzhle-
dem k jaké ose (to u momentu).

¢) Vypocitejte integral [ [, zy dx dy.
. a) Nacrtnéte a slovné popiste téleso M, které je omezené plochami
z=x*+y?% z=18—1x*—y? Zakreslete prumét M, télesa M do roviny z = 0.

b) Vypocitejte objem tohoto télesa.

. a) Nacrtnéte kiivku C : y = % 2% 4+ 2 mezi body A = [0,2], B = [2,4].
Navrhnéte parametrizaci této krivky.
b) Vypocitejte hmotnost této kiivky, je-li délkova hustota o(x,y) = x.
¢) Vypocitejte préci, kterou vykona sila f= (x + vy, xy) pusobenim podél této
krivky C, je-li orientovana od bodu B do bodu A.
. a) Napiste Gaussovu-Ostrogradského vetu. Ovérte, ze jsou splnény jeji predpoklady
pro vypocet toku vektorového pole f = (z?,2,y) plochou Q, kterd je povr-
chem télesa M = {[z,y,2] € B3 : 2> + y*> < 4, 0 £ 2 < 3}. Plocha Q je vné
orientovana.

b) Nacrtnéte plochu @ a vypocitejte tok daného pole f touto plochou.
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Matematika II, iroven B — ukdzkovy test ¢. 1 (2016)
1. a) Vypoéitejte parcialni derivace 1. a 2. fadu funkce f(z,y) = 2y — y* — ze®.
b) Vysetiete lokalni extrémy funkce f (urcete jejich polohu, typ a funkéni hod-
notu).
2. a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. Fddu funkee F(z,y) = 2%y — 2 — 2,/y + 1.
b) Ovérte (vSechny predpoklady), ze rovnici F(z,y) =0 je v okoli bodu
[0, y0] = [1; 4] implicitné uréena funkce jedné proménné y = f(x), kterd ma
spojitou derivaci.
c¢) Urcete hodnotu derivace f’(1). Popiste chovéani funkce y = f(z) v okoli bodu
xo = 1, tj. rostouci, resp. klesajici, jak rychle (odhad sklonu te¢ny).
d) Napiste rovnici teény ke grafu funkce f v bodé [1; 4]. Vysledku pouzijte pro
vypocet priblizné hodnoty funkce f v bodé x = 0, 8. Tecnu nacrtnéte.
1

3. a) Nac¢rtnéte v Es mnozinu M, kterd je omezena kiivkami z =2, y =z, y = —.
x

Nezapomeiite na popis os, méiitko, priseciky kiivek. Uved'te alespon dva piiklady
fyzikdlniho vyznamu integralu [ M 2?2y dx dy, tj. hmotnost, staticky moment
nebo moment setrva¢nosti, pii jaké hustoté, k jaké ose (to u momentu).

b) Vypocitejte dvojny integrdl [[,, 2%y dz dy.
4. a) Nacrtnéte téleso D omezené plochami o rovnicich 2 +¢* =1, 2 = 0,
z = 2% + 3? + 4. Popiste toto téleso (jeho hraniéni plochy).
Zakreslete téz prumét D, télesa D do roviny z = 0.

b) Vypocitejte objem tohoto télesa.

5.a) C] je cast kiivky y = 2% s pocdtetnim bodem A = [0,0] a koncovym bodem

B = [2,4]. Navrhnéte parametrizaci kiivky a vypocitejte praci, kterou vykond
sila f — (2%, zy) pusobenim po kiivce O (tj. vypoéitejte kiivkovy integral
fq f- d,§’),

b) Krivka Cy je usecka AB, kde A = [2,0], B = [1,3]. Navrhnéte parametrizaci
kiivky Cy a vypocitejte jeji hmotnost, je-li délkovéa hustota o(z,y) = 22 + ¥
(tj. kiivkovy integral [ p(x,y) ds).

6. Je ddna mnozina M = {[z,y] : 2*+y* <4, x>0, y > 0}, kiivka C je zdporné
orientovand hranice této mnoziny. Nacrtnéte mnozinu M, vyznacte na ni krivku
C' ( véetné dané orientace).
Vypoéitejte cirkulaci vektorového pole f = (zy, 2?) podél kiivky C,
tj. gSC f -ds. Doporuceni: K vypoctu lze pouzit Greenovu vétu.
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1. a) Zapiste a nacrtnéte v £ mnozinu D, ve které je diferencovatelnd funkce
z = f(z,y) = Va2 +y?—9. Odpoved zduvodnéte ( postacujici podm. pro
diferencovatelnost). Nacrtnéte a popiste graf této funkce.
b) Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A = [3,—4] ve sméru, ktery je urcen
vektorem § = jﬁ , kde bod B = [2, 6]. Popiste chovani dané funkce f v bodé A
v tomto sméru, tj. rostouci, resp. klesajici, jak rychle (odhad sklonu tecny).

c¢) Je tento vektor § smérem, ve kterém dand funkce v bodé A nejrychleji roste ?
Odpovéd zduvodnéte ! Uréete derivaci ve sméru maximélniho rustu v bodé A.

d) Napiste rovnici tecné roviny, jeji normalovy vektor a parametrické vyjadieni
normély ke grafu funkce f v bodé dotyku [3, —4, 7].

2. a) Napiste postacujici podminky pro to, aby funkce f(x,y) méla v bodé [z( yo]
lokalni minimum.

b) Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 2> +zy +y*> — 61lnx.

Nezapomente uvést funkéni hodnoty.

3. a) Nacrtnéte mnozinu M = {[z,y] € Ey; ot 44yt <4,y > 0}.

Transformujte integral [[ u y?> dz dy do zobecnénych polarnich soufadnic.
Vypocitejte Jacobidn této transformace ( obecné).

b) Vypocitejte integral [[,, y*dz dy.

4.  Je ddno téleso D = {[a:,y,z] €EE3:0<2 <3, x<y<3,0<z< :I:y}

a) Nacrtnéte prumeét D,, télesa D do roviny z = 0.

Vypocitejte integral [[f, (2* +¢?) z dzdyd-=.

b) Uved'te alesponn dva pifklady mozného fyzikalntho vyznamu tohoto integralu
(hmotnost, staticky moment nebo moment setrvacnosti, pri jaké hustoté,
vzhledem k jaké ose ¢i roviné.)

5. a) Napiste postacujici podminky pro to, aby vektorové pole f = (U, V) bylo po-
tencialni v oblasti G C E,. Ovérte, ze vektorové pole

2
f= <y_ + :U2, 2ylnz — cosy) je potencidlni. Uvedte nejvétsi moznou oblast.
T

b) Napiste dvé podminky, ze kterych pocitame podle definice potencidl ¢ po-
tencidlntho vektorového pole f = (U, V).

Vypocitejte potencidl daného vektorového pole f z ¢asti a).

c¢) Uzijte potencidlu k vypoctu krivkového integralu daného pole f podél kiivky
C' s pocdtetnim bodem A = [1,7/2] a koncovym bodem B = [2,0].

6. a) Nacrtnéte plochu @ = {[z,y,z2] € E3; z = a2+ y?, 2 <2,y > 0}.
Navrhnéte jeji parametrizaci a napiste vektor kolmy v bodé [z, y, z] k plose @
pii této parametrizaci.

b) Vypocitejte tok vektorového pole f = (—y,x,z) plochou @ orientovanou
normélovym vektorem, ktery svira s vektorem k& = (0,0, 1) ostry thel.
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1. a) Urcete definiéni obor D(f) funkce f(z,y) = y/x —y?. (Napiste podminky

a D(f) nacrtnéte ).

b) Vypocitejte gradient funkce f v bodé A = [5, —1]. Jaky je vyznam gradientu
v bodé A ?

c¢) Napiste rovnici tecné roviny, jeji normalovy vektor a parametrické vyjadieni
normély ke grafu funkce f v bodé dotyku [5, —1,7].

d) Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A = [5, —1] ve sméru daném vektorem

s = (3,—4). Popiste chovani dané funkce f v bodé A v tomto sméru, tj. rostouc,
resp. klesajici, jak rychle (odhad sklonu teény).

2. Je ddna funkce f(z,y) = 2° +y? — 222 — 4ay.
a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. a 2. fddu funkce f.
b) Vysetiete lokdlni extrémy funkce f (najdéte jejich polohu, urcete typ a napiste
funkéni hodnotu).

3. Nacértnéte mnozinu D C E,, kterd je popsdna nerovnicemi
2 + 9% <4, x>0,y > 0. Uréete hmotnost rovinné desky tvaru této mnoziny
D, je-li plosna hustota p(z,y) = xy.
4. a) Nacrtnéte téleso
M={[z,y,2] €E; 0<2<1, 0<y<2 0<2<9—12?—y*}.
Zakreslete téz prumeét M, télesa M do roviny z = 0.
b) Vypocitejte objem tohoto télesa.
5.  Kiivka C ( ¢ast sroubovice) je popsana parametrizaci X = P(t):
xr =3cost, y=3sint, z=t,t € (0,m).
a) Napiste vektor P(t) a vypocitejte jeho délku ||P(t)||.
b) Vypocitejte kiivkovy integrdl skaldrni funkce [ f ds, kde f(z,y,2) =2z + 1.
6. a) Nacrtnéte plochu @) (Cast roviny):
Q =A{lr,y,2] € Eg; v +2y+2=6, x >0, y >0, z > 0}. Navrhnéte jeji
parametrizaci a napiste vektor kolmy k plose () pfi této parametrizaci.

b) Vypocitejte tok vektorového pole f = (z,y,2z) touto plochou, je-li orientovéna
normalovym vektorem, ktery svird s vektorem k = (0,0, 1) ostry thel.



Matematika II, iroven A — ukdzkovy test ¢. 3 (2016)
1. a) Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y) = 2 + 8y> — 6xy + 5.
Nezapomente uvést funkéni hodnoty.

b) Zduvodnéte existenci a najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y) = x+1nx —y?
na mnoziné M = {[z,y] € Ey; y=2+1, 1/4 <z <1},

2. a) Ovéite, Ze rovnici F(z,y,2) = 2> +9° + 22 + 2y2 — 6 = 0 je implicitné urcena
funkce dvou proménnych z = f(z,y), jejiz graf prochazi bodem A = [1,2, —1]

a kterd ma spojité parcidlni derivace 1. fadu v okoli bodu [zg, yo] = [1, 2].
0
b) Urcete hodnoty parcidlnich derivaci 8_f a 8_f v bodé [1,2]. Popiste chovani
x Oy

funkce f v okoli bodu [1,2] v kladném sméru osy x a v kladném smeéru osy v,
tj. rostouci, resp. klesajici, jak rychle (odhad sklonu te¢ny).

¢) Urcete derivaci funkce f v bodé [1,2] ve sméru @ = (—1,2). Je vektor o
smérem, ve kterém funkce f v bodeé [1,2] nejrychleji klesd 7 Zduvodnéte !

d) Napiste rovnici teéné roviny a rovnici normaly ke grafu funkce f v bodé A.
3. a) Na¢rtnéte mnozinu D = {[z,y] € Eo; 221, y =1, y = Inx}.
1 : ., , . .
b) Integrél / / — dxdy prevedte na dvojnasobny, a to obéma zpusoby (s ele-
DT

mentarnim oborem integrace vzhledem k ose x, resp. vzhledem k ose y).

¢) Zvolte jednu z moznosti a dany dvojny integrél vypocitejte.

4. Nacrtnéte a pojmenujte téleso M = {[z,y, 2] € E3; 2% +y* + 22 < 4, 2 > 0}.
Urcete jeho hmotnost, je-li hustota p(z,y, z) = z.
2
5. Nacrtnéte kladné orientovanou kiivku C' = {[z,y] € Ey; 2° + yz =1}

a) Napiste tvrzeni Greenovy véty. Pomoci tohoto vztahu vypocitejte cirkulaci vek-
torového pole f = (3z — y, ) po dané orientované kiivce C ( tj. kiivkovy
integral yg f- dﬁs)

c

b) Tento kiivkovy integral vypocitejte pifimym vypoctem, tj. pomoci parametrizace

dané krivky C.

6. a) Je ddna plocha @) (¢ast hyperbolického paraboloidu):
Q= {[r,y,2] € E3: 2 =ay, 2> +y*> < R*}, kde R > 0 je konstanta.
Do tii samostatnych obrazki nacrtnéte kiivky, které vzniknou v fezech grafu
funkce z = xy rovinou z = 1, rovinou x — y = 0 a rovinou x + y = 0.
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy @, napiste vektor kolmy k plose )
a vypocitejte jeho délku (pfi této parametrizaci).

c¢) Urcete plosny obsah plochy Q.
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Je ddna funkce z = f(z,y) = In(6 — 22 — ¢?).

a) Urcete definicni obor D(f). (Napiste podminky a D(f) nacrtnéte.)

b) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fadu funkce f v bodé A = [1,2]. Popiste
chovani dané funkce v okoli bodu A (funkce je rostouci, resp. klesajici, v jakém
sméru a odhadnéte, jak rychle, tj. sklon tecny).

c¢) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé dotyku [1,2,?]. Vysledku
pouzijte pro vypocet priblizné hodnoty funkce f v bodeé [1.1, 1.9].

d) Napiste smér, ve kterém funkce f v bodé A nejrychleji klesd. Urcete derivaci
funkce f v bodé A v tomto sméru.

. a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fadu funkce g(z,y) = (963 + %) e,

b) Ovéite (viechny piedpoklady), ze rovnici F(z,y) = 2° + 2y* + 22y +y = 0
je v okoli bodu [zg,y0] = [—1; 1] implicitné urcena funkce jedné proménné
y = f(x), kterd ma spojitou derivaci.

¢) Urcete hodnotu derivace f'(—1). Popiste chovani funkce y = f(x) v okoli bodu
xg = —1, tj. rostouci, resp. klesajici, jak rychle (odhad sklonu te¢ny).

d) Napiste rovnici te¢ny a rovnici normély ke grafu funkce f v bodé [—1; 1]. Obé
primky nacrtnéte do jednoho obrazku.

. a) Naértnéte mnozinu D = {[z,y] €Ey; y S 2 +2,y =2 2%, © = 0}.
Nezapomeiite na popis os, méiitko, pruseciky kiivek. Uved'te dva piiklady fy-
zikélnfho vyznamu integrélu [, 2z(y + 1) dedy (tj. hmotnost a staticky mo-
ment, pii jaké hustoté, u momentu k jaké ose).

b) Vypocitejte dvojny integral z tlohy a).

. a) Nacrtnéte téleso M = {[z,y, z] € E3; /22 + y?> < z < 2}. Popiste toto téleso
(jeho hrani¢ni plochy). Vyznacte téz prumét M,, télesa M do roviny z = 0.

b) Vypocitejte hmotnost télesa M, ma-li hustotu p(z,y, 2) = /2% + y2.

. a) Pomoci kfivkového integralu vypocitejte praci, kterou vykona sila
f= (2y, 2x — y) pusobici podél usecky AB orientované od bodu A = [1,3] do
bodu B = [2,2].
b) Urcete potencial ¢ pole f: (2y, 2z — y). Pomoci potencidlu vypocitejte préci,
kterou vykond sfla f podél libovolné kiivky s po¢atecnim bodem A = 1, 3]
a koncovym bodem B = [2,2].
Je dédna plocha Q = {[z,y,2] €F3:2=4—2*—¢* 220,y =0, z = 0}.
a) Nacrtnéte plochu @ a jeji prumét B do roviny z = 0. Navrhnéte vhodnou
parametrizaci plochy @) a napiste vektor k ni kolmy (pfi této parametrizaci).
b) Urcete hmotnost plochy @, je-li jeji plosna hustota p(zx,y, z) =
= /1 +4(22 + y2). Névod: Pii parametrizaci z = g(z,y), [x,y] € B
jem= [[,p(z,y,2)dp = [[5p(z,y, g(2,y))[|Pe x P,|| dz dy.




