26. 3. 2015

MATEMATIKA II - vybrané tlohy ze zkousek ( 2015)
doplnéné o dalsi dlohy

Nalezené nesrovnalosti ve vysledcich nebo pfipominky k tomuto souboru sdélte laskavé F. Mrdzovi ( e-mail:
Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz).

2. ¢ast DVOJNY A TROJNY INTEGRAL
3. ¢ast ( Kiivkovy a plosny integral, potencidl) bude vyddna v poloviné dubna 2015

Nekteré ulohy jsou prevzaty ze skript [1] a [2].

[1] J. Neustupa: Matematika II. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2015.

[2] E. Brozikovd, M. Kittlerova: Sbirka piiklada z Matematiky II. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi
CVUT, Praha 2003, dotisk 2007. (Sbirka Fesengich i neresensjch prikladi )

Nasledujici vycet nelze chapat jako jednoznaéné zarazeni uvedené tlohy do zkousky trovné A, resp. B., ale jako
orientacni rozliseni. Rozsahem a naroc¢nosti odpovidaji pozadavkum zkousky tdrovné B napft. tlohy 1 az 11, 13 az
15, 26 a, b, ¢, 27 a, b, 30 az 36, 37b, 38 az 42, 45a, 45b, 46-49.

Zkousce urovné A odpovidaji napi. ulohy 11 az 25, 26 ¢, d, e, 27 b, ¢, 28 a 29, 34 az 36, 37c, 42 az 55.

Obrazky stacl naértnout, musi vsak obsahovat vSe podstatné: popis os, méfitko, popis kiivek (ploch) a vy-
znaceni bodu, které jsou pro feseni tlohy dulezité ( pruseciky kiivek ap.)

Dvojny integral

V nésledujicich tlohéch je omezenad mnozina D C Eg zaddna nerovnicemi nebo hraniénimi kiivkami.

a) Naé¢rtnéte mnozinu D.

b) Ovétte splnéni predpokladu pro pouziti Fubiniovy véty (spojitost funkce na dané mnoziné a jeji vyjadieni ve
tvaru elementdarniho oboru integrace vzhledem ke vhodné zvolené ose). Vypocitejte [ p f(z,y) dzdy.

c¢) V tlohdch 1, 3-12, 15, 17, 19 - 25 uvedte alespori dva p¥iklady mozného fyzikalniho vyznamu daného in-
tegralu. Uved'te presné, zda se jedna o hmotnost ( pii jaké hustoté), staticky’ moment nebo moment setrvaénosti
( pii jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu nebo pifmce).

d) V tlohéch 2, 5, 7, 10-12, 18 a 21-24 se pokuste predstavit si, slovné popsat a piipadné i nacértnout téleso v Es,
jehoz objem je roven hodnoté daného integralu.

l.a) D={[z,y] €Ey; 0<2<1,0<y< 2z +1} b) f(z,y) =2y

2. a) D C E, je ohrani¢ena kiivkami: y = z, y = 2z, . = 2 b) f(z,y) =z +y

3. a) D C E, je ohranitena kiivkami: y = \/z, y = 2¢/z, 2 = 1 b) f(z,y) = 2zy

4. a) D C Es je ohranicena kiivkami: y = z/2, y = 3z, y = 2 b) f(z,y) = z/y

5. a) D C Es je ohrani¢ena kiivkami: y = 22, y = /& b) f(z,y) ==

6. a) D={[z,y] €Ea2; >0,y < x+2,y > 2} b) f(z,y) =2x(y + 1)
7.a) D={lz,y] €Ez; 2° +y> <4, >0, y >0} b) f(z,y) = zy

8 a)D={lr,y) €By; T +L <1, 2>0} b) f(z,y) = zy?

9. a) D C E; je ohranicena kiivkami: y =z, y = 1/x, y = 2 b) f(z,y) = zy®

10. a) D C E, je ohrani¢ena kiivkami: y = 2z, y = 2/, v = 2 b) f(z,y) = zy

11. a) D={[z,y] €Bp; >0, 2 +y < 2,z <9?} b) f(z,y) = zy

12. a) D C E; je ohrani¢ena kiivkami: z = 1, r=vy>+2,y=0,y=2, b) flz,y) =y/Vx

13. a) D C E; je ohrani¢ena kiivkami: y =z, y =1/z, . = 3 b) f(z,y) =V

14. a) D={[z,y] €Ey; y >0,y < 2—2, x>y} b) f(z,y) =y*

15. a) D={[z,y] €Ea; 2 +y <1, 2+ 1>y >0} b) f(z,y) = 2% + 3>
16. a) D={[z,y| €Ea; z+y<m z—y<m, x>0} b) f(z,y) = sin(x +y)
17. a) D = {[z,y] € Eo; 22 +9y> <9, = > 0} b) f(z,y) =y*

18. a) D = {[z,y] €Ea; 22 +9* <9, y >0} b) flz,y) =+/9—a%2—y
19. a) D = {[z,y] € Ea; y > 22, y <12 — 22} b) f(z,y) = |z|



20.

21.
22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

a) D ={[z,y] € Ez; 2® +4y* < 4, y > 0} b) f(a,y) =y /2% + 4y?

a) D= {[z,y] €Ea; y* —2*> <1, 0<x <2,y >0} b) f(z,y) =y

a) D = {[z,y] € Bp; 362 +y* <9, 220, y > 0} b) f(z,y) = =y

a) D = {[z,y] € Ez; 2® +y* < 4z, y > 0} b) f(z,y) = zy

a) D = {[z,y] € Ez; 2° +y* < 4,2 >0} b) fz,y)=e " Y

a) D= {[z,y] €Ba; y>Inz, x>1, y <1} b) f(z,y) =1/x

V tloze 25 prevedte dvojny integrdl ob&éma zptsoby na dvojndsobny (tj. obé pofadi integrace). Pak zvolte

jednu z moznosti a integral vypocitejte.

Vysledky: 1. b) 16/15, c¢) hmotnost, kdyZ o(z,y) = 2°y; moment setrvacnosti .J, ( vzhledem k ose y), je-li
o(x,y) = y; staticky moment m, ( vzhledem k ose x), je-li o(z,y) = 2. Podobné v dalsich dlohach. 2. 20/3
3.1 4.40v2/9 5.3/20 6.52/3 7.b) 2, d) ¢tvrtina ”valce” (v nezdporném oktantu), "horni podstavou”je
hyperbolicky paraboloid z = xy (sedlova plocha) 8.48/5 9.13/5 10.15/2—-2In2 11.7/24

12. 4v6 —4 — 3v2 13.8(1+V3)/5 14.13/60 15.b) 1/3, c) moment setrvacnosti Jy ( vzhledem
k poctkn), je-li o(z,y) — 1; 16. 7 17.37/8 18. 9 19.36 20.2 21.7/3 22.9/32 23.32/3

24. (1 —e"%)/2 25.1/2

Nacrtnéte rovinny obrazec, ktery je omezen danymi kiivkami. Urcete jeho plosny obsah P.
y=x, y=1a2-2 Vysl.: P =9/2]

=x/2, zy=2, y=4 Vysl.: P =15 —2In4]

a) [
b) 2z +2y=5, zy=1 [Vysl.: P =15/8 —In4]
<)y [
dyy=z-1, y=-1, y=lnz [Vysl: P=1/2—1/€]
)
\Y%

e)y=uz, y> =2 +2 [Vysl.: P =9/2]

ndsledujicich tfech tlohdch urcete hmotnost m rovinné desky D pii dané plosné hustoté o(zx,y).
a) D={[z,y] €Ez; y<a+2, y>2? x>0}, oz, y) =2y [VysL: m = 6]
b) D = {[z,y] €Ey; x <4, z>y% y>1/z}, o(z,y) =22 [Vysl.: m = 94/5]
o) D={[z,y] €Ea; 2® +y> <1, z+y>1}, o(z,y) =y [Vysl'm—1/6]
a) Uréete hmotnost m homogenni rovinné desky omezené kiivkami y? =4z +4, y?> = —2x +4
( konstantni plosnd hustota p). [Vysl.: m =8 g
b) Urcete tézisté tohoto télesa. [Vysl.: Staticky moment M, = 8p/5, téziste T' = [1/5,0]]
Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose y rovinné desky
D = {[z,y] € Ea; 422 +y? < 1,y > 0}, je-li plosnd hustota o(z,y) = y. [Vysl.: J, = 1/60]

Trojny integral

V nasledujicich sedmi ulohach

a)

b)
c)

30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

nacrtnéte mnozinu (téleso) D v E3. Zakreslete téz prumét Dy, télesa D do roviny z = 0. (VSechna dand télesa
majf doln{ podstavu v roviné z = 0).

Oveérte predpoklady pro pouziti Fubiniovy véty. Vypocitejte trojny integral fffD f(z,y,z)dedydz.

Uved'te alespon dva pifklady mozného fyzikalniho vyznamu daného integralu. Uved'te, zda se jedna o hmotnost
( pfi jaké hustoté), staticky moment ¢i moment setrvacnosti ( pii jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu, piimce
nebo roving).

a)D: 0<z<1,0<y<1,0<z<4—a?—y2 b) f(z,y,2) = zy
a)D: 22 +y?<3,0<2<2 b)f(xy,)*x +y?
a)D: 0<2<1,0<y<z, 0<z<2-z-y b) f(z,y,z) =

a)D: x>0, y>0, z+y <1, 0<z<zy (staci prumét D,,) b) f(z,y,2) =

a)D: x>0, y>0, 24+y<1,0<2<4—2—2y b) f(x,y,2) =

a)D: 0<z<4—a?—y% y>0 b) f(z,y,2) = 2%y
a)D: 0<2<3, z<y<3,0<z<uzy, (staci prumét D,,) b) f(z,y,2) = (22 +9?) 2

Visledky: 30. ctyiboky hranol, shora rotaéni paraboloid: 3/4, 31. wvélec: b) 97 ¢) hmotnost, kdyz
o(x,y,2) = 2% + y?; moment setrvacnosti J, ( vzhledem k ose z), je-li o(x,y,2) = 1. Podobné v dalsich
ulohdch. 32. trojboky hranol, shora rovina: 1/5 33. trojboky hranol, shora hyperbolicky paraboloid:
1/60 34.1/4 35.b) 512/105 c) hmotnost, kdyz o(z,y,z) = ?y; moment setrvacnosti J,. ( vzhledem k
roviné yz), je-li o(x,y,2) = y; staticky moment D, ( vzhledem k roviné xz), je-li o(z,y,2) = 2%. Podobné v
dalsich tloh4ch. 36. 37/10.



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.
45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

92.

53.
54.
55.

Pokud je v nékteré z ndsledujicich tloh vypocet objemu, pak zvazte, zda je nutné (resp. vhodné) pocitat
trojny integrdl, tj. V.= [ [ [ p 1-dxdydz nebo zda staci vyuzit geometrického vyznamu dvojného integralu.

a) Nacrtnéte téleso D: 0<zx <1, 0<y<1,0<z<4— z2 — y? a jeho prumét Dy, do roviny z = 0.

b) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V =10/3]

¢) Vypoditejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y,2) = = + . [m = 19/6]

a) Naértnéte téleso D a jeho primét do roviny z = 0, je-li D ohrani¢eno plochami 22 +y? =9, 2 =0, z = 2.
b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y, z) = 2. [m =187, D je vélec]

¢) Vypoditejte hmotnost, je-li hustota p(z,y, z) = /22 + y2. [ = 367]

a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét D, do roviny z = 0, je-li D ohrani¢eno plochami
22 +y?=1,2=0 z=2%+y>+4.
b) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V.=97/2, D je”vélec”, shora rotacni paraboloid]

a) Naértnéte téleso D: 22 +y% <4, 0 < 2 < 4 — 2. Zakreslete jeho primét Dy do roviny z = 0.
b) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V =16m, D je vélec, shora odiiznuty rovinou]

Vypocitejte objem télesa D, které je omezené plochami o rovnicich z = 22 + y? + 4,
z=3—1?—y? a?+y?=1. Natrtnéte dané téleso a jeho prumét D,,, do roviny z = 0. [V = 2m]

a) Nacrtnéte téleso D : 22 + 3% < 2z <9 a jeho primét D,, do roviny z =0 ( téleso ohranic¢ené rota¢nim
paraboloidem a rovinou).

b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(x,y,2) = 22 + y2. [m = 2437 /2]

¢) Vypocitejte objem tohoto télesa. [V = 81m/2]

a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét do roviny z = 0, je-li D ohrani¢eno plochami ‘%2 + % =1, 2=0, 2=3.
b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y, z) = 2. [m = 367]

Naértnéte téleso D : 22 4+ y? 4+ 22 < 16, 22 +y? < 9. Vypocitejte jeho objem. [V = 4r(64 — 7V/7)/3]

Je déno téleso D. Zakreslete jeho primét D, do roviny z = 0. Vypocitejte objem tohoto télesa.

a) D je ohrani¢eno plochami 3x +2y =12, x =0,y =0, 2 =0, z = 2% [V =32

b) D je ohrani¢eno plochami x =y, =1, 2 =0, 2 = x. [V =4/5]

¢) D={[z,y,2] €B3; <2, y<2, ay>1, 0<z<a’+y}. [V =45/8

Nagrtnéte dany kuzel D a jeho prumét D, do roviny z = 0. Uréete hmotnost tohoto télesa, jestlize

D ={[x,y,z] € E3; Va2 +y? <z <4}, hustota p(z,y,2) = 2. [m = 647]

Nacrtnéte dany kuzel D a jeho primét D, do roviny z = 0. Urcete hmotnost tohoto télesa, jestlize

D ={[z,y,z] €E3; 0<2z<4— /22 +y?}, hustota p(z,y,z) = /22 + y2. [m = 1287/3]

Nacrtnéte téleso D a jeho prumét D, do roviny z = 0. Urcete hmotnost tohoto télesa, je-li

D = {[z,y,z] € E3; 22 +y? < 2 <4}, hustota p(z,y,2) = /22 + y2. [m = 1287/15]

Je ddno teleso D = {[z,y,2] € Eg; 1 < 2% +y? +22<9, 2> 0}.

a) Vypocitejte jeho hmotnost, je-li hustota p(z,y, z) = /22 + y2 + 22. [m = 407]

b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(x,y, 2) = —————.
Va2 +y? + 22

a) Naértnéte téleso D = {[r,y,2] € E3; 22 +y? + 22 < R?, 2 >0}, R > 0 je konstatnta.
b) Vypocitejte hmotnost tohoto télesa, je-li hustota p(z,y,z) = z. [m = 7 R*/4]

[m = 8]

Je ddno homogennf téleso D = {[x,y, z] € E3; /322 + 3y? < z < 3}, hustota ¢ = konst.
Nacrtnéte téleso D a jeho prumét D, do roviny z = 0.
Pomoci trojného integrélu urcete jeho moment setrva¢nosti vzhledem k ose z. [J. = 27mp/10]

a) Nacrtnéte téleso D a jeho prumét do roviny z = 0, je-li D ohrani¢eno plochami
z=x2+9% 2=18 — % — 32

b) Vypocditejte objem tohoto télesa. [V = 81n]

Naértnéte téleso D : 2z > 22 + 32, 22 +y? + 22 < 3 a urcete jeho objem. [V =27mv/3 — 57/3]
Uréete hmotnost koule o poloméru a, jestlize hustota je p(x,y, z) = 22 + 3. [m = 8ma®/15)
Naértnéte téleso D : 0 < z < 36 — 422 — 92 a urcete jeho objem. [V = 324n]



