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MATEMATIKA II - vybrané úlohy ze zkoušek ( 2015)
doplněné o daľśı úlohy

Nalezené nesrovnalosti ve výsledćıch nebo připomı́nky k tomuto souboru sdělte laskavě F. Mrázovi ( e-mail:
Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz).

2. část DVOJNÝ A TROJNÝ INTEGRÁL
3. část ( Křivkový a plošný integrál, potenciál) bude vydána v polovině dubna 2015

Některé úlohy jsou převzaty ze skript [1] a [2].
[1] J. Neustupa: Matematika II. Skriptum Strojńı fakulty. Vydavatelstv́ı ČVUT, Praha 2015.
[2] E. Brož́ıková, M. Kittlerová: Sb́ırka př́ıklad̊u z Matematiky II. Skriptum Strojńı fakulty. Vydavatelstv́ı

ČVUT, Praha 2003, dotisk 2007. (Sb́ırka řešených i neřešených př́ıklad̊u )

Následuj́ıćı výčet nelze chápat jako jednoznačné zařazeńı uvedené úlohy do zkoušky úrovně A, resp. B., ale jako
orientačńı rozlǐseńı. Rozsahem a náročnost́ı odpov́ıdaj́ı požadavk̊um zkoušky úrovně B např. úlohy 1 až 11, 13 až
15, 26 a, b, c, 27 a, b, 30 až 36, 37b, 38 až 42, 45a, 45b, 46-49.

Zkoušce úrovně A odpov́ıdaj́ı např. úlohy 11 až 25, 26 c, d, e, 27 b, c, 28 a 29, 34 až 36, 37c, 42 až 55.
Obrázky stač́ı načrtnout, muśı však obsahovat vše podstatné: popis os, měř́ıtko, popis křivek (ploch) a vy-

značeńı bod̊u, které jsou pro řešeńı úlohy d̊uležité ( pr̊useč́ıky křivek ap.)

Dvojný integrál

V následuj́ıćıch úlohách je omezená množina D ⊂ E2 zadána nerovnicemi nebo hraničńımi křivkami.

a) Načrtněte množinu D.

b) Ověřte splněńı předpoklad̊u pro použit́ı Fubiniovy věty (spojitost funkce na dané množině a jej́ı vyjádřeńı ve
tvaru elementárńıho oboru integrace vzhledem ke vhodně zvolené ose). Vypoč́ıtejte

´´
D
f(x, y) dxdy.

c) V úlohách 1, 3-12, 15, 17, 19 - 25 uved’te alespoň dva př́ıklady možného fyzikálńıho významu daného in-
tegrálu. Uved’te přesně, zda se jedná o hmotnost ( při jaké hustotě), statický moment nebo moment setrvačnosti
( při jaké hustotě a vzhledem k jakému bodu nebo př́ımce).

d) V úlohách 2, 5, 7, 10-12, 18 a 21-24 se pokuste představit si, slovně popsat a př́ıpadně i načrtnout těleso v E3,
jehož objem je roven hodnotě daného integrálu.

1. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2x+ 1} b) f(x, y) = x2y

2. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: y = x, y = 2x, x = 2 b) f(x, y) = x+ y

3. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: y =
√
x, y = 2

√
x, x = 1 b) f(x, y) = 2xy

4. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: y = x/2, y = 3x, y = 2 b) f(x, y) = x
√
y

5. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: y = x2, y =
√
x b) f(x, y) = x

6. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x ≥ 0, y ≤ x+ 2, y ≥ x2} b) f(x, y) = 2x(y + 1)

7. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0} b) f(x, y) = xy

8. a) D = {[x, y] ∈ E2 ;
x2

9 + y2

4 ≤ 1, x ≥ 0} b) f(x, y) = xy2

9. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: y = x, y = 1/x, y = 2 b) f(x, y) = xy2

10. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: y = 2x, y = 2/x, x = 2 b) f(x, y) = xy

11. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x ≥ 0, x+ y ≤ 2, x ≤ y2} b) f(x, y) = xy

12. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: x = 1, x = y2 + 2, y = 0, y = 2, b) f(x, y) = y/
√
x

13. a) D ⊂ E2 je ohraničena křivkami: y = x, y = 1/x, x = 3 b) f(x, y) =
√
x

14. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; y ≥ 0, y ≤ 2− x, x ≥ y2} b) f(x, y) = y2

15. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x+ y ≤ 1, x+ 1 ≥ y ≥ 0} b) f(x, y) = x2 + y2

16. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x+ y ≤ π, x− y ≤ π, x ≥ 0} b) f(x, y) = sin(x+ y)

17. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x2 + 9y2 ≤ 9, x ≥ 0} b) f(x, y) = y2

18. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x2 + y2 ≤ 9, y ≥ 0} b) f(x, y) =
√

9− x2 − y2

19. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; y ≥ x2, y ≤ 12− x2} b) f(x, y) = |x|
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20. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x2 + 4y2 ≤ 4, y ≥ 0} b) f(x, y) = y
√
x2 + 4y2

21. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; y2 − x2 ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 2, y ≥ 0} b) f(x, y) = y

22. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; 36x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≥ 0} b) f(x, y) = xy

23. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x2 + y2 ≤ 4x, y ≥ 0} b) f(x, y) = xy

24. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0} b) f(x, y) = e−x2−y2

25. a) D = {[x, y] ∈ E2 ; y ≥ lnx, x ≥ 1, y ≤ 1} b) f(x, y) = 1/x

V úloze 25 převed’te dvojný integrál oběma zp̊usoby na dvojnásobný (tj. obě pořad́ı integrace). Pak zvolte
jednu z možnost́ı a integrál vypoč́ıtejte.

Výsledky: 1. b) 16/15, c) hmotnost, když ϱ(x, y) = x2 y; moment setrvačnosti Jy ( vzhledem k ose y), je-li
ϱ(x, y) = y; statický moment mx ( vzhledem k ose x), je-li ϱ(x, y) = x2. Podobně v daľśıch úlohách. 2. 20/3
3. 1 4. 40

√
2/9 5. 3/20 6. 52/3 7. b) 2, d) čtvrtina ”válce”(v nezáporném oktantu), ”horńı podstavou”je

hyperbolický paraboloid z = xy (sedlová plocha) 8. 48/5 9. 13/5 10. 15/2− 2 ln 2 11. 7/24
12. 4

√
6 − 4 − 4

3

√
2 13. 8(1 +

√
3)/5 14. 13/60 15. b) 1/3, c) moment setrvačnosti J0 ( vzhledem

k počátku), je-li ϱ(x, y) = 1; 16. π 17. 3π/8 18. 9π 19. 36 20. 2 21. 7/3 22. 9/32 23. 32/3
24. π(1− e−4)/2 25. 1/2

26. Načrtněte rovinný obrazec, který je omezen danými křivkami. Určete jeho plošný obsah P .
a) y = x, y = x2 − 2 [Výsl.: P = 9/2]

b) 2x+ 2y = 5, xy = 1 [Výsl.: P = 15/8− ln 4]

c) y = x/2, xy = 2, y = 4 [Výsl.: P = 15− 2 ln 4]

d) y = x− 1, y = −1, y = lnx [Výsl.: P = 1/2− 1/e]

e) y = x, y2 = x+ 2 [Výsl.: P = 9/2]
27. V následuj́ıćıch třech úlohách určete hmotnost m rovinné desky D při dané plošné hustotě ϱ(x, y).

a) D = {[x, y] ∈ E2 ; y ≤ x+ 2, y ≥ x2, x ≥ 0}, ϱ(x, y) = xy [Výsl.: m = 6]

b) D = {[x, y] ∈ E2 ; x ≤ 4, x ≥ y2, y ≥ 1/x}, ϱ(x, y) = 2x [Výsl.: m = 94/5]

c) D = {[x, y] ∈ E2 ; x2 + y2 ≤ 1, x+ y ≥ 1}, ϱ(x, y) = y [Výsl.: m = 1/6]

28. a) Určete hmotnost m homogenńı rovinné desky omezené křivkami y2 = 4x+ 4, y2 = −2x+ 4
( konstantńı plošná hustota ϱ). [Výsl.: m = 8 ϱ]
b) Určete těžǐstě tohoto tělesa. [Výsl.: Statický moment My = 8ϱ/5, těžǐstě T = [1/5, 0]]

29. Určete moment setrvačnosti vzhledem k ose y rovinné desky
D = {[x, y] ∈ E2 ; 4x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0}, je-li plošná hustota ϱ(x, y) = y. [Výsl.: Jy = 1/60]

Trojný integrál

V následuj́ıćıch sedmi úlohách

a) načrtněte množinu (těleso) D v E3. Zakreslete též pr̊umět Dxy tělesa D do roviny z = 0. (Všechna daná tělesa
maj́ı dolńı podstavu v rovině z = 0).

b) Ověřte předpoklady pro použit́ı Fubiniovy věty. Vypoč́ıtejte trojný integrál
´´´

D
f(x, y, z) dx dy dz.

c) Uved’te alespoň dva př́ıklady možného fyzikálńıho významu daného integrálu. Uved’te, zda se jedná o hmotnost
( při jaké hustotě), statický moment či moment setrvačnosti ( při jaké hustotě a vzhledem k jakému bodu, př́ımce
nebo rovině).

30. a) D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 4− x2 − y2 b) f(x, y, z) = xy

31. a) D : x2 + y2 ≤ 3, 0 ≤ z ≤ 2 b) f(x, y, z) = x2 + y2

32. a) D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ 2− x− y b) f(x, y, z) = x2

33. a) D : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ xy (stač́ı pr̊umět Dxy) b) f(x, y, z) = x

34. a) D : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 4− x− 2y b) f(x, y, z) = x2

35. a) D : 0 ≤ z ≤ 4− x2 − y2, y ≥ 0 b) f(x, y, z) = x2y

36. a) D : 0 ≤ x ≤ 3, x ≤ y ≤ 3, 0 ≤ z ≤ xy, (stač́ı pr̊umět Dxy) b) f(x, y, z) = (x2 + y2) z

Výsledky: 30. čtyřboký hranol, shora rotačńı paraboloid: 3/4, 31. válec: b) 9π c) hmotnost, když
ϱ(x, y, z) = x2 + y2; moment setrvačnosti Jz ( vzhledem k ose z), je-li ϱ(x, y, z) = 1. Podobně v daľśıch
úlohách. 32. trojboký hranol, shora rovina: 1/5 33. trojboký hranol, shora hyperbolický paraboloid:
1/60 34. 1/4 35. b) 512/105 c) hmotnost, když ϱ(x, y, z) = x2 y; moment setrvačnosti Jyz ( vzhledem k
rovině yz), je-li ϱ(x, y, z) = y; statický moment Dxz ( vzhledem k rovině xz), je-li ϱ(x, y, z) = x2. Podobně v
daľśıch úlohách. 36. 37/10.

2



Pokud je v některé z následuj́ıćıch úloh výpočet objemu, pak zvažte, zda je nutné (resp. vhodné) poč́ıtat
trojný integrál, tj. V =

´ ´ ´
D

1 · dxdydz nebo zda stač́ı využ́ıt geometrického významu dvojného integrálu.

37. a) Načrtněte těleso D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 4− x2 − y2 a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0.
b) Vypoč́ıtejte objem tohoto tělesa. [V = 10/3]
c) Vypoč́ıtejte hmotnost tohoto tělesa, je-li hustota ρ(x, y, z) = x+ y. [m = 19/6]

38. a) Načrtněte těleso D a jeho pr̊umět do roviny z = 0, je-li D ohraničeno plochami x2 + y2 = 9, z = 0, z = 2.
b) Vypoč́ıtejte hmotnost tohoto tělesa, je-li hustota ρ(x, y, z) = z. [m = 18π, D je válec]

c) Vypoč́ıtejte hmotnost, je-li hustota ρ(x, y, z) =
√
x2 + y2. [m = 36π]

39. a) Načrtněte těleso D a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0, je-li D ohraničeno plochami
x2 + y2 = 1, z = 0, z = x2 + y2 + 4.
b) Vypoč́ıtejte objem tohoto tělesa. [V = 9π/2, D je ”válec”, shora rotačńı paraboloid]

40. a) Načrtněte těleso D: x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 4− x. Zakreslete jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0.
b) Vypoč́ıtejte objem tohoto tělesa. [V = 16π, D je válec, shora odř́ıznutý rovinou]

41. Vypoč́ıtejte objem tělesa D, které je omezené plochami o rovnićıch z = x2 + y2 + 4,
z = 3− x2 − y2, x2 + y2 = 1. Načrtněte dané těleso a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0. [V = 2π]

42. a) Načrtněte těleso D : x2 + y2 ≤ z ≤ 9 a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0 ( těleso ohraničené rotačńım
paraboloidem a rovinou).
b) Vypoč́ıtejte hmotnost tohoto tělesa, je-li hustota ρ(x, y, z) = x2 + y2. [m = 243π/2]
c) Vypoč́ıtejte objem tohoto tělesa. [V = 81π/2]

43. a) Načrtněte těleso D a jeho pr̊umět do roviny z = 0, je-li D ohraničeno plochami x2

4 + y2

16 = 1, z = 0, z = 3.
b) Vypoč́ıtejte hmotnost tohoto tělesa, je-li hustota ρ(x, y, z) = z. [m = 36π]

44. Načrtněte těleso D : x2 + y2 + z2 ≤ 16, x2 + y2 ≤ 9. Vypoč́ıtejte jeho objem. [V = 4π(64− 7
√
7)/3]

45. Je dáno těleso D. Zakreslete jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0. Vypoč́ıtejte objem tohoto tělesa.
a) D je ohraničeno plochami 3x+ 2y = 12, x = 0, y = 0, z = 0, z = x2. [V = 32]
b) D je ohraničeno plochami x = y2, x = 1, z = 0, z = x. [V = 4/5]
c) D = {[x, y, z] ∈ E3 ; x ≤ 2, y ≤ 2, xy ≥ 1, 0 ≤ z ≤ x2 + y}. [V = 45/8]

46. Načrtněte daný kužel D a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0. Určete hmotnost tohoto tělesa, jestliže

D = {[x, y, z] ∈ E3 ;
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 4}, hustota ρ(x, y, z) = z. [m = 64π]

47. Načrtněte daný kužel D a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0. Určete hmotnost tohoto tělesa, jestliže

D = {[x, y, z] ∈ E3 ; 0 ≤ z ≤ 4−
√
x2 + y2}, hustota ρ(x, y, z) =

√
x2 + y2. [m = 128π/3]

48. Načrtněte těleso D a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0. Určete hmotnost tohoto tělesa, je-li

D = {[x, y, z] ∈ E3 ; x2 + y2 ≤ z ≤ 4}, hustota ρ(x, y, z) =
√
x2 + y2. [m = 128π/15]

49. Je dáno těleso D = {[x, y, z] ∈ E3 ; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9, z ≥ 0}.
a) Vypoč́ıtejte jeho hmotnost, je-li hustota ρ(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2. [m = 40π]

b) Vypoč́ıtejte hmotnost tohoto tělesa, je-li hustota ρ(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2
. [m = 8π]

50. a) Načrtněte těleso D = {[x, y, z] ∈ E3 ; x2 + y2 + z2 ≤ R2, z ≥ 0}, R > 0 je konstatnta.
b) Vypoč́ıtejte hmotnost tohoto tělesa, je-li hustota ρ(x, y, z) = z. [m = π R4/4]

51. Je dáno homogenńı těleso D = {[x, y, z] ∈ E3 ;
√
3x2 + 3y2 ≤ z ≤ 3}, hustota ϱ = konst.

Načrtněte těleso D a jeho pr̊umět Dxy do roviny z = 0.
Pomoćı trojného integrálu určete jeho moment setrvačnosti vzhledem k ose z. [Jz = 27πϱ/10]

52. a) Načrtněte těleso D a jeho pr̊umět do roviny z = 0, je-li D ohraničeno plochami
z = x2 + y2, z = 18− x2 − y2.
b) Vypoč́ıtejte objem tohoto tělesa. [V = 81π]

53. Načrtněte těleso D : 2z ≥ x2 + y2, x2 + y2 + z2 ≤ 3 a určete jeho objem. [V = 2π
√
3− 5π/3]

54. Určete hmotnost koule o poloměru a, jestliže hustota je ρ(x, y, z) = x2 + y2. [m = 8πa5/15]

55. Načrtněte těleso D : 0 ≤ z ≤ 36− 4x2 − y2 a určete jeho objem. [V = 324π]
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