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MATEMATIKA II - vybrané tlohy ze zkousek (2015)

doplnéné o dalsi tlohy

Nalezené nesrovnalosti ve vysledcich nebo pfipominky k tomuto souboru sdélte laskavé
F. Mrézovi (e-mail: Frantisek.MrazQfs.cvut.cz ).

1. ¢ast DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

2. ¢ast ( Dvojny a trojny integrél) bude vydana v poloviné brezna 2015

Nekteré tlohy jsou prevzaty ze skript [1] a [2]. Jednd se o zdkladni doporucenou literaturu
pro piredmét Matematika II, a to v irovni A i B.

[1] J. Neustupa: Matematika II. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha
2015.

[2] E. Brozikova, M. Kittlerova: Sbirka pfiklada z Matematiky II. Skriptum Strojni
fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha 2003, 2007. (Sbirka teSengch i nefeSenych prikladi )

Pro zijemce o dalsi procviceni zakladnich znalosti a dovednosti budou postupné na
webovych strankach UTM pod predmétem Matematika II dostupné soubory ” Diferencidlni pocet
(parcidlni derivace, zdkladni tlohy)”a ”Implicitni funkce”. Podstatna ¢dst téchto tloh odpovida
i pozadavkum zkousky drovné B (Beta).

Nasledujici vycet nelze chapat jako jednoznacné zarazeni uvedené tlohy do zkousky tirovné
A (alfa), resp. trovné B, ale jako orientaéni rozliseni.

Ulohy &. 1 az 4 ( véetné variant), 5a), b) vyzaduji zakladni znalosti, proto jejich ¢dsti odpovidajici
pozadavkium zkousky tirovné B jsou pouzitelné i pro tuto zkousku.

Z okruhu Implicitni funkce odpovidaji pozadavkum zkousky trovné B svym zaméfenim
a mndaroc¢nosti napt. tlohy 7 a 8 a dale napf. tlohy 9 a 10 (bez druhé derivace) a tloha ¢.
12 (bez varianty 12.1).

Z okruhu Lokalni extrémy odpovidaji zkousce B tlohy ¢. 15 az 20.

Pokud jsou vyzadovany obrazky, pak je sta¢i nacrtnout, musi vSak obsahovat vSe podstatné:
popis os, méritko, popis kiivek (ploch) a vyznaceni bodu, které jsou pro feseni tlohy dulezité,
napf. pruseciky kiivek.

1. Defini¢ni obor, graf, izokiivky, parcialni derivace, gradient, diferencovatelnost,
teéna rovina, diferencial, derivace ve sméru, popis chovani funkce

V dlohach 1 a 2, kromé formulovanych tkolu, nejprve urcete ( zapiste) definiéni obor D(f).
Daéle pak pojmenujte a na¢rtnéte v E5 plochu, kterd je grafem dané funkce. Pro lepsi predstavu
o TeSené tloze si do obrazku muzete téz zakreslit dalsi vySetfované utvary — body, vektory,
piipadné i teCnou rovinu a normélu.

1. a) Napiste postacujici podminku pro diferencovatelnost funkce n-proménnych v oteviené
mn. M C E,. Urcete a nacrtnéte v Eo mnozinu D, ve které je funkce z = f(z,y) =
/18 — 22 — 22 diferencovateln4.

b) Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A = [1,—2] ve sméru, ktery je urcen vektorem
§ = AB, kde bod B = [0,0]. Popiste chovani funkce f v bodé A v daném sméru (funkce
roste, resp. klesa, jak rychle (odhad)).

c¢) NapiSte rovnici teéné roviny a parametrické vyjadieni normély ke grafu funkee f v bodé
dotyku [1,—2, 7].

d) Napiste rovnice izokiivek (tj. f(z,y) = k) této funkce pro k& = 0,k = 3. Izokiivky
nacrtnéte.

2. a) Napiste (a zduvodnéte), ve kterych bodech [z, y] € Eg je funkce z = f(x,y) = — /by — 22
diferencovatelnd. Mnozinu téchto bodi nacrtnéte.

b) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fadu dané funkce v bodé A = [4, 5]. Popiste chovéni dané
funkce v bodé A (funkce roste, resp. klesa, v jakém sméru a odhadnéte, jak rychle).



c¢) Urcete smér §, ve kterém funkce f v bodé A nejrychleji klesa. Vypocitejte derivaci funkce
f v bodé A v tomto sméru §.

d) Napiste diferencial funkce f v bodé A = [4, 5]. Vypocitejte priblizné hodnotu funkce f
v bodé [4.3, 5.3].

. a) Urcete (se zdivodnénim) a nacrtnéte v Eo mnozinu, ve které je funkce z = f(x,y) =
In(xy —4) diferencovatelna.

b) Urcete gradient této funkce f v bodé A = [—2, —4]. Popiste, co vypocteny vektor udava.
Urcete velikost derivace zadané funkce v bodé A ve sméru gradientu.

¢) Urcete vektor §, v jehoz sméru je derivace dané funkce v bodé A nulova. Nulovou hodnotu
derivace ovéite vypocCtem.

d) Napiste rovnice izokfivek této funkce pro k = 0 a pro k = In4. Izokiivky nacrtnéte (tj.
krivky f(z,y) = k).

. Dalsi varianty tloh ¢. 1 az 3 s jinou funkci f a jinym bodem A.

Ulohy 4.7 az 4.11 Teste bez izokftivek, ulohy 4.4 az 4.11 bez grafu.

4.1. f(z,y) = /a? —9y? — 36 A=[-71]
42, f(z,y) =4 — /22 + y? A =[-3,4]
43, f(zy) = Vo —y2+2 A=[3,-1]
44. f(x,y) =In(3x —y +2) A=1[-1,-2]
-2
15, fla,y) = 222 A=1-1,2)
Yy
4.6. f(x,y) = In (zy?) A=1[2,-1]
1
4.7. f(x,y):cosx+§siny—3 A=10,7/2]
4.8. f(:c,y):%—x\/gj A=[4,1]
4.9. f(z,y) = (2® +y) e ™ A=[0,1]
2
4.10. f(z,y) = oy arctg (Q) A=11,1]
2
4.11. f(z,y) = In(xy) — Va2 +y2 — 20 A = [-2, 5]
. a) Vypocitejte derivaci funkce f(x,y) = 2% — y? + 6zy + 22 v bodé A = [~1,2] ve sméru
uréeném vektorem § = (2,—2). Je to smér maximdlniho rustu funkce f v bodée A?
Zduvodnéte !

b) Uréete viechny body, v nichz je gradient funkce f roven nulovému vektoru.

¢) Najdéte dotykovy bod a rovnici teéné roviny 7 ke grafu funkce f rovnobézné s rovinou
o0: dx+6y—2+3=0.

. a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fadu funkce z = f(z,y) = y?sin(z? — y?).

b) Napiste rovnici teéné roviny ke grafu funkce f v bodé dotyku [1, 1, ?]. Vysledku pouzijte
pro vypocet piriblizné hodnoty funkce f v bodé [0.9, 1.1].

c) Dokazte, ze dana funkce vyhovuje pro vSechna [z, y] € Eg diferencialni rovnici

3f of
= = 2xz.
or "Wy T 2
6.1. Varianta ulohy c): Oveéite, ze funkce u(x,t) = sin(z —ct) a funkce u(x,t) = sinwct-sinwzx
1 o .. 0% 5 0%u ) )
vyhovuji diferencialni rovnici 2 = ¢ 92 (tzv. vlnova rovnice).

6.2. Varianta ulohy c): Ovéite, ze funkce u(x y) = ¢% siny vyhovuje diferencidlni rovnici
0%u 4 0%u
ox? = 0y?

= 0 (Laplaceova rovnice).



Vysledky:

1. Graf: "horni”¢ést (tj. z > 0) elipsoidu 2 + 2y? + 22 = 18

a) D = {[x,y] € Ey : 18 — 22 — 2y® > 0}, tj. vnittek elipsy se stiedem v pocitku, poloosy:
a=3v2, b=3, v mnoziné D mé dand funkce spojité parcidlni derivace

b) gradf(A) = (=1/3,4/3), § = (—1,2), aajf(A) = 3v/5/5, dané funkce v bodé A v daném
sméru roste, a to se sklonem asi 50° °

c)T:2=3—(r—1)/3+4(y+2)/3, po Gpravé: z — 4y + 3z = 18,

norméla n: (z,y,2) =[1,-2,3] +t(1,—4,3),t € R

d) Izoktivky (vrstevnice) jsou elipsy: 22 + 2y? = 18 (hranice D(f), pro k=0),

resp. 22 +2y? =9 (prok = 3).

2. Graf: ”dolni”éast (z < 0) rotacniho paraboloidu y = (2% + 22)/5, osa v ose ¥.
a) V bodech [z,y] € Es : 5y — 2% > 0, tj. vnitiek paraboly s vrcholem v pocitku a osou v ose ,
v téchto bodech ma danéa funkce spojité parcidlni derivace.

of

b) a—x(A) = 4/3, dana funkce v bodé A v kladném sméru osy x roste, a to se sklonem asi
d

50° — 55°, aj;(A) = —5/6, dané funkce v bodé A v kladném sméru osy y klesd, a to se sklonem

asi 40°. 9

¢) § = —gradf(A) = (—4/3,5/6), 8%<A) = —|lgradf(A)|| = — v/89/6 = —1.6, tedy pokles se

sklonem témér 60° d) df(A) = 5 do— 2 dy, f(4.3,5.3) = f(A)+ 3 0.3 -2 0.3 =—2.85.

3.a) D ={[z,y] € Ea: zy — 4 > 0}, v mnoziné D ma dand funkce spojité parcidlni derivace.

D je oteviend mnozina ohrani¢end kiivkou y = 4/xz, D = D;UDs (mnozina v 1. a 3. kvadrantu)
b) gradf(A) = (—1, —1/2) udévé smér maximalniho ristu dané funkce v bodé A ¢) 5 Lgradf(A),
napf. § = (1/2,—1)

d) Cy = {[z,y] € Eg : In(zy — 4) = 0}, tj. kiivka y = 5/z, Co = {[z,y] € Ez : In(xy — 4) = In4},
tj. kiivka y = 8/x.

4.1. Graf: "horni”¢ést (z > 0) dvoudilného hyperboloidu 22 — 9y? — 22 = 36, vrcholy v bodech
(6,0, 0], [~6,0,0].

4.2. Graf: ”dolni”¢ast rota¢ni kuzelové plochy, osa v ose z, vrchol v bodé [0, 0, 4].

4.3. Graf: "horni”¢ést (z > 0) rotaéniho paraboloidu x = y? + 22 — 2, osa v ose z, vrchol
[—2,0,0].

of

5. a) == (A) = 11v2. Nen{ to smér maximalniho ristu dané funkce v bodé A, tim je smér
(vektor) gradf(A) = (12,-10) b) z =—-1/10, y = —3/10
c) viz [2], pf. 140: T'=[1,0,3], 4o+ 6y — 2z — 1 = 0.

6. a) fi(x,y) = 2zy* cos(z® — ¢?), fy(z,y) = 2y sin(z? — y*) — 2¢y° cos(z® — ¢?).
b) z =2z —2y, f(0.9,1.1)=—04.



2. Implicitni funkce
2.1. Funkce jedné proménné y = f(x) definovand implicitné rovnici F'(z,y) =0

7. a) Vypotitejte parcidlni derivace 1. fadu funkce F(z,y) = 2%y — 2% — 2. /y + 1.
b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) =0 je v okoli bodu [z, yo] = [1, 4] implicitné ur¢ena funkce
y = f(x), kterd ma spojitou derivaci f'(x).
c¢) Urcete hodnotu derivace f’(1) a napiste rovnici teény ke grafu funkce f v bodé dotyku
1, 4].
d) Rovnici te¢ny uzijte k ptibliznému vypoctu hodnoty y = f(z) v bodé = = 0.8.

8. Dalsi varianty této tlohy s jinou funkei F' a bodem [xg, yol:

8.1. F(z,y) = ye® + 4% — 22%y — 2, [x0,%0] = [0, 1]; vypocet f'(0), rovnice teény a rovnice
normély ke grafu funkce y = f(z) v bodé [0, 1], popis chovani této funkce v bodé zy = 0, tj.
rostouci, resp. klesajici, jak rychle (odhad).

2
8.2. F(x,y) = 2°+ % —2%y—1, [z, y0] = [1, 2]; vypocet f'(1), rovnice tecny ke grafu funkce

y = f(z) v bodé [1, 2], popis chovan{ této funkce v bodé xg = 1. Pokud vite, ze (1) =1,
nacrtnéte do jednoho obrazku tec¢nu a tvar grafu funkce y = f(x) v okoli bodu zy = 1.

Nasledujici ¢tyii ilohy maji spoleénou ¢ést
a) Napiste postacujici podminky pro existenci spojité funkce y = f(x) uréené implicitné

rovnici F(z,y) = 0 v okoli bodu [zg,yo] a pro spojitost jeji derivace f'(z) v okoli bodu
r = X(Q.

9. b) Ovéite (viechny predpoklady), Ze rovnici F(z,y) = 2> + 222y +3* —1 =0 je implicitné
urcena funkce y = f(x), jejiz graf prochdzi bodem [z, yo] = [2, —1] a kterd m4 spojitou
1. a 2. derivaci v okoli bodu zy = 2.
¢) Urcete hodnoty derivaci f'(2) a f"(2).
d) Napiste Tayloruv polynom 2. stupné T(x) funkce f se stfedem v bodé xy = 2. Pomoci
T»(x) pak vypocitejte ptiblizné hodnotu f(z) pro z = 2.2.

10. b) Ovéite (viechny piedpoklady), ze rovnici F(z,y) = 23 +2y?>+2y—7 =0 je v okoli bodu

xo = 1 definovéna diferencovatelnd kladna funkce y = f(x). Uréete hodnotu yo = f(zo).

¢) Vypoctéte hodnotu derivace f/(1) a napiSte rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé [zg, yo]-

d) Zjistéte, zda je funkce f konvexni nebo konkdvni v okoli bodu zy = 1. Nacrtnéte tvar
grafu funkce f v okoli bodu [z, yo].

11. b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) = 22 +2y?> —2xy—y = 0 je implicitné uréena diferencovatelna
funkce y = f(x), jejiz graf prochdzi bodem [z, yo] = [1,1].
c) Vysetfete, zda funkce y = f(z) ma v bodé xp = 1 lokalni extrém. Pokud ano, urcete, zda
se jednd o lokalni maximum nebo lokdlni minimum. (Zduavodnéte.)

12. b) Ovéite, ze rovnici F(z,y) =In(x+y)+2z+y =0 je implicitné urcena funkce y = f(x),
kterd mé spojitou derivaci v okoli bodu zp = —1 a spliiuje podminku f(—1) = 2.
c¢) Urcete hodnotu derivace f’(—1). Napiste rovnici te¢ny a rovnici normély ke grafu funkce
f v bodeé [—1,2].
d) Rovnici te¢ny uzijte k vypoctu pfiblizné hodnoty funkce f v bodé x = —0.9.
12.1. Varianta predchéazejici ulohy: F(z,y) = zye® ¥ — % =0,20 =1, f(1) = 2, tecna ke

grafu funkce f v bodé [1, 2], vypocet ptiblizné hodnoty funkce f v bodé x = 1.1, vypocet
hodnoty 2. derivace f”(1).



2.2. Funkce dvou proménnych z = f(z,y) definovana implicitné rovnici F(z,y,z) =

0

13. a) Napiste a ovéite (véechny predpoklady), ze rovnici F(z,y, z) = 23 + 3222 — 22y = 0 je
implicitné uréena funkce z = f(x,y), jejiz graf prochdzi bodem A = [—1,—2,1] a kterd

ma4 spojité parcidlni derivace 1. fadu v okoli bodu [z, yo] = [—1, —2].

b) Uréete hodnoty derivaci % a % v bodé [—1,—2]. Napiste gradient funkce f v bodé

0
(~1,-2].

c) Napiste rovnici teéné roviny 7 a rovnici norméaly n ke grafu funkce f v bodé A (tj. téz

k ploge popsané rovnici F(z,y, z) = 23 + 3222 — 2y = 0).

d) Rovnici te¢né roviny uzijte k vypoétu pfiblizné hodnoty funkce f v bodé [—0.9, —2.1].

14. a) Ovéite (viechny predpoklady), ze rovnici F(z,y,2) = 23 + 3> + 22 +2yz — 6 = 0 je
implicitné uréena funkce z = f(z,y), jejiz graf prochdzi bodem A = [1,2, —1] a kterd ma

spojité parcidlni derivace 1. tddu v okoli bodu [zg, yo] = [1,2].

b) Urcete hodnoty parcidlnich derivaci % a % v bodé [1,2].

¢) Urcete derivaci funkce f v bodé [1,2] ve sméru @ = (—1,2).

d) Napiste smér §, ve kterém funkce f v bodé [1,2] nejrychleji klesd. Vypocitejte derivaci

funkce f v bodé [1,2] v tomto sméru §.

Vysledky:

7. Fi(x,y) = 220y —32%, Fj(z,y) = 2 — ﬁ /(1) = =10, teéna:y =4—10(x—1), f(0.8) =6.

8.1 Fy(x,y) = ye* —dxy, F)(x,y) = e"+2y—222, f'(0) = —1/3, tecna:y =1—x/3, normala:
y =143z, funkce f je v bodé zy = 1 klesajici, sklon tec¢ny je mensi nez 30°, pfesnéji asi 20°.
8.2 F!(z,y) = 32% — 2xy, Fj(z,y) =y —2*, f'(1) =1, tetna:y=x+1, funkce f je v bodé

xzg = 1 rostouci, sklon te¢ny je 45°.

9.¢) f'(2) = f"(2) = =1 d) Th(z) =1 —z — (z — 2)2/2, f(2.2) = —1.22. 10. b) yy = 2
f/(1)=-9/5, tetna: y=2—2(x—1) d) f’(1)=138/125, f je konvexni.

11.¢) f/(1) =0, f"(1) = —2, funkce f ma v bodé zy = 1 lokdlni maximum.

12. viz [2], pf. 195, f/(1) = —3/2.

12.1 Fy(z,y) = (y +zy)e” ™Y, Fy(z,y) = (z —ay)e*™Y, f/(z) =
tecna: y = 2+ 4(x — 1), f(1.1) =24, f’(1) = —10.

13. a), b) viz [2], pf. 187 ¢) 71z —y—32+2=0,
norméla n : (z,y,2) =[-1,-2,1] +¢(1,—-1,-3), t € R.

Yty
T —xy

? f/(]') = 4’

Pozn. Teénou rovinu k plose F(x,y, z) = 0 lze uréit téz uzitim vztahu grad F(A)- (X — A) =
. 5 of of of
14. 2 . 197 b) =—(1,2) =-1/5, —(1,2) = —11/5 1,2) = -21v5/25
VIZ[ }7pr ) 8.’13( ) ) / ’ ay( ’ ) / C) ﬁ( ’ ) f/
of

d) ¥ = —gradf(1,2) = (1/5,11/5), = (1,2) = - V122/5.

)

0.



3. Extrémy funkci dvou proménnych

V nésledujicich tlohach

a) Napiste nutnou podminku pro lokdlni extrém funkce n-proménnych v bodé A. Napiste
postacujici podminky pro lokdlni minimum (resp. maximum) funkce f(x,y) v bodé A.

b) Vysetiete lokdlni extrémy dané funkce f, tj. urcete jejich polohu, typ a funkéni hodnotu.

15. f(z,y) = 2? + 12y* — 62y + 4z 21. f(a:,y)zxy—i—%—i—%

16. f(z,y) = a® +y* — 122 + 6y 22. f(z,y) = 2% +8y> — 6ay +5
17. f(z,y) =2y —y? —xe® 23. f(x,y):x3+y3+%x2—12x—3y
18. f(z,y) = 2> +y? — 222 — 20y + 6 24. f(x,y)=x2+y—x\/ﬂ—6x+12
19. f(z,y) = 23+ 3y* — 6oy — 92 + 8 25. f(z,y) = e*/? (x +y?)

20. f(z,y) =2+ 20 +yt —4y+7 26. f(z,y) =22 +2y+y> —6Ilnx

Vysledky: 15. fmin(—8,—2) = —16. 16. fmin(2, —3) = —25, v bodé [-2, —3] neni extrém.
17. fmax(—1,1) =1+ 1/e. 18. fmin(2,2) =2, v bodé [0, 0] neni extrém.

19. fmin(3,3) = —19, v bodé [—1, —1] nen{ extrém. 20. fuin(—1,1) =3. 21. fiin(5,2) = 30.
22. fmin(1,1/2) =4, v bodé [0, 0] neni extrém.

23. fuin(1,1) = —17/2 fmax(—4, —1) = 58, v bodech [1, —1], [4, 1] nen{ extrém.

24. fuin(4,4) =

25. fmin(—2,0) = —2/e

26. fmin(2,—1) =3 —61n2, bod [-2,1] ¢ D(f).

27. a) Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y) =222 +y?> —xy+3z+y+1.
b) Zduvodnéte existenci a najdéte absolutni extrémy této funkce na tsecce AB,
kde A =10,2], B =[1,1].
[ a‘) lokaln{ fl’Ilil’l(_17 _1) = _17 b) fmin(l/273/2> = 6; fmax(oy 2) = fmaX(L 1) = 7]

V nasledujicich tfech ilohéch

a) Zduvodnéte existenci absolutnich extrému funkce f na dané mnoziné M.

b) Absolutni extrémy vysetiete, tj. stanovte jejich polohu a vypocitejte hodnotu maxima i
minima funkce f na mnoziné M.

28. f(z,y) =2 +a2y—3x—y, M={
(

z,y| €Eo; 2 4+y <3, >0, y>0}.
[fmin(oag) = _37 fmax(oao) = fmax )

[
3, 0].
29. f(z,y) =2 —2x+y%, M= {|r,y] €Es; 22 +9y> <9, y >0} (Pro vysetieni bodi na

hranici muzete uzit poldrnich souradnic, ilohu vsak lze fesit i bez nich.)

[ fmin(lao) = _17 fmax<_370) = 15]

30. f(r,y)=z+Inz—y? M={[r,y]€Ey; y=a0+1, 1/4<z<1}.
[fmin(lv2) = _37 fmax(l/2a3/2> = _7/4_1n2 = _274a f(1/47 5/4) = _21/16_1n4 = _277

neni extrém | .



