
Funkce jedné proměnné y = f(x) definovaná implicitně rovnićı F (x, y) = 0
Na základě úloh ze zkoušek sestavila Olga Majlingová,

drobně doplnil Frantǐsek Mráz (9. 3. 2016)

V následuj́ıćıch úlohách je dána funkce F (x, y) a bod [x0, y0].

1. Ověřte, že rovnićı F (x, y) = 0 je v okoĺı bodu [x0, y0] implicitně určena funkce
y = f(x), která má spojitou derivaci (prvńıho i druhého řádu).

2. Určete hodnotu derivace f ′(x0). Napǐste rovnici tečny ke grafu funkce f v bodě
dotyku [x0, y0].

3. Určete hodnotu druhé derivace f ′′(x0).

Poznámka:
1. Ověřte splněńı tř́ı předpoklad̊u: a) F (x0, y0) = 0; b) v okoĺı bodu [x0, y0] jsou parc. derivace Fx, Fy

spojité; c) Fy(x0, y0) 6= 0 (pro 3. část úlohy ještě spojitost parc. derivaćı 2. řádu).

2. f ′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
, rovnice tečny: y = y0 + f ′(x0)(x− x0).

Poznámka:
Při znalosti derivace f ′(x0) a rovnice tečny lze řešit daľśı části úlohy:
Popǐste chováńı funkce f v okoĺı bodu x0, tj. zda je rostoućı, resp. klesaj́ıćı, odhadněte rychlost změny
(sklon tečny).
Pomoćı rovnice tečny určete přibližně hodnotu funkce f v daném bodě x, ”bĺızko”bodu x0.
Napǐste rovnici normály ke grafu funkce f v v bodě dotyku [x0, y0]. Načrtněte obě př́ımky.
Podobně na znalost hodnoty druhé derivace f ′′(x0) mohou navazovat daľśı úlohy: Je funkce f konvexńı,
resp. konkávńı v okoĺı bodu x0? Má funkce f lokálńı extrém v bodě x0 ? Pokud ano, jaký ?
Pro funkci f napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně se středem v bodě x0.

1. F (x, y) = x2 + y2 − xy − 3y, [x0, y0] = [2, 4]

Fx = 2x− y, Fy = 2y − x− 3, Fx(2, 4) = 0, Fy(2, 4) = 3, f ′(2) = −Fx(2, 4)

Fy(2, 4)
= 0

tečna : y = 4

f ′′(x) = −(2− y′)(2y − x− 3)− (2y′ − 1)(2x− y)

(2y − x− 3)2
, f ′′(2) = −2
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2. F (x, y) = x2 + y3 − xy − 3, [x0, y0] = [2, 1]

Fx = 2x− y, Fy = 3y2 − x, Fx(2, 1) = 3, Fy(2, 1) = 1, f ′(2) = −Fx(2, 1)

Fy(2, 1)
= −3

tečna : y = 1− 3(x− 2)

f ′′(x) = −(2− y′)(3y2 − x)− (6yy′ − 1)(2x− y)

(3y2 − x)2
, f ′′(2) = −62

3. F (x, y) = x3 + xy2 − 3xy + 1, [x0, y0] = [1, 2]

Fx = 3x2 + y2 − 3y, Fy = 2xy − 3x, Fx(1, 2) = 1, Fy(1, 2) = 1, f ′(1) = −Fx(1, 2)

Fy(1, 2)
= −1

tečna : y = 2− (x− 1)

f ′′(x) = −(6x + 2yy′ − 3y′)(2xy − 3x)− (3x2 + y2 − 3y)(2y + 2xy′ − 3)

(2xy − 3x)2
, f ′′(1) = −6
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4. F (x, y) = x3 + y4 − sin y − 8, [x0, y0] = [2, 0]

Fx = 3x2, Fy = 4y3 − cos y, Fx(2, 0) = 12, Fy(2, 0) = −1, f ′(2) = −Fx(2, 0)

Fy(2, 0)
= 12

tečna : y = 12(x− 2)

f ′′(x) = −6x(4y3 − cos y)− 3x2(12y2 y′ + y′ sin y)

(4y3 − cos y)2
, f ′′(2) = 12

5. F (x, y) = yex + y2 − 6, [x0, y0] = [0, 2]

Fx = yex, Fy = ex + 2y, Fx(0, 2) = 2, Fy(0, 2) = 5, f ′(0) = −Fx(0, 2)

Fy(0, 2)
= −2
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tečna : y = 2− 2

5
x

f ′′(x) = −(exy + exy′)(ex + 2y)− (yex)(ex + 2y′)

(ex + 2y)2
, f ′′(0) = − 38
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Funkce dvou proměnných z = f(x, y) definovaná implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0
(tato látka neńı v požadavćıch ke zkoušce úrovně B)

V následuj́ıćıch úlohách je dána funkce F (x, y, z), bod A = [x0, y0, z0] a bod P .

1. Ověřte, že rovnićı F (x, y, z) = 0 je v okoĺı bodu [x0, y0, z0] implicitně určena
funkce z = f(x, y), která má spojité parciálńı derivace.

2. Vypoč́ıtejte parciálńı derivace funkce z = f(x, y). Napǐste gradient funkce f
v bodě [x0, y0].

3. Napǐste rovnici tečné roviny ke grafu funkce f v bodě dotyku [x0, y0, z0].
Napǐste diferenciál funkce f v bodě [x0, y0].
Výsledku využijte k výpočtu přibližné hodnoty funkce f v daném bodě P .

4. Určete derivaci funkce f v bodě [x0, y0] v daném směru ~s.

Poznámka:
1. Ověřte splněńı tř́ı předpoklad̊u: a) F (A) = 0; b) v okoĺı bodu A jsou parc. derivace Fx, Fy, Fz spojité;

c) Fz(A) 6= 0.

2.
∂f

∂x
(x, y) = −Fx(x, y, z)

Fz(x, y, z)
,
∂f

∂y
(x, y) = −Fy(x, y, z)

Fz(x, y, z)
.

3. Rovnice tečné roviny: z = z0 +
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Diferenciál df(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0) dx +

∂f

∂y
(x0, y0) dy.

4. Derivace ve směru ~s:
∂f

∂~s
(x0, y0) =

gradf(x0, y0) · ~s
||~s||
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Poznámka:
Na základě znalosti parciálńıch derivaćı a tečné roviny v daném bodě lze řešit daľśı části úlohy:
Popǐste chováńı funkce f v okoĺı bodu [x0, y0] v kladném směru osy x, resp osy y, tj. zda je rostoućı, resp.
klesaj́ıćı, odhadněte rychlost změny (sklon tečny). Podobně popǐste chováńı v daném směru ~s - ze znalosti
derivace ve směru.
Napǐste kolmý vektor a rovnici normály ke grafu funkce f v v bodě dotyku A = [x0, y0, z0].
Určete směr, ve které funkce f v bodě [x0, y0] nejrychleji roste, resp. nejrychleji klesá. Jaká je hodnota
derivace v tomto směru ?
Určete směr, ve které má funkce f v bodě [x0, y0] nulovou derivaci.

1. F (x, y, z) = x3 + y2 + z3 + xyz − 2, A = [−1, 2, 1], ~s = (2, 1), P = [−0.9, 1.9]

Fx = 3x2 + yz, Fy = 2y + xz, Fz = 3z2 + xy, gradf(−1, 2) = (−5,−3)

tečná rovina : z = 1− 5(x + 1)− 3(y − 2); df(−1, 2) = −5 dx− 3 dy

f(−0.9, 1.9)
.
= 1− 0.5 + 0.3 = 0.8

∂f

∂~s
(−1, 2) =

(−5,−3) · (2, 1)√
5

= − 13√
5

= −13
√

5

5

2. F (x, y, z) = 2x2z − xy + z2, A = [1, 0,−2], ~s = (1, 1), P = [0.9, 0.1]

Fx = 4xz − y, Fy = −x, Fz = 2z + 2x2, gradf(1, 0) = (−4,−1/2)

tečná rovina : z = −2− 4(x− 1)− y/2; df(1, 0) = −4 dx− 1

2
dy

f(0.9, 0.1)
.
= −2 + 0.4− 0.05 = −1.65

∂f

∂~s
(1, 0) =

(−4,−1/2) · (1, 1)√
2

= − 9

2
√

2
= −9

√
2
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3. F (x, y, z) = x + y2 + z3 + x2yz − 4, A = [1,−2, 1], ~s = (1,−1), P = [1.1,−2.1]

Fx = 1 + 2xyz, Fy = 2y + x2z, Fz = 3z2 + x2y, gradf(1,−2) = (3, 3)

tečná rovina : z = 1 + 3(x− 1) + 3(y + 2); df(1,−2) = 3 dx + 3 dy

f(1.1,−2.1)
.
= 1 + 0.3− 0.3 = 1

∂f

∂~s
(1,−2) =

(3, 3) · (1,−1)√
2

= 0, tj. pohyb po vrstevnici

4. F (x, y, z) = x2y + y2x + z2 + xy2z − 4, A = [−3, 1, 2], ~s = (−1,−2), P = [−2.9, 1.1]

Fx = 2xy + y2 + y2z, Fy = x2 + 2xy + 2xyz, Fz = 2z + xy2, gradf(−3, 1) = (3, 9)

tečná rovina : z = 2 + 3(x + 3) + 9(y − 1); df(−3, 1) = 3 dx + 9 dy

f(−2.9, 1.1)
.
= 2 + 0.3 + 0.9 = 3.2

∂f

∂~s
(−3, 1) =

(3, 9) · (−1,−2)√
5

= − 21√
5

= −21
√

5

5
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