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Nevlastni integral ( pracovni text)

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Definice Riemannova integralu f: f(z)dz predpokladd, ze interval (a,b) je omezeny a funkce f
je v ném omezena. Pokud tento pfedpoklad neni splnén, pak Riemannuv integral neexistuje. Pfesto
mohou nastat situace, ve kterych je vhodné se takovym integralem zabyvat.

Pfedpokladejme, ze Riemannuv integral dand funkce f v intervalu (a,b) neexistuje, ze vSak pro
kazdé ¢ € (a,b) je funkce f integrovatelnd v intervalu (a,t).

Jestlize existuje limita

i ([ f(o) ),

pak jeji hodnotu nazyvame nevlastnim Riemannovym integralem se singuldrni horni mezi. Pokud je
tato hodnota konecna, pak fikame, ze integrdl konverguje. Pokud je tato hodnota 400 nebo —oo, pak
tikame, ze integrdl diverguje.

Analogicky je definovéan nevlastni Riemannuv integrdl se singuldrni dolni mezi.

Je-li funkce f v intervalu (a,b) neomezend, mluvime o nevlastnim integrdlu vlivem funkce. Je-li
interval (a,b) neomezeny, mluvime o nevlastnim integrdlu viivem meze.

Protoze integrél v této definici, tj. integral fj f(z) dz, je primitivni funkef k funkei f v piislusném
intervalu, lze pfi vypocétu nevlastniho integralu postupovat podle nasledujici véty.

Véta IV.6.6. Necht funkce f je spojitd v intervalu (a, b). Potom existuje integrél fab f(z)dz a plati

/b flz)de =lim ¢, F(t) — lim 4, F(2),

pokud vyraz na pravé strané m& smysl.

Poznamka. Je-li funkce f spojitd v intervalu (a,b), ktery je omezeny, pak hodnoty limit jsou F(b),
resp. F'(a) a jedna se o Newtonovu-Leibnizovu formuli pro ”bézny” Riemannuv integral.

Priklady

+o0
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Reseni: Jedn4 se o nevlastni integral, v némz jsou singuldrni obé meze. Integrovand funkce je spojita
v intervalu (—oo, +00). Neurcity integral je

dr = 7.

/ a2 dx = arctgx + C. Podle vyse uvedené véty tedy pocitdme nevlastni integral takto:
x

400 1
/ dr =1lim , , . arctgr — lim ,_,  arctgx = g — (==) = 7, dany integral konverguje.
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/3 ! dz = In(4/3).
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Reseni: Definién{ obor D(f) = (—oo, —1) U (—1,0) U (0, +00). V intervalu (3, +00) je tedy integrovans
funkce spojita. Jedna se o nevlastni integrdl vlivem horni meze, muzeme postupovat podle uvedené
véty. Primitivni funkci uréime pomoci rozkladu na souéet parcidlnich zlomku. Vypocet je proveden
podrobné v textu [3] na této webové strénce.
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/ dx:/—dlen]az|—ln|x+1|+0.
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Po tpravé vyrazu s logaritmy a vyuzitim toho, ze na daném intervalu je z > 0 Ize primitivni funkci

napsat ve tvaru F(x) = In .
P (z) T+ 1



Vypocet dokonéime podle uvedené véty:

+oo 1
/3 O dz = xllgloo In . j_ . F3) = ,lliq Inz —1n(3/4) = In(4/3), dany integral konverguje.

Pti vypoctu limity jsme postupovali podle véty o limité slozené funkce.

Podobné postupujeme v nasledujicim prikladu se stejnou funkci, kde se v8ak jednd o nevlastni integral
se singularni dolni mezi, a to vlivem funkce. Ta neni omezend v pravém okoli bodu x = 0.

22
vypoctu dostavame:

1
1
/ n dz = +oo. Primitivni funkce je stejna jako v predchozim piikladu, takze v zavéreéné Casti
0 x

1
1
/0 i de = F(1) — xli)r&r In . f_ 1= In(1/2) — Zl_i}r(r)i Inz =1n(1/2) — (—o0) = +00, dany integral

diverguje.

Upozornéni: Nasledujici dvé ulohy predpoklddaji znalost integrace racinalni funkce s polynomem
stupné 3 ve jmenovateli, kterd je v pozadavcich ke zkousce Alfa. V nize uvedené Sbirce jsou v odstavci
IT1.4 tfesené piiklady pro vSechny mozné situace této zminéné typové tlohy integrace. P¥i vypoctu
limit postupujeme podobné jako v piredchozich dvou tlohéach.
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V tomto piikladu se jednd o tii redlné ruzné kofeny a tedy nésledujici rozklad na soucet parcidlnich
zlomku. Déle postupujeme podle véty o vypoctu nevlastniho integralu.
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@-D@+3)@-1) z-4 243 21 z-4 213 z-1

3 — 422 + 4x
V tomto piikladu se jednd o dva redlné kofeny, z nichz jeden je dvojnasobny. Rozklad na soucet
parcialnich zlomku vede k nasledujicimu vyjadieni dané funkce:
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Dalsi piiklady.

Uréete primitivni funkei F'(x). Vypocétem pak rozhodnéte, zda dany nevlastni integrél konverguje ¢i
diverguje.

+00 1 1 1
/ 5 dz = 1, konverguje / — dx = +o00, diverguje F(z)=-—
1 x o T

1
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oo 1 21 1 1
5 dz = - In3. dz = 4o00. F(z)=-Injz—1|—= In|z+1|
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Piiklad ¢. 8 je vyfeSen ve sbirce [2], a to véetné prvni ¢&asti, tj. nalezeni primitivni funkce pomoci
rozkladu na soucet parcialnich zlomku.
Integrace per-partes

1 +00
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Integrace substituci

Heo 2 1 5 1
/ xe ¥ dr= 3 substituce —z* = t, pak F(z) = ) e .
0

1

+00 1
/ 5—dr = 1. substituce Inx = t, pak F(z) = ———
e

xz In“x Inx’

+o0 1 1
/0 922 de =m/6 substituce 3z = t, pak F(x) = 3 arctg(3z).

Skriptum [1] obsahuje nefesené piiklady s vysledky a dva piiklady resené.
Dalsi priklady, feSené i nefeSené, jsou ve Shirce [2].
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