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Nevlastní integrál ( pracovní text)

Pøípadné námìty k tomuto textu sdìlte laskavì F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

De�nice Riemannova integrálu
∫ b
a f(x) dx pøedpokládá, ¾e interval 〈a, b〉 je omezený a funkce f

je v nìm omezená. Pokud tento pøedpoklad není splnìn, pak Riemannùv integrál neexistuje. Pøesto
mohou nastat situace, ve kterých je vhodné se takovým integrálem zabývat.

Pøedpokládejme, ¾e Riemannùv integrál daná funkce f v intervalu 〈a, b〉 neexistuje, ¾e v¹ak pro
ka¾dé t ∈ 〈a, b) je funkce f integrovatelná v intervalu 〈a, t〉.
Jestli¾e existuje limita

lim t→b− (
∫ t

a
f(x) dx),

pak její hodnotu nazýváme nevlastním Riemannovým integrálem se singulární horní mezí. Pokud je
tato hodnota koneèná, pak øíkáme, ¾e integrál konverguje. Pokud je tato hodnota +∞ nebo −∞, pak
øíkáme, ¾e integrál diverguje.

Analogicky je de�nován nevlastní Riemannùv integrál se singulární dolní mezí.

Je-li funkce f v intervalu (a, b) neomezená, mluvíme o nevlastním integrálu vlivem funkce. Je-li
interval (a, b) neomezený, mluvíme o nevlastním integrálu vlivem meze.

Proto¾e integrál v této de�nici
∫ t
a f(x) dx, tj. integrál jako funkce horní meze je primitivní funkcí

k funkci f v pøíslu¹ném intervalu, lze pøi výpoètu nevlastního integrálu postupovat podle následující
vìty.

Vìta IV.6.6. Nech» funkce f je spojitá v intervalu (a, b). Potom existuje integrál
∫ b
a f(x) dx a platí∫ b

a
f(x) dx = lim t→b− F (t)− lim t→a+ F (t),

pokud výraz na pravé stranì má smysl.

Poznámka. Je-li funkce f spojitá v intervalu 〈a, b〉, který je omezený, pak hodnoty limit jsou F (b),
resp. F (a) a jedná se o Newtonovu-Leibnizovu formuli pro "bì¾ný" Riemannùv integrál.

Pøíklady

A1.
∫ +∞

−∞

1
1 + x2 dx = π.

Øe¹ení: Integrovaná funkce je spojitá v intervalu (−∞,+∞). Neurèitý integrál je∫ 1
1 + x2 dx = arctg x+ C. Podle vý¹e uvedené vìty tedy poèítáme nevlastní integrál takto:∫ +∞

−∞

1
1 + x2 dx = lim x→+∞ arctg x− lim x→−∞ arctg x = π

2 − (−π2 ) = π.

A2.
∫ +∞

2

1
x2 − 1 dx = 1

2 ln 3. Pøíklad je vyøe¹en ve sbírce [2], a to vèetnì první èásti, tj. nalezení primitivní
funkce pomocí rozkladu na souèet parciálních zlomkù.

A3.
∫ +∞

3

1
x2 + x

dx = ln(4/3).

Øe¹ení: De�nièní obor D(f) = (−∞,−1)∪ (−1, 0)∪ (0,+∞). V intervalu (3,+∞) je tedy integrovaná
funkce spojitá. Jedná se o nevlastní integrál vlivem horní meze, mù¾eme postupovat podle uvedené
vìty. Primitivní funkci urèíme pomocí rozkladu na souèet parciálních zlomkù. Ten má tvar
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1
x2 + x

= A

x
+ B

x+ 1. Po vynásobení spoleèným jmenovatelem získáme rovnici, která vyjadøuje rovnost
dvou polynomù.
1 = A(x+ 1) +Bx.
Porovnáním koe�cientù u stejných mocnin nebo dosazením vhodných hodnot, napø. x := −1, resp.
x := 0 urèíme, ¾e A = 1, B = −1.

Je tedy
∫ 1

x2 + x
dx =

∫ 1
x
− 1
x+ 1 dx = ln |x| − ln |x+ 1|+ C.

Po úpravì výrazù s logaritmy a vyu¾itím toho, ¾e na daném intervalu je x > 0 lze primitivní funkci
napsat ve tvaru F (x) = ln x

x+ 1.

Výpoèet dokonèíme podle uvedené vìty:∫ +∞

3

1
x2 + x

dx = lim
x→+∞

ln x

x+ 1 − F (3) = ln 1− ln(3/4) = ln(4/3).

Pøi výpoètu limity jsme postupovali podle vìty o limitì slo¾ené funkce.

Podobnì v následujícím pøíkladu se stejnou funkcí, kde se v¹ak jedná o nevlastní integrál vlivem
funkce. Ta není omezená v pravém okolí bodu x = 0.

A4.
∫ 1

0

1
x2 + x

dx = +∞. Primitivní funkce je stejná jako v pøedchozím pøíkladu, tak¾e v závìreèné èásti
výpoètu dostáváme:∫ 1

0

1
x2 + x

dx = F (1)− lim
x→0+

ln x

x+ 1 = ln(1/2)− lim
y→0+

ln y = ln(1/2)− (−∞) = +∞.

Upozornìní: Následující úlohy pøedpokládají znalost integrace racinální funkce s polynomem stupnì
3 ve jmenovateli, která je v po¾adavcích ke zkou¹ce Alfa. V po¾adavcích zkou¹ky Beta je v tìchto
úlohách zvládnutí funkce s polynomem stupnì 2 ve jmenovateli. V ní¾e uvedené Sbírce jsou v odstavci
III.4 øe¹ené pøíklady pro v¹echny mo¾nosti této zmínìné typové úlohy integrace.

A5.*
∫ 3

1

16x+ 20
(x− 4)(x+ 3)(x− 1) dx = −∞.

V tomto pøíkladu se jedná o tøi reálné rùzné koøeny a tedy následující rozklad na souèet parciálních
zlomkù. Dále postupujeme podle vìty o výpoètu nevlastního integrálu.

16x+ 20
(x− 4)(x+ 3)(x− 1) = A

x− 4 + B

x+ 3 + C

x− 1 = 4
x− 4 + −1

x+ 3 + −3
x− 1.

A6*.
∫ +∞

3

x− 8
x3 − 4x2 + 4x dx = −3 + ln 9.

V tomto pøíkladu se jedná o dva reálné koøeny, z nich¾ jeden je dvojnásobný. Rozklad na souèet
parciálních zlomkù vede k následujícímu vyjádøení dané funkce:

x− 8
x3 − 4x2 + 4x = A

x
+ B

x− 2 + C

(x− 2)2 = −2
x

+ 2
x− 2 + −3

(x− 2)2 .

Nevlastní (Riemannùv) integrál je vysvìtlen v kapitole V.6 skripta [1]. Obsahuje neøe¹ené pøíklady
s výsledky a dva pøíklady øe¹ené. Dal¹í pøíklady, øe¹ené i neøe¹ené, jsou ve Sbírce [2].
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