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III. Vícefaktoriální experimenty



Vícefaktoriální návrhy experimentů                            

Efekt faktoru = průměrná změna odezvy při změně  
                          úrovně faktoru B1 B2

A1 y11 y12

A2 y21 y22

Â =
y21 + y22

2
� y11 + y12

2

B̂ =
y12 + y22

2
� y11 + y21

2

y2. y.1
y1. y.2

A1 A2 B1 B2

_ _ _
_
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Efekt faktoru = průměrná změna odezvy při změně  
                          úrovně faktoru B1 B2

A1 y11 y12

A2 y21 y22

Â =
y21 + y22

2
� y11 + y12

2

B̂ =
y12 + y22

2
� y11 + y21

2

Interakce mezi faktory = společné působení obou faktorů na velikost odezvy 

Nastává, je-li rozdíl v odezvě mezi dvěma úrovněmi jednoho faktoru výrazně jiný při 
různých úrovních druhého faktoru, např. y21 - y11  a  y22 - y12.

y21

y22

y11

y12

A1 A2

bez interakce y21

y22y11

y12

A1 A2

s interakcí



Vícefaktoriální návrhy experimentů                            

Statistický model pro dva faktory A, B:

odezva

společná úroveň
vliv i-té úrovně 

faktoru A,  
i=1,2,..., k 

!
!

náhodná 
chyba při  
i-té a j-té 
úrovni 
faktorů  
A a B

vliv j-té úrovně 
faktoru B,  
j=1,2,... r  

!
   

kX

i=1

⌧i = 0

rX

j=1

�j = 0

vliv interakce  
i-té a j-té 

úrovně faktorů 
A a B 

   

yij = µ+ ↵i + �j + (↵�)ij + ✏ij



vliv j-té úrovně faktoru C,  
k=1,2,...t  

Vícefaktoriální návrhy experimentů                            

odezva

společn
á  

vliv i-té úrovně faktoru A,  
i=1,2,..., r náhodná chyba při i-té,j-té a k-té 

úrovni faktorů A, B a C

Statistický model pro dva faktory A, B:

Statistický model pro tři faktory A, B, C:

yij = µ+ ↵i + �j + (↵�)ij + ✏ij

yijk = µ+ ↵i + �j + �k + (↵�)ij + (↵�)ik + (��)jk

+(↵��)ijk + ✏ijk

vlivy smíšených interakcí i-té, j-té 
a k-té úrovní faktorů A, B a C

vliv j-té úrovně faktoru B,  
j=1,2,... s 
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Matice modelu = návrh kombinací úrovní faktorů 

test A B AB
1 - - +
2 + - -
3 - + -
4 + + +
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B1 B2
A1 y11 y12
A2 y21 y22

test A B AB y
1 - - + y11
2 + - - y21
3 - + - y12
4 + + + y22

Matice modelu = návrh kombinací úrovní faktorů 
Â = ȳA+ � ȳA�

B̂ = ȳB+ � ȳB�

dAB = ȳAB+ � ȳAB�

ȳA+ =
y21 + y22

2
ȳA� =

y11 + y12
2

ȳAB� =
y21 + y12

2

ȳAB+ =
y11 + y22

2



Vícefaktoriální návrhy experimentů                            

B1 B2
A1 y11, y12 y31, y32
A2 y21, y22 y41, y42

test A B AB y
1 - - + y11, y12
2 + - - y21, y22
3 - + - y31, y32
4 + + + y41, y42

Matice modelu = návrh kombinací úrovní faktorů 
Â = ȳA+ � ȳA�

B̂ = ȳB+ � ȳB�

dAB = ȳAB+ � ȳAB�

ȳAB+ =
y11 + y12 + y41 + y42

4

ȳAB� =
y21 + y22 + y31 + y32

4

ȳA� =
y11 + y12 + y31 + y32

4

ȳA+ =
y21 + y22 + y41 + y42

4
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Matice modelu = návrh kombinací úrovní faktorů 

test A B AB
1 - - +
2 + - -
3 - + -
4 + + +
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Matice modelu = návrh kombinací úrovní faktorů 

test A B C AB AC BC ABC
1 - - - + + + -
2 + - - - - + +
3 - + - - + - +
4 - - + + - - +
5 + + - + - - -
6 + - + - + - -
7 - + + - - + -
8 + + + + + + +
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Matice modelu = ortogonální návrh kombinací úrovní faktorů 

test A B C AB AC BC ABC
1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1
2 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
3 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1
4 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
5 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1
6 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1
7 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1
8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1



Vícefaktoriální návrhy experimentů                            

test A B C AB AC BC ABC
1 0 0 0 1 1 1 0
a 1 0 0 0 0 1 1
b 0 1 0 0 1 0 1
c 0 0 1 1 0 0 1
ab 1 1 0 1 0 0 0
ac 1 0 1 0 1 0 0
bc 0 1 1 0 0 1 0
abc 1 1 1 1 1 1 1

a = a1b0c0

ac = a1b0c1

Matice modelu = ortogonální návrh kombinací úrovní faktorů 
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test A B C AB AC BC ABC
1 - - - + + + -
a + - - - - + +
b - + - - + - +
c - - + + - - +

ab + + - + - - -
ac + - + - + - -
bc - + + - - + -
abc + + + + + + +

Matice modelu = ortogonální návrh kombinací úrovní faktorů 



Vícefaktoriální návrhy experimentů                Příklad 22                            

Odezva:   požadované viskozity je dosahováno při době reakce mezi 7 až 9 hodinami  
                  => budeme sledovat dobu reakce v závislosti na úrovních faktorů 

Faktor:     koncentrace (A), teplota (B), 2 úrovně   

Počet replikací:   2     

Počet měření:  22x2 = 8

Účinek koncentrace a teploty na viskozitu výsledného produktu

Experiment:    22 (2 faktory, 2 úrovně)

test A B AB
1 - - +
2 + - -
3 - + -
4 + + +

Faktor A: koncentrace     42%  a    48% 
Faktor B: teplota           175∘C  a  195∘C

A B y
1 + - 9.3
2 - + 5.5
3 - + 6.5
4 - - 9.0
5 + + 1.3
6 - - 9.0
7 + + 1.8
8 + - 8.0
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Účinek koncentrace a teploty na viskozitu výsledného produktu

A B AB y y
- - + 9.0 9.0
+ - - 9.3 8.0
- + - 5.5 6.5
+ + + 1.8 1.3

Â =
�9� 9 + 9.3 + 8� 5.5� 6.5 + 1.8 + 1.3

4
= �2.4

Â =
9.3 + 8 + 1.8 + 1.3

4
� 9 + 9 + 5.5 + 6.5

4
=

�9.6

4
= �2.4

B̂ =
�9� 9� 9.3� 8 + 5.5 + 6.5 + 1.8 + 1.3

4
= �5.05

dAB =
+9 + 9� 9.3� 8� 5.5� 6.5 + 1.8 + 1.3

4
= �2.05
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Účinek koncentrace a teploty na viskozitu výsledného produktu

A B AB y y
- - + 9.0 9.0
+ - - 9.3 8.0
- + - 5.5 6.5
+ + + 1.8 1.3

-2.4 -5.05 -2.05

Â =
�9� 9 + 9.3 + 8� 5.5� 6.5 + 1.8 + 1.3

4
= �2.4

B̂ =
�9� 9� 9.3� 8 + 5.5 + 6.5 + 1.8 + 1.3

4
= �5.05

dAB =
+9 + 9� 9.3� 8� 5.5� 6.5 + 1.8 + 1.3

4
= �2.05
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Účinek koncentrace a teploty na viskozitu výsledného produktu

A B AB y y y s
- - + 9.0 9.0 9.0 0
+ - - 9.3 8.0 8.65 0,845
- + - 5.5 6.5 6.0 0,5
+ + + 1.8 1.3 1.55 0,125

-2.4 -5.05 -2.05 0,3675

_

2-výběrový t-test (r=počet replikací, N=počet faktorů):

X̂ ⇡ t1�↵/2(⌫)

r
2s2

r2N�2

t =
X̂q
2s2

r2N�2

, ⌫ = (r � 1)2N

↵ = 0, 05, N = 2, r = 2 ) ⌫ = 4, t0,975(4) = 2, 77,) X = 1.19



Vícefaktoriální návrhy experimentů                Příklad 23                            

Odezva:   účinnost, měřená opticky na prané látce 
Faktor:     koncentrace (A), teplota (B), čas (C), 2 úrovně   

Počet replikací:   2     

Počet měření:  23x2 = 16

Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

Experiment:    22 (3 faktory, 2 úrovně)

Faktor A: koncentrace     10%  a    40% 
Faktor B: teplota             40∘C  a    60∘C 
Faktor C: čas                 5min.  a  15min. 

test A B C AB AC BC ABC
1 - - - + + + -
2 + - - - - + +
3 - + - - + - +
4 - - + + - - +
5 + + - + - - -
6 + - + - + - -
7 - + + - - + -
8 + + + + + + +

A B C y
1 + + +  
2 + + +  
3 + + -  
4 + - -  
5 - + +  
6 + - +  
7 + + -  
8 - + -  
9 - + +  

10 - - -  
11 + - -  
12 - - -   
13 - - +  
14 - + -   
15 + - +   
16 - - +   



Vícefaktoriální návrhy experimentů                Příklad 23                            

Odezva:   účinnost, měřená opticky na prané látce 
Faktor:     koncentrace (A), teplota (B), čas (C), 2 úrovně   

Počet replikací:   2     

Počet měření:  23x2 = 16

Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

Experiment:    22 (3 faktory, 2 úrovně)

Faktor A: koncentrace     10%  a    40% 
Faktor B: teplota             40∘C  a    60∘C 
Faktor C: čas                 5min.  a  15min. 

test A B C AB AC BC ABC
1 - - - + + + -
2 + - - - - + +
3 - + - - + - +
4 - - + + - - +
5 + + - + - - -
6 + - + - + - -
7 - + + - - + -
8 + + + + + + +

A B C y
1 + + + 122
2 + + + 107
3 + + - 102
4 + - - 48
5 - + + 71
6 + - + 63
7 + + - 90
8 - + - 68
9 - + + 77

10 - - - 45
11 + - - 56
12 - - - 37
13 - - + 43
14 - + - 59
15 + - + 54
16 - - + 35



Vícefaktoriální návrhy experimentů                Příklad 23                            
Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45   

2 + - - - - + + 48 56   

3 - + - - + - + 59 68   

4 - - + + - - + 43 35   

5 + + - + - - - 102 90   

6 + - + - + - - 63 54   

7 - + + - - + - 71 77   

8 + + + + + + + 122 107   

průměr +    

průměr -    

efekt   

_

průměr rozptylů:
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41

2 + - - - - + + 48 56 52

3 - + - - + - + 59 68 63.5

4 - - + + - - + 43 35 39

5 + + - + - - - 102 90 96

6 + - + - + - - 63 54 58.5

7 - + + - - + - 71 77 74

8 + + + + + + + 122 107 114.5

průměr +

průměr -

efekt

_

průměr rozptylů:
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41

2 + - - - - + + 48 56 52

3 - + - - + - + 59 68 63.5

4 - - + + - - + 43 35 39

5 + + - + - - - 102 90 96

6 + - + - + - - 63 54 58.5

7 - + + - - + - 71 77 74

8 + + + + + + + 122 107 114.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt

_

průměr rozptylů:
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41

2 + - - - - + + 48 56 52

3 - + - - + - + 59 68 63.5

4 - - + + - - + 43 35 39

5 + + - + - - - 102 90 96

6 + - + - + - - 63 54 58.5

7 - + + - - + - 71 77 74

8 + + + + + + + 122 107 114.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

Â = ȳA+ � ȳA�

yij = µ+ ↵i + �j + (↵�)ij + ✏ij

✏ij ⇠ N(0,�2) ) Â ⇠ N(0, s2e)
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41 32

2 + - - - - + + 48 56 52 32

3 - + - - + - + 59 68 63.5 40.5

4 - - + + - - + 43 35 39 32

5 + + - + - - - 102 90 96 72

6 + - + - + - - 63 54 58.5 40.5

7 - + + - - + - 71 77 74 18

8 + + + + + + + 122 107 114.5 112.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25 47.4375

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

s2 =
s21 + · · ·+ s2k

k
s2e =

4�2

n
Â ⇠ N(0, s2e)

n = celkový počet měření,   k = počet kombinací úrovní faktorů
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41 32

2 + - - - - + + 48 56 52 32

3 - + - - + - + 59 68 63.5 40.5

4 - - + + - - + 43 35 39 32

5 + + - + - - - 102 90 96 72

6 + - + - + - - 63 54 58.5 40.5

7 - + + - - + - 71 77 74 18

8 + + + + + + + 122 107 114.5 112.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25 47.4375

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

s2 =
s21 + · · ·+ s2k

k

µ̂ = ȳ = 67.3125

s2e =
4�2

n
Â ⇠ N(0, s2e)

s2e =
47.4375

4
= 11.859375
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41 32

2 + - - - - + + 48 56 52 32

3 - + - - + - + 59 68 63.5 40.5

4 - - + + - - + 43 35 39 32

5 + + - + - - - 102 90 96 72

6 + - + - + - - 63 54 58.5 40.5

7 - + + - - + - 71 77 74 18

8 + + + + + + + 122 107 114.5 112.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25 47.4375

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

Který z efektů je statisticky významný? 
Test významnosti efektů:     a) t-testem 
                                           b) graficky 
                                           c) pomocí ANOVA 
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41 32

2 + - - - - + + 48 56 52 32

3 - + - - + - + 59 68 63.5 40.5

4 - - + + - - + 43 35 39 32

5 + + - + - - - 102 90 96 72

6 + - + - + - - 63 54 58.5 40.5

7 - + + - - + - 71 77 74 18

8 + + + + + + + 122 107 114.5 112.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25 47.4375

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

t-test:

↵ = 0, 05, N = 3, r = 2 ) ⌫ = 8, t0,975(8) = 2, 306,) X = 7.941

|tA| � t1�↵/2(⌫) , ⌫ = (r � 1)2N

|Â| � X = set1�↵/2(⌫)

tA =
Â

se
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41 32

2 + - - - - + + 48 56 52 32

3 - + - - + - + 59 68 63.5 40.5

4 - - + + - - + 43 35 39 32

5 + + - + - - - 102 90 96 72

6 + - + - + - - 63 54 58.5 40.5

7 - + + - - + - 71 77 74 18

8 + + + + + + + 122 107 114.5 112.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25 47.4375

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

↵ = 0, 05, N = 3, r = 2 ) ⌫ = 8, t0,975(8) = 2, 306,) X = 7.941
↵ = 0, 01, N = 3, r = 2 ) ⌫ = 8, t0,995(8) = 3, 355,) X = 11.555

↵ = 0, 001, N = 3, r = 2 ) ⌫ = 8, t0,9995(8) = 5, 041,) X = 17.367
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41 32

2 + - - - - + + 48 56 52 32

3 - + - - + - + 59 68 63.5 40.5

4 - - + + - - + 43 35 39 32

5 + + - + - - - 102 90 96 72

6 + - + - + - - 63 54 58.5 40.5

7 - + + - - + - 71 77 74 18

8 + + + + + + + 122 107 114.5 112.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25 47.4375

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

(Normální) Pravděpodobnostní graf:
Osa x:   hodnoty efektů 
!
Osa y: ui = ��1

✓
i� 0.5

k

◆
, i = 1, 2, . . . , k

!2#

!1,5#

!1#

!0,5#

0#

0,5#

1#

1,5#

2#

!5# 0# 5# 10# 15# 20# 25# 30# 35# 40# 45#

0"

10"

20"

30"

40"

50"

60"

70"

80"

90"

100"

,5" 0" 5" 10" 15" 20" 25" 30" 35" 40" 45"

Pi =
100(i� 0.5)

k
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Účinek koncentrace a teploty a času na účinnost pracího prášku

A B C AB AC BC ABC y y y s

1 - - - + + + - 37 45 41 32

2 + - - - - + + 48 56 52 32

3 - + - - + - + 59 68 63.5 40.5

4 - - + + - - + 43 35 39 32

5 + + - + - - - 102 90 96 72

6 + - + - + - - 63 54 58.5 40.5

7 - + + - - + - 71 77 74 18

8 + + + + + + + 122 107 114.5 112.5

průměr + 80,25 87 71,5 72,625 69,375 70,375 67,25 47.4375

průměr - 54,375 47,625 63,125 62 65,25 64,25 67,375

efekt 25,875 39,375 8,375 10,625 4,125 6,125 -0,125

_

průměr rozptylů:

(Polo-normální) Pravděpodobnostní graf:
Osa x:   absolutní hodnoty efektů 
!
Osa y: vi = ��1

✓
0.5 + 0.5

i� 0.5

k

◆
, i = 1, 2, . . . , k

0"

0,2"

0,4"

0,6"

0,8"

1"

1,2"

1,4"

1,6"

1,8"
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pravděpodobnostní normální papír:     Hodnoty efektů zakreslíme do normálního 
pravděpodobnostního papíru: 

Významné jsou ty, které neleží 
 na přímce    (A, C)

ui = ��1

✓
i� 0.5

2n � 1

◆

polonormální pravděpodobnostní papír:    Do normálního pravděpodobnostního 
papíru zakreslíme absolutní hodnoty efektů: 

u⇤
i = ��1

✓
0.5 + 0.5

i� 0.5

2n � 1

◆
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Paretův diagram:  
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