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Statistický model:
yij = µ+ ↵i + �j + (↵�)ij + ✏ij

yijk = µ+ ↵i + �j + �k + (↵�)ij + (↵�)ik + (��)jk

+(↵��)ijk + ✏ijk

Předpoklady modelu: • stejné podmínky měření  
• nezávislost měření 
• konstantní rozptyl  
• normalita reziduí

je třeba je zajistit návrhem; 
uspořádání do bloků, 
dodatečné faktory, ....

nejdůležitější, ale 
také nejhůře ověři-
telná podmínka časté porušení předpokla-

dů, které může podstatně 
ovlivnit naše závěryčasto se zdůrazňuje, ale není až tak 

důležitá, hlavně pro velké soubory
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Stejné podmínky měření

• Lze je zajistit prostým uspořádáním experimentu (časovým, organizačním, materiálovým) 
• Často používáme zavedení dalších, tzv. blokových faktorů (blokováním)

Rozdělení měření do bloků nelze provádět libovolně.

test A B C AB AC BC ABC
1 - - - + + + -
a + - - - - + +
b - + - - + - +
c - - + + - - +

ab + + - + - - -
ac + - + - + - -
bc - + + - - + -
abc + + + + + + +
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Rozdělení měření do 2 bloků 
podle interakce ABC - vliv 
interakce ABC potom nelze 
odlišit od vlivu rozdělení na 
bloky

- hlavní blok 
!
- alternativní blok
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Stejné podmínky měření

• Lze je zajistit prostým uspořádáním experimentu (časovým, organizačním, materiálovým) 
• Často používáme zavedení dalších, tzv. blokových faktorů (blokováním)

test A B C AB AC BC ABC
1 - - - + 0 0 -
a + - - - 1 0 +
b - + - - 0 1 +
c - - + + 1 1 +

ab + + - + 1 1 -
ac + - + - 2 1 -
bc - + + - 1 2 -
abc + + + + 2 2 +

Rozdělení měření do 4 bloků metodou sudá-lichá podle interakcí AC a BD:

BC 
sudá

BD 
lichá

AC 
sudá

1  
abc

b 
ac

AC 
lichá

a 
bc

c 
ab
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Nezávislost měření
Závislost v posloupnosti měření se zjišťuje prostřednictvím reziduí 
!
Tato "pořadová závislost" může vznikat posunem v měřícím zařízení, únavou operátora, 
změnou podmínek měření apod. 

rij = yij � ȳi.

Grafická analýza - graf reziduí 
v čase (indexový graf)
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Autokorelační funkce reziduí

ci,k = Cov(ri,j , ri,j�k)

ĉi,k =
1

n

n�kX

j=1

ri,jri,j+k

r̂i,k =

Pn�k
j=1 ri,jri,j+kPn

j=1 r
2
i,j
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Nezávislost měření

• Analýza reziduí rij = yij � ȳi.

Durbin-Watsonův test: 

DW =

Pn�1
k=1(rk � rk+1)2Pn�1

k=1 r
2
k

Hodnoty této statistiky se pohybují od nuly do čtyř. Pokud je tato statistika rovna číslu 
2, rezidua nevykazují žádnou autokorelaci, hodnoty DW menší než 2 značí pozitivní 
autokorelaci a hodnoty větší než 2 značí autokorelaci negativní.  
Orientační vodítko:  leží-li hodnota testové statistiky DW v intervalu (1,4;2,6), rezidua 
nevykazují autokorelaci, hodnota pod 1,4  značí kladnou autokorelaci, hodnota nad 
2,6 značí zápornou autokorelaci
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Nezávislost měření Co se stane, když jsou data závislá?

• Největší změnou je to, že rozptyly průměrů se stávají vychýlené (velikost vychýlení závisí 
na typu závislosti). To způsobí vychýlenost odhadů pro jednotlivé skupiny a pro efekty 
faktorů a jejich interakcí.  

• Vliv randomizace může být na závislých datech různý účinek. Na stejných datech může 
jedno znáhodnění pořadí zvýšit pravděpodobnost chyby I. druhu, jiné naopak snížit. 

• Náhodné seřazení kombinací v blocích také nepomůže, pokud není znáhodněno pořadí 
měření.   

Jak se vypořádat se závislostí dat?

• Použít analýzu časových řad ke zjištění trendu a případné periodicity časové řady 
měření 

• Pomocí autokorelační (parciální autokorelační) funkce zjistit závislosti v čase a určit 
ARMA model pro časovou řadu měření 

• Na základě předchozích kroků provést "očištění" časové řady měření a dále pracovat 
pouze s rezidui, která by už měla být nezávislá
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Konstantní rozptyl

• O'Brienův test 
• Brown-Forsythův tet 
• Levenův test 
• Bartlettův test

první tři jsou založeny na transformaci do nové odezvy zij a 
použití ANOVA

Bartlettův test                    vyžaduje předpoklad normality!
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Konstantní rozptyl

• O'Brien

• Brown-Forsythe

• Levene

yij - odezva pro i-té měření v j-té skupině  
yj   - průměr odezvy ve skupině j 
s2j - rozptyl odezvy ve skupině j 
nj   - je počet měření ve skupině j 
w  - konstanta (0,5) 
yj   - medián odezvy ve skupině j 
p  -  počet skupin
~

_

testová statistika (ANOVA) 
má F-rozdělení o (p-1) a (N-p) 
stupních volnosti
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Konstantní rozptyl Co se stane, když jsou rozptyly nehomogenní?
• Jsou-li stejné rozsahy 

skupin (n1, ..., ng), potom je 
vliv nestejných rozptylů na 
p-hodnotu F-testu 
relativně malý 

• Při větším rozsahu skupin 
s větším rozptylem se p-
hodnota zmenšuje oproti 
nominální 
(nadhodnocujeme odhad 
a dostáváme konzervativní 
test) 

• Při větším rozsahu skupin 
s menším rozptylem je 
skutečná p-hodnota větší 
oproti nominální 
(podhodnocujeme odhad 
a dostáváme liberální test) 

Přibližná pravděpodobnost chyby I. druhu ε při nominální 
hodnotě α=5% pro různé rozptyly ve skupinách



Rozdělení Transformace Nový rozptyl
Binomické rozdělení

Poissonovo rozdělení

Pokud lze vyjádřit                                  pomocí 
1
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Konstantní rozptyl Jak lze nehomogenitu rozptylů odstranit?

V podstatě jediný způsob "napravení" nehomogenity rozptylů je transformace.  
V následující tabulce jsou některé uvedeny: 

arcsin(
p
p̂)

p
X

1

4n

1

4
X ⇡ Poisson(�)

X ⇡ Binom(n, p)

V ar(X) = �

V ar(p̂) = p(1� p)/n

y =

Z
x

a

1p
g(v)

dv
V ar(X) = g(µ)

E(X) = µ

Alternativou je použití neparametrického testu (Kruskal-Wallis) namísto F-testu v ANOVA
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Normalita reziduí

Normální pravděpodobnostní graf 
(rankitový graf, Q-Q graf)

i� 3/8

n+ 1/4

rankit je aproximace normálního 
rozdělení:
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Normalita reziduí

Testy normality: 
• Chí-kvadrát test 
• Anderson-Darling 
• Shapiro-Wilk (Ryan-Joiner)

• Test normality založený 
na šikmosti a špičatosti



Vícefaktoriální návrhy experimentů                            
Normalita reziduí

výběrový koeficient 
šikmosti:

výběrový koeficient 
špičatosti:

Test normality založený na šikmosti a špičatosti

,

,

,

,

z↵ = ��1
�
1� ↵/2

�
kde
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Normalita reziduí Co se stane, když jsou data nenormální?

Změní se hladina významnosti: 

Čtyři skupiny po 5 měřeních

S
 K

 S    a     K

 k              α       k              α       k1, k2           α   
 4 skupiny po k                   k skupin po 5               
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Normalita reziduí Jak data "znormalizovat"?

Nejčastější způsob "napravení" normality 
je opět transformace. Na obr. vpravo 
nahoře jsou původní data a dole jsou 
tatáž data po logaritmické transformaci. 

Nejjednodušší je transformace v případě 
sešikmení původních dat. Zešikmení 
napravo pomůže transformace 
odmocninou, logaritmem nebo jinou 
mocninou transformací s exponentem 
menším než 1. 
Data zešikmená doleva lze úspěšně 
transformovat mocninnou transformací s 
exponentem větším než 1. 
Problematický je případ symetrického 
rozdělení se špičatostí různou od 3. 

Zvláštní přístup je třeba zaujmout k 
odlehlým měřením.
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Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

Kruskal – Wallisův test 
je neparametrickou obdobou analýzy rozptylu jednoduchého třídění. 
Slouží k ověření nulové hypotézy H0, že k > 2 nezávislých náhodných 
výběrů o rozsazích n1, n2, …, nk pochází z jednoho základního souboru. 
Předpokládáme, že tyto náhodné výběry byly pořízeny ze základních 
souborů se spojitými distribučními funkcemi F1(x), F2(x), …, Fk(x). 
Nulovou hypotézu H0 můžeme zapsat takto: 

H0: F1(x) = F2(x) = … = Fk(x) pro všechna x.
Postup při stanovení testového kritéria: 
1) Máme k dispozici k výběrových souborů o četnostech n1, n2, …, nk.  
2) Všechny výběrové soubory sloučíme do jediného souboru.  
3) Každé hodnotě souboru přiřadíme vzestupně pořadové číslo, stejným 
    hodnotám pak pořadí průměrné. 
4) Následně sečteme pořadová čísla jednotlivých pozorování pro každý 
   původní výběrový soubor zvlášť a získáme součty T1, T2, …, Tk  

     (Ti ; i = 1, …, k, je tedy součet pořadových čísel pro i-tý výběr). 
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Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

Testové kritérium má tvar ),1n(3
n
T

)1n(n
12KW

k

1i i

2
i +⋅−

+
= ∑

=kde n = n1 + n2 + … + nk. 
Statistika KW má za platnosti H0 při ni →∞ asymptoticky χ2 – rozdělení o 
k-1 stupních volnosti. 
Pokud                   , přijímáme hypotézu alternativní, podle které se 
hodnoty nejméně dvou porovnávaných výběrových souborů od sebe 
průkazně liší. 

2
)1k(KW −αχ>

Jestliže se v posloupnosti zjištěných údajů vyskytnou shodné hodnoty, 
kterým se přiřazuje průměrné pořadí, je nutno hodnotu KW dělit 
korekčním faktorem ( )

,
nn

tt
1K 3

p

1i
i

3
i

−

−
−=
∑
=

kde p je počet tříd se stejným pořadím a ti počet pořadí  
v i-té třídě. Opravené testové kritérium se stanoví jako .

K
KW

KW .opr =
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Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i
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Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

V případě, že zamítneme nulovou hypotézu, tvrdíme, že všechny výběry 
nepocházejí z téhož rozdělení. 
Obvykle pak ve druhé etapě statistického zpracování ř ešíme otázku, které 
výběry se od sebe statisticky významně liší. 
K tomuto lze použít postupy, které se souhrnně nazývají neparametrické 
metody mnohonásobného porovnávání. 
Pracujeme-li s vyváženým pokusným plánem, tzn. má-li všech k výběrů 
stejný rozsah (platí-li n1 = n2 = … = nk = N), můžeme Kruskal – Wallisův 
test doplnit Neményiho metodou mnohonásobného srovnávání. 

Je-li diference |Ti – Tj| větší nebo rovna kritické hodnotě Dα pro Neményiho 
metodu, zamítá se hypotéza o neprůkaznosti diference, tzn. že i-tý a           
j-tý výběr pocházejí z téhož rozdělení. 
Tabulkové hodnoty se hledají pro hladinu významnosti α, pro k počet 
porovnávaných tříd a N opakování v každé třídě (n1 = n2 = … = nk = N). 
Tímto postupem zhodnotíme                 diferencí |Ti – Tj|. 

2
)1k(k −



kde        je kritická hodnota rozdělení N(0; 1), zamítáme na hladině 
významnosti α hypotézu, že i-tý výběr (s rozsahem ni) a j-tý výběr (s roz-
sahem nj) pocházejí z téhož rozdělení. 
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Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

Pokud rozsahy jednotlivých výběrových souborů nejsou stejné (nevyvážený 
plán), můžeme zjistit, které výběry se od sebe statisticky významně liší, 
pomocí přibližné Dunnovy metody mnohonásobného srovnávání. 
Jestliže

,
n
1

n
1
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)1n(nuTT
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Příklad 
V polním pokusu byly ověřovány čtyři varianty hnojení silážní kukuřice 
rozdílnou dávkou NPK v hnojivech, označené jako H1 až  H4. Každá 
varianta byla ověřována na 8 parcelách s výnosem sklizené hmoty v tunách 
z parcely, uvedeným v tabulce dat. Ověřte, zda se výnosy u jednotlivých 
variant hnojení průkazně liší. !
H0: výnosy jednotlivých variant jsou shodné 
H1: výnosy jednotlivých variant jsou rozdílné

Vícefaktoriální návrhy experimentů                            
Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i
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Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

Výnos kukuřice v t z parcely číslo 
Varianta  1 2 3 4 5 6 7 8 

Součet 
Ti 

H1 1,29 1,19 1,23 1,33 1,27 1,29 1,31 1,20  
pořadí 23,5 8,5 15 28,5 20 23,5 27 11,5 157,5 
H2 1,30 1,33 1,29 1,37 1,35 1,25 1,38 1,29  
pořadí 26 28,5 23,5 31 30 18,5 32 23,5 213 
H3 1,20 1,24 1,25 1,24 1,20 1,21 1,28 1,17  
pořadí 11,5 16,5 18,5 16,5 11,5 14 21 7 116,5 
H4 1,03 1,14 1,09 1,20 1,07 1,19 1,01 1,05  
pořadí 2 6 5 11,5 4 8,5 1 3 41 

 

22,3473333
8
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8
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3332
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Vzhledem k výskytu stejných údajů (bylo použito průměrné pořadí) je 
vhodné opravit testové kritérium korekčním faktorem:
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Neparametrická alternativa k ANOVA

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

22,446
0,9956
22,3473

opr.KW == 815,7χ 2 (3)0,05 = 11,34χ 2 (3)0,01 =

Opravené testové kritérium KW = 22,446 > χ2 => na hladině významnosti  
α = 0,05 i 0,01 přijímáme alternativní hypotézu, podle které se průkazně liší 
hodnoty výnosu nejméně ve 2 třídách.
Podrobnější vyhodnocení Neményiho metodou: 
Tabulka diferencí mezi součty pořadí  
pro jednotlivé varianty hnojení  
(výnosy kukuřice) Ti – Tj

                    Třída Tj Diference Ti – Tj 
Třída Ti H2 H3 H4 
H1 55,5 41 116,5  x 
H2  96,5  x 172  xx 
H3   75,5 

D0,05 = 96,4    (N = 8, K = 4)  
D0,01 = 116,8  (N = 8, K = 4)
Statisticky významně se liší hodnoty výnosů kukuřice mezi variantami 
hnojení H2 – H4 a to na hladině významnosti α = 0,01 (diference Ti – Tj jsou 
označeny xx). Na hladině významnosti α = 0,05 se dále statisticky významně 
liší hodnoty výnosů kukuřice mezi variantami hnojení H1 – H4 a H2 – H3.
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Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

V řadě pozorovaných hodnot se někdy objeví hodnota extrémně se lišící od 
ostatních, tzn. výrazně vybočuje z rozpětí ostatních naměřených hodnot.  
Je třeba posoudit, zda je tato odchylka pouze náhodná nebo zda je uvedená 
hodnota zatížena „hrubou chybou“.  
Pro objektivní posouzení této otázky existuje skupina testů, které se 
nazývají testy extrémních odchylek. 
!
Dixonův test 
Pozorovaná hodnota, která se extrémně liší od ostatních, je zřejmě buď 
nejmenší hodnotou (x1) nebo největší hodnotou (xn). 

Nulová hypotéza H0 tvrdí, že (x1), resp. (xn), je vybrána ze stejného 
normálně rozděleného základního souboru jako ostatní hodnoty.  
Pro posouzení, zda hodnota (x1) nebo hodnota (xn) je zatížena hrubou 
chybou, užíváme testovacího kritéria 
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kde x2 je druhá nejmenší pozorovaná hodnota a xn-1 je předposlední 
hodnota v řadě pozorování, uspořádaných vzestupně podle velikosti. 

    Jestliže vypočtená hodnota   Q1,   resp.   Qn ,  překročí kritickou hodnotu  
Q1α = Qnα (nalezenou v tabulkách pro Dixonův test, hladinu významnosti  
α a n rozsah souboru), zamítáme nulovou hypotézu na hladině 
významnosti α a hodnotu (x1), resp. (xn), jako údaj zkreslený hrubou 
chybou, ze souboru vyloučíme.  
!
Tzn. že nulová hypotéza se zamítá, pokud platí      Q1 (Qn) > Q α(n). 
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Příklad 
Bylo provedeno 5 měření vlhkosti zrna jarního ječmene s těmito výsledky 
(v %):                      18,0    18,2    19,6    18,3    18,4. 
!
Hodnota 19,6 vyvolává v této ř adě údajů podezření, že je ovlivněna 
nějakou hrubou chybou. Dixonovým testem budeme testovat hypotézu, že 
hodnota 19,6 není zatížena hrubou chybou.

75,0
0,186,19
4,186,19Q5 =

−

−
=

Protože Q5 = 0,75 > Q α(5) = 0,642, zamítáme nulovou hypotézu na hladině 
významnosti 0,05 a hodnotu 19,6 ze souboru vyloučíme. 



Předpokládejme, že máme měření yij, kde i je označení bloku, j je označení úrovně 
faktoru (ošetření). Pro každou dvojici ij máme jedno měření. Označme
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k  - počet úrovní faktoru  
n  - počet bloků  
rij - pořadí naměřené hodnoty odezvy yij v bloku i 
r.j - průměrné pořadí odezvy při úrovni j přes všechny bloky 
r  - průměrné pořadí přes všechny úrovně a přes všechny bloky

Friedmanův test

Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i

(neparametrická obdoba ANOVA pro dva faktory)

_
_

Položme                                       a   
!
Testová statistika má tvar 
!
(Pro velká n a k (n>15, k>4) má přibližně chí-kvadrát rozdělení o k-1 stupních volnosti)
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Ri - součet pořadí měření patřících do skupiny i


