
E. Brož́ıková, M. Kittlerová, F. Mráz: Sb́ırka př́ıklad̊u z Matematiky II (2016)

V. Plošný integrál

V.1. Parametrizace ploch

Necht’ B ⊂ E2 a X = P (u, v) je zobrazeńı z B do E3. Necht’ Γ = ∂B je uzavřená
jednoduchá po částech hladká křivka v E2 tj. B = Γ ∪ intΓ. Plat́ı-li :

a) zobrazeńı P je spojité a prosté na B,

b) P má omezené a spojité parciálńı derivace Pu a Pv v B \ K, kde K je množina
konečného počtu bod̊u lež́ıćıch na hranici Γ množiny B,

c) Pu × Pv 6= ~0 v B \K,

potom množina Q = {X = P (u, v) ∈ E3; [u, v] ∈ B} se nazývá jednoduchá hladká

plocha v E3 , zobrazeńı P jej́ı parametrizaćı a množina c = {X = P (u, v) ∈ E3;
[u, v] ∈ Γ} jej́ı okraj.

Vektory Pu, Pv jsou tečné vektory a vektor Pu × Pv je normálovým vektorem plochy Q.

Jednotkový vektor normály označme ~no.

~n(A)

c A
Q

Řı́káme, že plocha Q a jej́ı okraj c jsou sou-
hlasně orientovány, jestlǐze pro směr křivky c a
normálu ~n plochy plat́ı pravidlo ”pravé ruky”.

Poznámka : V geometrických a fyzikálńıch aplikaćıch se často použ́ıvá tzv. radiusvektor

~r = (x, y, z) bodu X = [x, y, z]. Potom vektorová rovnice ~r(t) =
(

x(t), y(t), z(t)
)

,

t ∈ I vyjadřuje křivku c : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ I a podobně

~r(u, v) =
(

x(u, v), y(u, v), z(u, v)
)

, [u, v] ∈ B ⊂ E2 vyjadřuje plochu

Q = {X ∈ E3; x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), [u, v] ∈ B}.

• Navrhněte parametrizaci plochy Q, jej́ıž orientace je určena normálovým vektorem ~nQ.

Zjistěte, zda plocha Q je orientována souhlasně či nesouhlasně s navrženou parametrizaćı :

Př́ıklad 591.Q je rovnoběžńık s vrcholy A = [1, 1, 1], B = [1, 4, 4], C = [0, 5, 6],

D = [0, 2, 3], ~nQ · ~k > 0.

Řešeńı :

y

z

x

A

B

C

D

~nQ

❦ ✲ 
 
 
 ✒

 
 
 
 

A B

D C

✻~nQ
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Snadno se přesvědč́ıme, že
−→
AB =

−−→
DC = (0, 3, 3) a

−−→
AD =

−−→
BC = (−1, 1, 2).

Q je část roviny určené bodem A a vektory
−→
AB,

−−→
AD.

Rovnici roviny naṕı̌seme v parametrickém tvaru X = A+ u
−→
AB + v

−−→
AD.

Za parametrizaci plochy Q zvoĺıme P (u, v) = A+ u
−→
AB + v

−−→
AD.

P (u, v) = [1− v, 1 + 3u+ v, 1 + 3u+ 2v], kde [u, v] ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉

Pu = (0, 3, 3), Pv = (−1, 1, 2) ~n = Pu × Pv =

∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
0 3 3
−1 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
= (3,−3, 3)

Z podmı́nky ~nQ · ~k = (3,−3, 3) · (0, 0, 1) = 3 > 0 vyplývá, že orientace plochy
je souhlasná se zvolenou parametrizaćı.

Př́ıklad 592.Q je kruh v rovině x = 2 se středem v bodě [2,−1, 3] a poloměrem 4,
~nQ = (−1, 0, 0).

Řešeńı :

y

z

x

~nQ

❃

Q = {[x, y, z] ∈ E3; (y+1)
2+(z−3)2 ≤ 16, x = 2}.

Navrhneme zobrazeńı:

a) P (u, v) = [2, −1 + v cosu, 3 + v sin u], [u, v] ∈ B = 〈0, 2π〉 × 〈0, 4〉,
Pu(u, v) = (0, −v sin u, v cosu) Pv(u, v) = (0, cosu, sin u)

~n = Pu × Pv =

∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
0 −v sinu v cosu
0 cosu sinu

∣
∣
∣
∣
∣
= (−v, 0, 0) = ~0 pro v = 0

6= ~0 pro v 6= 0.

Toto zobrazeńı neńı parametrizaćı plochy Q, protože je Pu×Pv = ~0 v nekonečném
počtu bod̊u lež́ıćıch na hranici množiny B. Kromě toho na hranici množiny B neńı
uvažované zobrazeńı prosté.

b) P (u, v) = [2, −1 + u, 3 + v], B = {[u, v] ∈ E2; u
2 + v2 ≤ 16},

Pu(u, v) = (0, 1, 0), Pv(u, v) = (0, 0, 1)

~n = Pu × Pv =

∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
0 1 0
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
= (1, 0, 0) 6= ~0 pro všechny [u, v] ∈ B

Toto navržené zobrazeńı je parametrizaćı plochy Q a orientace plochy Q je nesou-
hlasná s touto parametrizaćı, protože ~nQ = (−1, 0, 0) = − (Pu × Pv).

Př́ıklad 593. Q = {[x, y, z] ∈ E3; z = x2 + y2, y ≥ 0, z ≤ 1}, ~nQ([0, 0, 0]) = (0, 0,−1)
Řešeńı :

y

z

x

~nQ❄

Jde o část pláště rotačńıho paraboloidu

a) Q :







x = v cosu
y = v sin u
z = v2

u ∈ 〈0, π〉,
v ∈ 〈0, 1〉

b) Q :







x = u

y = v

z = u2 + v2
u2 + v2 ≤ 1, v ≥ 0

126
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Navrhneme zobrazeńı:

a) P (u, v) = [v cosu, v sin u, v2], [u, v] ∈ B = 〈0, π〉 × 〈0, 1〉,
Pu(u, v) = (−v sin u, v cosu, 0) Pv(u, v) = (cos u, sin u, 2v)

~n = Pu × Pv =

∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
−v sinu v cosu 0
cosu sinu 2v

∣
∣
∣
∣
∣
= (2v2 cosu, 2v2 sin u,−v)

~n = ~0 pro v = 0 ⇒ zobrazeńı neńı podle definice parametrizaćı plochy Q.

Kromě toho na hranici množiny B neńı uvažované zobrazeńı prosté.

Poznámka: Protože však zobrazeńı nesplňuje podmı́nky definice parametrizace jen na
množině dvourozměrné mı́ry 0, lze ho použ́ıt pro výpočet plošného integrálu.

b) P (u, v) = [u, v, u2 + v2], B = {[u, v] ∈ E2; u
2 + v2 ≤ 1, v ≥ 0},

Pu(u, v) = (1, 0, 2u), Pv(u, v) = (0, 1, 2v)

~n = Pu × Pv =

∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
1 0 2u
0 1 2v

∣
∣
∣
∣
∣
= (−2u,−2v, 1) 6= ~0 v celém B

~no =
(−2u,−2v, 1)√
4u2 + 4v2 + 1

, ~no([0, 0, 0]) = ~no(u = v = 0) = (0, 0, 1).

Navržené zobrazeńı je parametrizaćı. Plocha Q je nesouhlasně orientovaná s touto
parametrizaćı, protože ~no = −~nQ.

Př́ıklad 594.* Je dána polovina kulové plochy Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2 + y2 + z2 = a2,

z ≥ 0, a > 0, } orientovaná normálovým vektorem ~n = (n1, n2, n3),
kde n3 ≥ 0. Rozhodněte, která ze zadaných zobrazeńı P (u, v) jsou
parametrizacemi plochy Q.

a) P (u, v) =
[

u, v,
√
a2 − u2 − v2

]

, kde [u, v] ∈ B = {[u, v] ∈ E2; u
2 + v2 ≤ a2},

b) P (u, v) =

[

2a2u

a2 + u2 + v2
,

2a2v

a2 + u2 + v2
,

2a3

a2 + u2 + v2
− a

]

, kde [u, v] ∈ B,

B = {[u, v] ∈ E2; u
2 + v2 ≤ a2},

c) P (u, v) = [a cosu cos v, a sin u cos v, a sin v], kde [u, v] ∈ B = 〈0, 2π〉 ×
〈

0,
π

2

〉

.

Řešeńı :

y

z

x

~nQ
❑ Dosazeńım se můžeme snadno

přesvědčit, že ve všech př́ıpadech
plat́ı rovnice

x2 + y2 + z2 = a2.

a) Funkce Pu =
(

1, 0,
−u√

a2 − u2 − v2

)

, Pv =
(

0, 1,
−v√

a2 − u2 − v2

)

neexistuj́ı

na hranici ΓB. Z toho vyplývá, že dané zobrazeńı neńı parametrizaćı.

b) P (u, v) je spojité, prosté zobrazeńı v B. Snadno se přesvědč́ıme, že na B

skutečně vycháźı z ≥ 0 :
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z =
2a3

a2 + u2 + v2
− a =

a(a2 − u2 − v2)

a2 + u2 + v2
,

B = {[u, v] ∈ E2; u
2 + v2 ≤ a2 =⇒ a2 − u2 − v2 ≥ 0 =⇒ z ≥ 0.

Spoč́ıtáme tečné vektory Pu, Pv a normálový vektor vyplývaj́ıćı z parametrizace P

~n = Pu × Pv =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k

2a2(a2 − u2 + v2)

(a2 + u2 + v2)2
−4a2uv

(a2 + u2 + v2)2
−6a3u

(a2 + u2 + v2)2

−4a2uv

(a2 + u2 + v2)2
2a2(a2 + u2 − v2)

(a2 + u2 + v2)2
−6a3v

(a2 + u2 + v2)2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=
4a4

(a2 + u2 + v2)4

(

3au(a2 + u2 + v2), 3av(a2 + u2 + v2), a4 − (u2 + v2)2
)

6= ~0

pro všechna u2 + v2 ≤ a2; n3 = a4 − (u2 + v2)2 ≥ 0.

Dané zobrazeńı je parametrizaćı plochy Q . Orientace plochy je souhlasná s danou
parametrizaćı.

c) Zobrazeńı vycháźı z popisu kulové plochy ve sférických souřadnićıch. Vı́me, že toto

zobrazeńı je prosté a spojité pro u ∈ 〈0, 2π) a v ∈
〈

0,
π

2

)

. Nav́ıc jeho parciálńı

derivace Pu a Pv jsou spojité všude v E2 a

~n =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
−a sinu cos v a cosu cos v 0

−a cosu sin v −a sinu sin v a cos v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (a2 cosu cos2 v, a2 sin u cos2 v, a2 sin v cos v),

|~n| = a2 cos v 6= 0 pro všechna u ∈ 〈0, 2π), v ∈
〈

0,
π

2

)

. Na hranici množiny B, kde u

je libovolné a v =
π

2
, je ~n = ~0 a na hranici ΓB neńı zobrazeńı prosté. Z toho vyplývá,

že dané zobrazeńı neńı parametrizaćı plochy Q.

595. Plocha Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2+y2 = 4, x ≥ 0, z ∈ 〈1, 4〉} je orientovaná tak, že

vektor normály ~nQ v libovolném bodě splňuje podmı́nku ~nQ·~i ≥ 0. a) Ověřte,

že zobrazeńı P (u, v) = [2 cosu, 2 sin u, v], [u, v] ∈ B,B =
〈

− π

2
,
π

2

〉

× 〈1, 4〉
je parametrizaćı plochy Q a rozhodněte o orientaci plochy vzhledem k této

parametrizaci. b) Zd̊uvodněte, proč zobrazeńı P (u, v) =
[√

4− u2, u, v
]

,

[u, v] ∈ B = 〈−2, 2〉 × 〈1, 4〉 neńı parametrizaćı plochy Q.
[

a) orientace plochy Q je souhlasná s parametrizaćı ,
b) Pu je nespojité v nekonečném počtu bod̊u množiny B.

]

• Navrhněte parametrizaci plochy Q, jej́ıž orientace je určena normálovým vektorem ~nQ.

Zjistěte, zda plocha Q je orientována souhlasně či nesouhlasně s navrženou parametrizaćı :

596. Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2 + y2 = 4, x ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 4}, ~nQ([2, 0, 2]) = (1, 0, 0)

[
P (u, v) = [2 cosu, 2 sinu, v]

[u, v] ∈
〈

− π

2
,
π

2

〉

× 〈0, 4〉
orientace plochy Q je souhlasná s parametrizaćı

]

597. Q = {[x, y, z] ∈ E3; z = xy, x2 + y2 ≤ a2, a > 0}, ~nQ · ~k > 0
[

P (u, v) = [v cosu, v sinu, v2 sinu cosu]
[u, v] ∈ 〈0, 2π)× 〈0, a〉

zobrazeńı neńı parametrizaćı

]
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598. Q = {[x, y, z] ∈ E3;
(y − 1)2

4
+ z2 = 1, x ∈ 〈−1, 3〉, z > 0}, ~nQ([0, 0, 1]) = (0, 0,−1)

[
P (u, v) = [v, 1 + 2 cosu, sinu]

[u, v] ∈ 〈0, π〉 × 〈−1, 3〉
orientace plochy Q je souhlasná s parametrizaćı

]

599. Q = {[x, y, z] ∈ E3; 2x+3y+z = 6, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}, ~nQ = (n1, n2, n3), n1 > 0
[

P (u, v) = [u, v, 6− 2u− 3v]
0 ≤ u ≤ 3, 0 ≤ v ≤ 6− 2u

orientace plochy Q je souhlasná s parametrizaćı

]

V.2. Plošný integrál skalárńı funkce

Necht’ Q je jednoduchá hladká plocha v E3 s parametrizaćı X = P (u, v), [u, v] ∈ B ⊂ E2.

Necht’ f je skalárńı funkce definovaná a omezená na ploše Q. Jestlǐze dvojný integrál∫∫

B

f
(

P (u, v)
)

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv existuje, pak pokládáme
∫∫

Q

f dp =

∫∫

B

f
(

P (u, v)
)

‖Pu(u, v)× Pv(u, v)‖ du dv

ř́ıkáme, že f je integrovatelná na Q.

Je-li plocha Q ⊂ E3 jednoduchá po částech hladká, Q =
k⋃

i=1

Qi jednoduchých hladkých

ploch Q1, . . . , Qk a f je funkce integrovatelná na každé ploše Qi, 1 ≤ i ≤ k, pak je
∫∫

Q

f dp =
k∑

i=1

∫∫

Qi

f dp.

Poznámka : Vı́me, že ani existence ani hodnota dvojného integrálu
∫∫

B
f du dv nezáviśı

na ”chováńı”funkce f na množině mı́ry 0. Z toho plyne, že lze poč́ıtat
∫∫

Q
f dp použit́ım

zobrazeńı P (u, v), které sice (striktně vzato) neńı parametrizaćı plochy Q, ale požadované
podmı́nky na parametrizaci jsou porušeny pouze na množině mı́ry 0 v B.

• Rozhodněte o existenci plošného integrálu a pokud integrál existuje, tak jej vypoč́ıtejte.

Př́ıklad 600.

∫∫

Q

xy ln |x|
z

dp, kde Q = {[x, y, z] ∈ E3; (x− 2)2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}

Řešeńı :

y

z

x

Integrál neexistuje, nebot’ funkce

f(x, y, z) =
xy ln |x|

z
neńı definovaná pro z = 0 a neńı ome-
zená v žádném okoĺı bod̊u s nulovou z-tovou
souřadnićı.

Př́ıklad 601.*

∫∫

Q

dp

x2 + y2 + z2 − 1
, Q = {[x, y, z] ∈ E3; x

2+y2+(z−3)2 = a2, a > 0}
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Řešeńı : Pro existenci integrálu je postačuj́ıćı spojitost integrované funkce na ploše Q.
Tato podmı́nka je splněna vždy, když Q je disjunktńı s kulovou plochou

x2 + y2 + z2 = 1, což plat́ı pro a ∈ (0, 2) ∪ (4,∞).
Naopak, pro a ∈ 〈2, 4〉, integrál neexistuje, protože funkce f neńı na ploše Q

omezená.

y

z

x

x2 + y2 + z2 = 1

x2 + y2 + (z − 3)2 = a2
Q je kulová plocha se středem [0, 0, 3]
a poloměrem a, můžeme ji popsat pomoćı
sférických souřadnic, kde poloměr je ro-
ven a.

Q :







x = a cosu cos v
y = a sin u cos v
z = 3 + a sin v

u ∈ 〈0, 2π〉
v ∈

〈
− π

2
,
π

2

〉

Parametrizace kulové plochy Q:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) = [a cosu cos v, a sinu cos v, 3 + a sin v] B =
{

[u, v] ∈ E2; u ∈ 〈0, 2π〉, v ∈
〈

− π

2
,
π

2

〉}

Pu(u, v) = (−a sinu cos v, a cosu cos v, 0) Pu × Pv = (a2 cosu cos2 v, a2 sinu cos2 v, a2 sin v cos v)
Pv(u, v) = (−a cosu sin v, −a sinu sin v, a cos v) ‖Pu × Pv‖ = a2 cos v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

x2 + y2 + z2 − 1
=

1

a2 cos2 u cos2 v + a2 sin2 u cos2 v + (3 + a sin v)2 − 1
=

=
1

a2 + 8 + 6a sin v
∫∫

Q

f dp =

∫∫

B

f
(
P (u, v)

)
‖Pu × Pv‖ du dv =

∫ π
2

−π
2

(∫ 2π

0

a2 cos v

a2 + 8 + 6a sin v
du

)

dv =

= 2π· a
2

6a

∫ π
2

−π
2

6a cos v

a2 + 8 + 6a sin v
dv =

πa

3

[

ln |a2+8+6a sin v|
]π

2

−π
2

=
πa

3
ln
∣
∣
∣
a2 + 8 + 6a

a2 + 8− 6a

∣
∣
∣.

• Vypoč́ıtejte integrály na ploše Q ⊂ E3 :

Př́ıklad 602.

∫∫

Q

xz dp, Q je △ABC, kde A = [1, 0, 0], B = [0, 1, 0] a C = [0, 0, 1]

Řešeńı : Q je část roviny x+ y + z = 1. Pr̊umětem trojúhelńıka △ABC do roviny (xy)
je trojúhelńık D omezený př́ımkami x+ y = 1, x = 0, y = 0.

y

z

x

B

C

A

Q

1− x

y

x

0 1

1

D

D :
{
0 ≤ x ≤ 1,
0 ≤ y ≤ 1− x

Q :







x = u

y = v

z = 1− u− v,

∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) = [u, v, 1− u− v], B =
{

[u, v] ∈ E2; 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1− u}
Pu = (1, 0,−1), Pv = (0, 1,−1)
Pu × Pv = (1, 1, 1), ‖Pu × Pv‖ =

√
3

∣
∣
∣
∣
∣
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∫∫

Q

xz dp =

∫∫

B

u · (1− u− v) ·
√
3 du dv =

√
3 ·

∫ 1

0

(∫ 1−u

0

u(1− u− v) dv
)

du =

=
√
3

∫ 1

0

(

u(1− u)
[

v
]1−u

0
− u

2

[

v2
]1−u

0

)

du =
√
3

∫ 1

0

(

u(1− u)2 − u

2
(1− u)2

)

du =

=

√
3

2

∫ 1

0

u(1− 2u+ u2) du =

√
3

2

[u2

2
− 2u3

3
+

u4

4

]1

0
=

√
3

2
(
1

2
− 2

3
+
1

4
) =

√
3

24
.

Poznámka : Vzhledem k tomu, že daná plocha Q je grafem funkce z = g(x, y)
dvou proměnných, můžeme nezávislé proměnné x, y považovat př́ımo za parametry
P (x, y) = [x, y, 1− x− y], kde [x, y] ∈ D. Pak tečné vektory jsou Px = (1, 0,−1),
Py = (0, 1,−1) a normálový vektor je Px × Py = (1, 1, 1) a
∫∫

Q

xz dp =

∫∫

D

x · (1− x− y) ·
√
3 dx dy = · · · =

√
3

24

Př́ıklad 603.

∫∫

Q

√

x2 + y2 + 1 dp, Q = {[x, y, z] ∈ E3; 2z + x2 + y2 = 4, z ≥ 0}

Řešeńı :

y

z

x

2

Q je část paraboloidu, který je grafem explicitně

zadané funkce z = 2− x2 + y2

2

Q :







x = x,

y = y,

z = 2− x2 + y2

2
,

x2 + y2 ≤ 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (x, y) =
[

x, y, 2− x2 + y2

2

]

, B = {[x, y] ∈ E2; x
2 + y2 ≤ 4}

Px = (1, 0,−x), Py = (0, 1,−y)
Px × Py = (x, y, 1), ‖Px × Py‖ =

√

x2 + y2 + 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫∫

Q

√

x2 + y2 + 1 dp =

∫∫

D

√

x2 + y2 + 1 ·
√

x2 + y2 + 1 dxdy =

∫∫

x2+y2≤4
(x2 + y2 + 1) dxdy = (polárńı souřadnice) =

∣
∣
∣
∣
∣

x = r cosϕ
y = r sinϕ
J = r

| 0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ ϕ ≤ 2π

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∫ 2

0

(∫ 2π

0

(r2 + 1) · r dϕ
)

dr =
[

ϕ
]2π

0
·
∫ 2

0

(r3 + r) dr = 2π ·
[r4

4
+

r2

2

]2

0
= 12π.

Př́ıklad 604.

∫∫

Q

xy dp, Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2 + y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 1}

Řešeńı :

y

z

x

Q je část válcové plochy s poloměrem r = 2.
Vycháźıme z cylindrických souřadnic.

Q :







x = 2 cos u
y = 2 sin u
z = v,

u ∈ 〈0, 2π〉
v ∈ 〈0, 1〉

Integrál existuje, nebot’ funkce f(x, y, z) = xy

je spojitá na Q.
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∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) = [2 cosu, 2 sinu, v], B = 〈0, 2π〉 × 〈0, 1〉
Pu = (−2 sinu, 2 cosu, 0), Pv = (0, 0, 1)
Pu × Pv = (2 cosu, 2 sinu, 0), ‖Pu × Pv‖ = 2

∣
∣
∣
∣
∣

∫∫

Q

xy dp =

∫∫

B

2 cosu · 2 sin u · 2 du dv =
∫ 1

0

(∫ 2π

0

4 sin u cosu · 2 du
)

dv =

= 8

∫ 2π

0

sin u cosu du ·
∫ 1

0

1 dv = 8
[sin2 u

2

]2π

0
·
[

v
]1

0
= 8 · 0 · 1 = 0.

Př́ıklad 605.*

∫∫

Q

xyz dp, Q = {[x, y, z] ∈ E3; y
2+9z2 = 9, 1 ≤ x ≤ 3, y ≥ 0, z ≥ 0}

Řešeńı :

y

z

x

Jde o část eliptické válcové plochy rovnoběžné
s osou x a poloměrem r = 3.
Vycháźıme ze zobecněných cylindrických souřadnic:

Q :







x = v

y = 3 cos u
z = sin u

u ∈
〈

0,
π

2

〉

v ∈ 〈1, 3〉

∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) = [v, 3 cosu, sinu] B =
〈

0,
π

2

〉

× 〈1, 3〉
Pu = (0,−3 sinu, cosu) Pv = (1, 0, 0)

Pu × Pv = (0, cosu, 3 sinu) ‖Pu × Pv‖ =
√

8 sin2 u+ 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫∫

Q

xyz dp =

∫∫

B

v · 3 cosu · sin u ·
√

8 sin2 u+ 1 du dv =

= 3

∫ 3

1

v dv ·
∫ π/2

0

cosu sin u ·
√

8 sin2 u+ 1 du =

∣
∣
∣
∣
∣

8 sin2 u+ 1 = t
16 sinu cosu du = dt

t ∈ 〈1, 9〉

∣
∣
∣
∣
∣
=

= 3
[v2

2

]3

1
· 1
16

∫ 9

1

√
t dt =

3

2
(9− 1) · 1

16

[2t3/2

3

]9

1
=
3

4
· 2
3
(27− 1) = 13.

Př́ıklad 606.*

∫∫

Q

(xy+yz+xz) dp, Q : y =
√
x2 + z2, lež́ıćı uvnitř plochy x2+z2 = 2x.

Řešeńı :

y

z

x

D

Q

Plocha Q je část pláště rotačńıho kužele

y =
√
x2 + z2,

(osa y je osou rotace), lež́ıćı uvnitř válcové plochy

x2 + z2 = 2x.

Pr̊umět plochy Q do roviny (xz) je kruh D

x2 + z2 ≤ 2x =⇒ (x− 1)2 + z2 ≤ 1

D = {[x, y, z] ∈ E3; (x− 1)2 + z2 ≤ 1, y = 0}.

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) =
[

u,
√

u2 + v2, v
]

, B = {[u, v] ∈ E2 : (u− 1)2 + v2 ≤ 1}
Pu =

(

1,
u√

u2 + v2
, 0
)

, Pv =
(

0,
v√

u2 + v2
, 1
)

Pu × Pv =
( u√

u2 + v2
,−1, v√

u2 + v2

)

‖Pu × Pv‖ =
√

u2

u2 + v2
+ 1 +

v2

u2 + v2
=
√
2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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∫∫

Q

(xy + yz + xz) dp =

∫∫

(x−1)2+z2≤1

(

(x+ z)
√
x2 + z2 + xz

)√
2 dx dz =

=

∫∫

(u−1)2+v2≤1

(

(u+ v)
√
u2 + v2 + uv

)√
2 du dv =

∣
∣
∣
∣
∣

u = r cosϕ
v = r sinϕ
J = r

|
0 ≤ r ≤ 2 cosϕ

−π

2
≤ ϕ ≤ π

2

∣
∣
∣
∣
∣
=

=
√
2

∫ π
2

−π
2

(
∫ 2 cosϕ

0

(

r(cosϕ+ sinϕ) · r + r2 sinϕ cosϕ
)

r dr

)

dϕ =

=
√
2

∫ π
2

−π
2

(cosϕ+ sinϕ+ sinϕ cosϕ) ·
[r4

4

]2 cosϕ

0
dϕ =

=
√
2

∫ π
2

−π
2

(cosϕ+ sinϕ+ sinϕ cosϕ) · 4 cos4 ϕdϕ =

= 4
√
2

∫ π
2

−π
2

(

cos5 ϕ+sinϕ cos4 ϕ+ sinϕ cos5 ϕ
︸ ︷︷ ︸

liché funkce

)

dϕ = 4
√
2

(

2

∫ π
2

0

cos5 ϕdϕ+0+0

)

=

( viz př. 21) = 8
√
2 · 4 · 2

5 · 3 · 1 =
64
√
2

15
.

• Vypoč́ıtejte integrály na ploše Q ⊂ E3 :

607.

∫∫

Q

(x+ y + z) dp, Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0, a > 0} [πa3]

608.

∫∫

Q

(x2 + y2) dp, Q =
{
[x, y, z] ∈ E3; z =

√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 1
} [√

2
2
π
]

609.

∫∫

Q

x dp, Q =
{

[x, y, z] ∈ E3; z =
√

a2 − x2 − y2
}

[0]

610.

∫∫

Q

z dp, Q = {[x, y, z] ∈ E3; 2z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 1}
[ 2

15
π(1 + 6

√
3)
]
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V.3. Aplikace plošného integrálu skalárńı funkce

• Pomoćı plošného integrálu vypoč́ıtejte obsah plochy Q ⊂ E3 :

Př́ıklad 611. Q je část roviny 12x+ 3y + 4z = 12 lež́ıćı v prvńım oktantu.

Řešeńı : Q =
{

[x, y, z] ∈ E3, z =
12− 12x− 3y

4
, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

}

y

z

x

4

3

1
Q

Pr̊umětem plochy Q

do roviny z = 0
je množina D

D : 0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ 4− 4x

D

y

x
1

4

0
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (x, y) =
[

x, y,
12− 12x− 3y

4

]

B = {[x, y] ∈ E2; 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 4− 4x}

Px =
(

1, 0, 3
)

Py =
(

0, 1,−3

4

)

Px × Py =
(

− 3,−3

4
,−1

)

‖Px × Py‖ =
13

4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

S =

∫∫

Q

1 dp =

∫ 1

0

(∫ 4−4x

0

13

4
dy

)

dx =
13

4

∫ 1

0

(4− 4x) dx =
13

4
(4− 2) =

13

2
.

Př́ıklad 612.Q je část kulové plochy x2 + y2 + z2 = 16 lež́ıćı uvnitř válcové
plochy x2 + y2 = 9.

Řešeńı : Plocha Q je složena ze dvou stejných část́ı Q = Q1 ∪Q2.

y

z

x

x2 + y2 = 9

x2 + y2 + z2 = 16

y

z

x

Q1

Omeźıme se na z ≥ 0 =⇒ S = 2

∫∫

Q1

1 dp

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (x, y) =
[

x, y,
√

16− x2 − y2
]

, B = {[x, y] ∈ E2;x
2 + y2 ≤ 9}

Px =
(

1, 0,
−x

√

16− x2 − y2

)

, Py =
(

0, 1,
−y

√

16− x2 − y2

)

Px × Py =
( x
√

16− x2 − y2
,

y
√

16− x2 − y2
, 1
)

, ‖Px × Py‖ =
4

√

16− x2 − y2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

S = 2

∫∫

x2+y2≤9

4 dx dy
√

16− x2 − y2
=

∣
∣
∣
∣
∣

x = r cosϕ
y = r sinϕ
J = r

| 0 ≤ r ≤ 3
0 ≤ ϕ ≤ 2π

∣
∣
∣
∣
∣
=

134
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= 8

∫ 2π

0

∫ 3

0

r dr dϕ√
16− r2

= 8 · 2π ·
[

−
√
16− r2

]3

0
= 16π(4−

√
7).

Př́ıklad 613.Q je část plochy z = 2xy lež́ıćı v prvńım oktantu uvnitř válcové
plochy x2 + y2 = a2.

Řešeńı : z

x

y

x2 + y2 = a2

z = 2xy

z

x

y

z

x

y

Q

∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (x, y) = [x, y, 2xy], B = {[x, y] ∈ E2;x
2 + y2 ≤ a2}

Px = (1, 0, 2y), Py = (0, 1, 2x)

Px × Py = (−2y,−2x, 1), ‖Px × Py‖ =
√

4y2 + 4x2 + 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

S =

∫∫

Q

1 dp =

∫∫

B

√

1 + 4x2 + 4y2 dx dy =

∣
∣
∣
∣
∣

x = r cosϕ
y = r sinϕ
J = r

0 ≤ r ≤ a

0 ≤ ϕ ≤ π

2

∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∫ π/2

0

∫ a

0

√
1 + 4r2 · r dr dϕ =

π

2
· 1
8

∫ a

0

√
1 + 4r2 · 8r dr = π

16

[

2(1 + 4r2)3/2

3

]a

0

=

=
π

24

(

(1 + 4a2)
√
1 + 4a2 − 1

)

.

Př́ıklad 614.Q je část kuželové plochy z =
√

x2 + y2 lež́ıćı uvnitř válcové
plochy x2 + y2 = 2x.

Řešeńı : x2 + y2 ≤ 2x =⇒ (x− 1)2 + y2 ≤ 1

y

z

x y

z

x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (x, y) = [x, y,
√

x2 + y2], B = {[x, y] ∈ E2; (x− 1)2 + y2 ≤ 1}
Px =

(

1, 0,
x

√

x2 + y2

)

, Py =
(

0, 1,
y

√

x2 + y2

)

Px × Py =
(

− x
√

x2 + y2
,− y

√

x2 + y2
, 1
)

, ‖Px × Py‖ =
√

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
+ 1 =

√
2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

S =

∫∫

Q

1 dp =
√
2

∫∫

(x−1)2+y2≤1

dx dy =(integrál se rovná obsahu kruhu o poloměru 1) =
√
2 · π · 12
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Př́ıklad 615. Stanovte hmotnost plochy Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2 + y2 + z2 = 9, x ≤ 0},

je-li hustota ̺(x, y, z) =
1

z2 + 9
.

Řešeńı :

y

z

x

3
Q :







x = 3 cos u cos v
y = 3 sin u cos v
z = 3 sin v

u ∈
〈π

2
,
3π

2

〉

v ∈
〈
− π

2
,
π

2

〉

∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) = [3 cosu cos v, 3 sinu cos v, 3 sin v] B =
〈π

2
,
3π

2

〉

×
〈

− π

2
,
π

2

〉

Pu = (−3 sinu cos v, 3 cosu cos v, 0) Pv = (−3 cosu sin v, −3 sinu sin v, 3 cos v)

Pu × Pv = (9 cosu cos2 v, 9 sinu cos2 v, 9 sin v cos v) ‖Pu × Pv‖ = 9 cos v

∣
∣
∣
∣
∣
∣

m =

∫∫

Q

̺(x, y, z) dp =

∫∫

Q

1

z2 + 9
dp =

∫ π/2

−π/2

(∫ 3π/2

π/2

9 cos v

9 sin2 v + 9
du

)

dv =

= π·
∫ π/2

−π/2

cos v

sin2 v + 1
dv =

∣
∣
∣

sin v = t
cos v dv = dt

∣
∣
∣ = π·

∫ 1

−1

dt

t2 + 1
= π·

[

arctg t
]1

−1
= π·π

2
=

π2

2
.

Př́ıklad 616. Stanovte moment setrvačnosti vzhledem k ose z plochy Q =
{
[x, y, z] ∈ E3;

z =
√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2
}
, je-li hustota konstantńı (̺(x, y, z) = k).

Řešeńı :

y

z

x

2 Q :







x = v cosu
y = v sin u
z = v

u ∈ 〈0, 2π〉
v ∈ 〈0, 2〉

∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) = [v cosu, v sinu, v] B = 〈0, 2π〉 × 〈0, 2〉
Pu = (−v sinu, v cosu, 0) Pv = (cosu, sinu, 1)

Pu × Pv = (v cosu, v sinu, −v) ‖Pu × Pv‖ = v
√
2

∣
∣
∣
∣
∣

Jz =

∫∫

Q

(x2 + y2)̺(x, y, z) dp =

∫∫

B

v2 · k · v
√
2 dudv =

√
2 k

∫ 2

0

∫ 2π

0

v3 du dv =

=
√
2 k · 2π

[v4

4

]2

0
= 8
√
2 kπ.

Př́ıklad 617. Najděte těžǐstě části paraboloidu x2 + y2 = 2z omezené rovinou z = 1,
s hustotou ̺(x, y, z) = 1.

Řešeńı :

y

z

x

1

Těžǐstě bude na ose rotace z, tj. T = [0, 0, zT ],

zT =
Mxy

m
,

Q :







x = v cosu
y = v sin u

z =
v2

2

u ∈ 〈0, 2π〉
v ∈ 〈0,

√
2〉
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∣
∣
∣
∣
∣
∣

P (u, v) = [v cosu, v sinu, v2/2] B = 〈0, 2π〉 × 〈0,
√
2〉

Pu = (−v sinu, v cosu, 0) Pv = (cosu, sinu, v)

Pu × Pv = (v2 cosu, v2 sinu, −v) ‖Pu × Pv‖ = v
√
1 + v2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

m =

∫∫

Q

̺ dp =

∫ √
2

0

(∫ 2π

0

1 · v
√
1 + v2 du

)

dv = 2π · 1
2

∫ √
2

0

(
1 + v2

)1/2 · 2v dv =

= π
[2(1 + v2)3/2

3

]√2

0
=
2π

3
(3
√
3− 1),

Mxy =

∫∫

Q

z̺ dp =

∫ √
2

0

(∫ 2π

0

v2

2
· 1 · v

√
1 + v2 du

)

dv =

=
1

2

∫ √
2

0

(∫ 2π

0

v2
√
1 + v2 ·v du

)

dv =
1

2
·2π ·

∫ √
2

0

v2
√
1 + v2 ·v dv =

[
1 + v2 = t2

2v dv = 2t dt

t ∈ 〈1,
√
3〉

]

=

= π ·
∫ √

3

1

(t2 − 1)t2 dt = π
[t5

5
− t3

3

]√3

1
= π

(9
√
3

5
−
√
3− 1

5
+
1

3

)

=
2π

15
(1 + 6

√
3),

zT =
2π(1 + 6

√
3) · 3

15 · 2π(3
√
3− 1)

=
1 + 6

√
3

5(3
√
3− 1)

T =

[

0, 0,
1 + 6

√
3

5(3
√
3− 1)

]

• Je dána plocha Q ⊂ E3.
a) Načrtněte danou plochu Q a jej́ı pr̊umět do roviny (xy).
b) Navrhněte vhodnou parametrizaci plochy Q a vypoč́ıtejte délku vektoru kolmého
k ploše Q při navržené parametrizaci.

c) Určete plošný obsah dané plochy.

618. Q = {[x, y, z] ∈ E3; x+ 2y + z = 6, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}

x y

z

x

y






b)P (x, y) = [x, y, 6− x− 2y],

B = {[x, y] ∈ E2; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}, ‖~n‖ =
√
6

c) 3π
√
6







619. Q = {[x, y, z] ∈ E3; z = y2 − x2, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}

y

z

x
x

y








b)P (x, y) = [x, y, y2 − x2],

B = {[x, y] ∈ E2; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}, ‖~n‖ =
√

4x2 + 4y2 + 1

c)
π

6
(17
√
17− 5

√
5)









620. Q = {[x, y, z] ∈ E3; z = 4−
√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 2}

x y

z

x

y



















b1)P (x, y) = [x, y, 4−
√

x2 + y2],

B = {[x, y] ∈ E2; 4 ≤ x2 + y2 ≤ 16}, ‖~n‖ =
√
2

b2)P (u, v) = [v cosu, v sinu, 4− v],

B = {[u, v] ∈ E2; 0 ≤ u ≤ 2π, 2 ≤ v ≤ 4}, ‖~n‖ = v
√
2

c) 12π
√
2


















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621. Q je část kulové plochy x2 + y2 + z2 = 12 lež́ıćı uvnitř paraboloidu x2 + y2 = 4z.

x y

z

x y

z

x

y













b)P (u, v) = [
√
12 cosu cos v,

√
12 sinu cos v,

√
12 sin v],

B = {[u, v] ∈ E2; 0 ≤ u ≤ 2π, arctg(
√
2/2) ≤ v ≤ π/2},

‖~n‖ =
√
12 cos v

c) 8π(3−
√
3)













• Určete plošný obsah plochy Q ⊂ E3 :

622. Q = {[x, y, z] ∈ E3; z = x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1}
[π

6
(5
√
5− 1)

]

623. Q := {[x, y, z] ∈ E3; 3x+ 4y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}
[

√
26

24

]

624. Q je část kuželové plochy z = 4
√

x2 + y2 vyt́ınané rovinami x = 0, y = 0,
2x+ 3y = 6. [3

√
17]

625. Q je část roviny 2x+ y − z = 0 lež́ıćı uvnitř eliptické válcové plochy
x2

9
+

y2

16
= 1.

[12
√
6π]

626. Q = {[x, y, z] ∈ E3; x = u+ v, y = u− v, z = 4v, [u, v] ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉}. [6]

• Je dána plocha Q a plošná hustota ̺(x, y, z).
a) Načrtněte plochu Q a jej́ı pr̊umět do roviny z = 0.
b) Navrhněte vhodnou parametrizaci plochy Q, napǐste vektor kolmý k dané ploše
a určete jeho délku při této parametrizaci.

c) Určete hmotnost plochy Q.

627. Q = {[x, y, z] ∈ E3 : z = 4− x2 − y2, z ≥ 0}, ̺(x, y, z) =
√

1 + 4(x2 + y2).

x y

z

x

y

























b1)P (x, y) = [x, y, 4− x2 − y2],
B = {[x, y] ∈ E2;x

2 + y2 ≤ 4},
~n = (2x, 2y, 1), ‖~n‖ =

√

4x2 + 4y2 + 1

b2)P (u, v) = [v cosu, v sinu, 4− v2],

B = {[u, v] ∈ E2; 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2},
~n = (2v2 cos v, 2v2 sin v, v), ‖~n‖ = v

√
4v2 + 1

c) 36π

























628. Q = {[x, y, z] ∈ E3 : x2 + y2 = 4, x ≥ 0, y ≥ 0, z ∈ 〈0, 3〉}, f(x, y, z) = xyz

x y

z

x

y






b)P (u, v) = [2 cosu, 2 sinu, v], B = 〈0, π/2〉 × 〈0, 3〉
~n = (2 cosu, 2 sinu, 0), ‖~n‖ = 2

c) 18







629. Q = {[x, y, z] ∈ E3 : z
2 = x2 + y2, x ≥ 0, z ∈ 〈0, 1〉, ̺(x, y, z) =

√

x2 + y2

x y

z

x

y

























b1)P (x, y) = [x, y,
√

x2 + y2],
B = {[x, y] ∈ E2;x

2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0},

~n =
( −x
√

x2 + y2
,

−y
√

x2 + y2
, 1
)

, ‖~n‖ =
√
2

b2)P (u, v) = [v cosu, v sinu, v],

B = {[u, v] ∈ E2;−π/2 ≤ u ≤ π/2, 0 ≤ v ≤ 1}, ‖~n‖ = v
√
2

c)
√
2π/3
























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•Je dána plocha Q a skalárńı funkce f.
a) Načrtněte plochu Q a jej́ı pr̊umět do roviny x = 0.

b) Vypoč́ıtejte

∫∫

Q

f dp.

c) Napǐste, co by mohl vyjadřovat integrál z úlohy b).

630. Q = {[x, y, z] ∈ E3 : x2 + y2 = 4, x ≥ 0, z ∈ 〈0, 3〉}, ̺(x, y, z) = xy2.

x y

z

y

z

x







b) 0

c)m při hustotě ̺ = xy2

Myz při hustotě ̺ = y2







631. Q = {[x, y, z] ∈ E3 : z =
1

2
(x2 + y2), z ∈ 〈0, 1〉, f(x, y, z) = kz, k > 0

x y

z

x y

z






b) 2π(1 + 6
√
6)k/15

c)m při hustotě ̺ = kz
Mxy při hustotě ̺ = k







632. Q = {[x, y, z] ∈ E3 : z =
√

9− x2 − y2, f(x, y, z) = x2 + y2

x y

z

x y

z






b) 108π

c)m při hustotě ̺ = x2 + y2

Jz při hustotě ̺ = 1







633. Je dána plocha Q = {[x, y, z] ∈ E3 : z = xy, x2 + y2 ≤ 3}.
a) Do tř́ı samostatných obrázk̊u načrtněte křivky, které vzniknou řezem grafu funkce

z = xy rovinou z = 1, rovinou x− y = 0 a rovinou x+ y = 0.
b) Navrhněte vhodnou parametrizaci plochy Q. Napǐste vektor kolmý k ploše Q

a vypoč́ıtejte jeho délku (při této parametrizaci).
c) Určete plošný obsah plochy Q.

[

a) hyperbola

{

xy = 1
z = 1

, parabola

{

z = x2

x− y = 0
, parabola

{

z = −x2

x+ y = 0

]

x

y

z

x

y

z

x

y

z







b)P (x, y) = [x, y, xy], B = {[x, y] ∈ E2;x
2 + y2 ≤ 3},

~n = (−y,−x, 1), ‖~n‖ =
√

x2 + y2 + 1

c) 14π/3







634. Vypočtěte hmotnost plochy Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0 a > 0}

při plošné hustotě ̺(x, y, z) = z. [πa3]
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635. Vypočtěte hmotnost plochy Q = {[x, y, z] ∈ E3; x+y+z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}
při plošné hustotě ̺(x, y, z) =

1

(1 + x+ y)2
.

[√
3
(

ln 2− 1

2

)]

636. Vypočtěte těžǐstě části kuželové plochy z =
√

x2 + y2 vyř́ıznuté válcovou
plochou x2 + y2 = ax, (a > 0), je-li hustota konstantńı ̺(x, y, z) = k.

[

T =
[a

2
, 0,

16a

9π

]]

637. Vypočtěte těžǐstě plochy Q =
{
[x, y, z] ∈ E3; x =

√

y2 + z2, y ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 2
}

při plošné hustotě ̺(x, y, z) = x.
[

T =
[3

2
,
3

π
, 0
]]

638. Vypočtěte souřadnici yT těžǐstě T plochy Q = {[x, y, z] ∈ E3; x
2 + z2 = 4,

x ≥ 0, z ≥ 0, y ∈ 〈0, 3〉} při plošné hustotě ̺(x, y, z) = xyz. [2]

639. Vypočtěte statický moment vzhledem k ose rotace povrchu homogenńı polokoule
o poloměru R, ̺(x, y, z) = k.

[π

6
(3π + 4)k R3

]

640. Vypočtěte moment setrvačnosti vzhledem k ose z homogenńıho trojúhelńıka

s vrcholy [a, 0, 0], [0, a, 0], [0, 0, a] (a > 0, ̺(x, y, z) = k).
[

√
3

6
a4k

]

641. Vypočtěte moment setrvačnosti vzhledem k ose z homogenńı plochy Q = Q1 ∪Q2,
kde Q1 = {[x, y, z] ∈ E3; x

2 + y2 ≤ 16, z = 0}, Q2 = {[x, y, z] ∈ E3;

z = 4−
√

x2 + y2, z ≥ 0}, ̺(x, y, z) = k.

[128 kπ(1 +
√
2)]

642. Vypočtěte moment setrvačnosti vzhledem k ose z homogenńı plochy

Q =
{

[x, y, z] ∈ E3; z
2 =

h2

a2
(x2 + y2), 0 ≤ z ≤ h

}

, ̺(x, y, z) = k.
[π

2
a3k

√

a2 + h2

]
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