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V. Plosny integral

V.1. Parametrizace ploch

Necht B C Ey a X = P(u,v) je zobrazeni 2 B do E3. Necht I' = OB je uzaviend
jednoduchd po cdstech hladkd krivka vIEy t. B =T1"U intT'. Plati-li :

a) zobrazeni P je spojité a prosté na B,

b) P mad omezené a spojité parcidlni derivace P, a P, v B\ K, kde K je mnoZina
koneéného poctu bodu lezicich na hranici T’ mnoZiny B,

¢) P,xP,#0 v B\ K,

potom mnozina @ ={X = P(u,v) € E3; [u,v] € B} se nazjvd jednoduchd hladkd
plocha v Ej |, zobrazeni P jeji parametrizaci a mnozina ¢ = {X = P(u,v) € Es;
[u,v] € I'} jeji okraj.

Vektory P,, P, jsou tecné vektory a vektor P, x P, je normdalovym vektorem plochy Q.
Jednotkovy vektor normdly oznacme 1i°.

mi(A)
Rikdme, Ze plocha @Q a jeji okraj ¢ jsou sou-
\ hlasnée orientovany, jestlize pro smér krivky ¢ a
0 normdlu 1 plochy plati pravidlo "pravé ruky”.

P

POZNAMKA : V geometrickych a fyzikalnich aplikacich se casto pouziva tzv. radiusvektor
7= (x,y,z) bodu X = [z,y,z]. Potom vektorova rovnice 7(t) = (x(t),y(t), z(t)),

t € I vyjadiuje kiivku c:z = xz(t), y = y(t), z = 2(t), t € I a podobné

(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), [u,v] € B C Ey vyjadfuje plochu

Q={X €Es; v =2(u,v), y =y(u,v), z = z(u,v), [u,v] € B}.

e Navrhnéte parametrizaci plochy @, jejiz orientace je urc¢ena normalovym vektorem 7ig.
Zjistéte, zda plocha (@) je orientovana souhlasné ¢i nesouhlasné s navrzenou parametrizaci :

Priklad 591. Q) je rovnobéznik s vrcholy A = [1,1,1], B =[1,4,4], C' = [0, 5, 6],
D =10,2,3], iig -k > 0.

Resent :
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Snadno se presvédcime, ze E = ﬁ =(0,3,3) a E = lﬁ =(-1,1,2).
@ je ¢ast roviny urcené bodem A a vektory AB, AD.
Rovnici roviny napiseme v parametrickém tvaru X = A + u,@ + UE.

Za parametrizaci plochy @ zvolime P(u,v) = A + u@ + vﬁ.
P(u,v) =[1 —v,14+3u+v,1+4 3u+ 20|, kde [u,v] € (0,1) x (0,1)

o =

P, =(0,3,3), P,=(-1,1,2) i=P,xP, = = (3,-3,3)

— W Sy
N W

-1

Z podminky 7 - k= (3,-3,3)-(0,0,1) = 3 > 0 vyplyvé, ze orientace plochy
je souhlasna se zvolenou parametrizaci. [ ]

Priklad 592. () je kruh v roviné x = 2 se stredem v bodé [2, —1, 3| a polomérem 4,
fig = (—1,0,0).

Resent :

Q= {[r,y,2] € E3; (y+1)*+(2-3)* < 16, x = 2}.
Navrhneme zobrazeni:

a) P(u,v) =[2, =14+ wvcosu, 3+ wvsinu], [u,v] € B =(0,2m) x (0,4),
P,(u,v) = (0, —vsinu, vcosu) P,(u,v) = (0, cosu, sinu)

- - -

{ J k o
ﬁZPu X P, =10 —vsinu wvcosu :(—U,0,0) =0pro v=0
0 cosu sinu £ 0 pro v # 0.

Toto zobrazeni neni parametrizaci plochy @, protoze je P, x P, =0 v nekoneéném
poctu bodt lezicich na hranici mnoziny B. Kromé toho na hranici mnoziny B neni
uvazované zobrazeni prosté.

b) P(u,v) =[2, =1 +u, 3+v], B={[u,v] € Ey; u?+v* < 16},
P,(u,v) =(0,1,0), P,(u,v)=(0,0,1)
ik .
n=P,xP,=]0 1 0|:(1,0,0)#Oprovéechny[u,v]EB
0 0 1

Toto navrzené zobrazeni je parametrizaci plochy () a orientace plochy () je nesou-
hlasnd s touto parametrizaci, protoze g = (—1,0,0) = — (P, X P,). [ |

Priklad 593. Q = {[z,y,z] € Eg;z =2 +y* y >0, 2 <1}, 7([0,0,0]) = (0,0,—1)

Resent : ; ) ) _
5 Jde o ¢ast plasté rotacniho paraboloidu
T =1VCoSu
u € (0,7),
a) Q: < y=uvsinu <0 1>
5 — 2 v e (0,1)
r=u
b)Q:¢ y=wv w4+ <1,v>0
2z =u?+v?
v ﬁQ
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Navrhneme zobrazent:

a) P(u,v) = [vcosu, vsinu,v?], [u,v] € B =(0,m) x (0,1),
P,(u,v) = (—vsinu, vcosu, 0) P,(u,v) = (cosu, sinu, 2v)

—

i j k
n=P,xP,=| —vsinu wvcosu 0 |= (21)2 cos u, 20% sin u, —U)
cosu sinu  2v

n=0prov=0 = zobrazeni neni podle definice parametrizaci plochy Q).
Kromé toho na hranici mnoziny B neni uvazované zobrazeni prosté.

POZNAMKA: Protoze vSak zobrazeni nespliiuje podminky definice parametrizace jen na
mnoziné dvourozmérné miry 0, lze ho pouzit pro vypocet plosného integralu.

b) P(u,v) = [u, v, u* +v*], B ={[u,v] € Ey; u® +0v* < 1,0 > 0},
P,(u,v) = (1,0, 2u), P,(u,v)= (0, 1, 20)

P7oR )
n=P,XxP,={1 0 2u|=(—2u,—2v,1) #0 v celém B
0 1 2w
—2u,—2v,1
o= 2262201 noit.0,0]) = 7w = v = 0) = (0,0, 1),

VAu? + 402 + 1

Navrzené zobrazeni je parametrizaci. Plocha @) je nesouhlasné orientovana s touto
parametrizaci, protoze 1° = —ig. [ ]

Priklad 594.% Je dédna polovina kulové plochy Q = {[z,v, z] € E3; 2% + 3> + 22 = a?,
z>0,a>0,} orientovand normalovym vektorem 7 = (ny, ng, ns),
kde n3 > 0. Rozhodnéte, kterd ze zadanych zobrazeni P(u,v) jsou
parametrizacemi plochy @).

a) P(u,v) = [u,’u,\/a2 —u?— UQ], kde [u,v] € B = {[u,v] € Eq; u* +v? < a?},

2a%u 2a%v 2a°

a2 +u? +v?2 a2 +u?+0? a? 4+ u? 402

b) P(u,v) = —al, kde [u,v] € B,

B = {[u,v] € Ey; u® +v* < a?},

¢) P(u,v) = [acosucosv,asinucosv,asinv|, kde [u,v] € B = (0, 27) x <O, g>
u

Dosazenim se muzeme snadno
presvedcit, ze ve vSech piipadech
plati rovnice

2?4 y? + 22 = a2,

—Uu —v

,/az_uz_v2>’P”: (0’1’ a2 — u2 — 12

na hranici I'g. Z toho vyplyva, ze dané zobrazeni neni parametrizaci.

a) Funkce P, = (1, 0,

> neexistuji

b) P(u,v) je spojité, prosté zobrazeni v B. Snadno se presvédéime, ze na B
skutecné vychézi z > 0 :
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B 2a® _a(a® —u? —v?)

_— —a =
a? + u? + v? a? + u? + v?
B={lu,v] €Ey; v +0v* <a®> = aa*—u*-1*>0 = z>0.

)

Spocitame tecné vektory P,, P, a normalovy vektor vyplyvajici z parametrizace P

— -

i 7 k
2a%(a® — u® +v?) —4auv —6a3u
n=P,xP,= (a2 + u? + v2)2 (a2 + u2 + v2)2 (@ +u2 +02)2 | =
—4a’uv 2a%(a? 4+ u? — v?) —6a%v

(a2+u2—|—v2)2 (a2+u2+1}2 2 (a2+u2+v2)2
4a* .
= 3au(a® + u* +v?), 3av(a® + u* +v?), a* — u2+v22) 0
s e G ). 3av ). at = (1 +02)?) #
pro véechna u? +v? < a? n3 = a* — (u* +v*)* > 0.
Dané zobrazeni je parametrizaci plochy () . Orientace plochy je souhlasnd s danou
parametrizaci.

¢) Zobrazeni vychézi z popisu kulové plochy ve sférickych souradnicich. Vime, ze toto
T
zobrazeni je prosté a spojité pro u € (0,27) a v € <0, §> Navic jeho parcidlni

derivace P, a P, jsou spojité vsude v E; a

- - —

i i k
i = | —asinucosv acosucosv 0 | = (g% cosucos® v, a’sinucos® v, a? sinv cos v),
—acosusinv —asinusinv acosv

71| = a* cosv # 0 pro viechna u € (0,27),v € <0, g) Na hranici mnoziny B, kde u

T —
je libovolné a v = 5 je m = 0 a na hranici I'g neni zobrazeni prosté. Z toho vyplyva,

ze dané zobrazeni neni parametrizaci plochy Q).

595. Plocha Q = {[z,y,2] € E3;2°+1y? = 4,2 > 0, z € (1,4)} je orientovand tak, Ze

vektor normaly 7 v libovolném bodé spliiuje podminku 7ig > 0. a) Ovéite,
ze zobrazeni P(u,v) = [2cosu,2sinu,v], [u,v] € B,B = < — E, Z> x (1,4)

je parametrizaci plochy ) a rozhodnéte o orientaci plochy vzhledem k této
parametrizaci.  b) Zduvodnéte, pro¢ zobrazeni P(u,v) = [\/4 —u2,u, v},
[u,v] € B =(—2,2) x (1,4) neni parametrizaci plochy Q.

a) orientace plochy @ je souhlasnd s parametrizaci ,
b) P, je nespojité v nekonetném poctu bodu mnoziny B.

e Navrhnéte parametrizaci plochy @, jejiz orientace je urc¢ena normalovym vektorem 7ig.
Zjistéte, zda plocha () je orientovana souhlasné ¢i nesouhlasné s navrzenou parametrizaci :

596. Q = {[x,y,2] €Eg;a? +y* =4,2 >0, 0< 2z <4}, 7g([2,0,2]) =(1,0,0)
P(u,v) = [2cosu, 2sinu, v]
[ [u,v]e<—g,g>x<0,4>

orientace plochy @ je souhlasnd s parametrizaci |

597. Q = {[r,y,2] € E3; 2 = xy, 2* +y* < a?, a > 0}, ﬁQ-E>O
[ P(u,v) = [vcosu, vsinu, v? sinu cos u]

[u,v] € (0,2m) x (0, a)
zobrazeni neni parametrizaci
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598. Q = {[z,vy, 2] € Es; w +22=1, z € (-1,3),2 > 0}, 7g([0,0,1]) = (0,0, —1)

P(u,v) = [v, 1 + 2cosu, sinu] |
[u,v] € (0,7) x (—1,3)
orientace plochy @ je souhlasna s parametrizaci

599. Q = {[z,y,2] € Eg;22+3y+2=6, t >0, y >0, 2 > 0}, 1ig = (n1,n9,n3), ny >0
P(u,v) = [u, v, 6 —2u — 3v]
0<u<3,0<v<6-2u
orientace plochy @ je souhlasna s parametrizaci

V.2. Plosny integral skalarni funkce

Necht Q je jednoduchd hladkd plocha v Bz s parametrizaci X = P(u,v), [u,v] € B C E,.
Necht f je skaldrni funkce definovand a omezend na plose Q. Jestlize dvojny integrdl

// f(P(u, v)) | Pu(u,v) X Py(u,v)||dudv ezistuje, pak pokladame
B

//Qfdp: //Bf<P(UaU)>||Pu(U,v) X P,(u,v)|| dudv

rikame, Ze [ je integrovatelna na ().
k

Je-li plocha Q C Esz jednoduchd po cdstech hladkd, ) = UQi jednoduchych hladkych

i=1
ploch Q1,...,Qr a f je funkce integrovatelnd na kazdé plose Q;,1 <1 < k, pak je

//Qfdp=i/@fdp-

POzZNAMKA : Vime, Ze ani existence ani hodnota dvojného integralu [[, f du dv nezévisi
na ”chovéni”funkce f na mnoziné miry 0. Z toho plyne, ze lze pocitat [], Q f dp pouzitim
zobrazeni P(u,v), které sice (striktné vzato) neni parametrizaci plochy @), ale pozadované
podminky na parametrizaci jsou poruSeny pouze na mnoziné miry 0 v B.

e Rozhodnéte o existenci plosného integralu a pokud integral existuje, tak jej vypocitejte.

1
Piiklad 600. // wynle] e @ = {[v,y,2] €Egi (2 — 22 + 92 + 22 = 1,2 > 0}
Q zZ

Resend : 5 7
Integrél neexistuje, nebot funkce
zyln |x|
flay,z) = 0
neni definovana pro z = 0 a neni ome-
zena v zadném okoli bodu s nulovou z-tovou
soutadnici.
]
d
Priklad 601.* // pE _{ 5 @={ryie Es; 22412+ (2—3)* = a?, a > 0}
0 _
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Reseni : Pro existenci integralu je postacujici spojitost integrované funkce na plose Q.
Tato podminka je splnéna vzdy, kdyz @ je disjunktni s kulovou plochou

2?2+ y* + 22 =1, coz plati pro a € (0,2) U (4, 00).

Naopak, pro a € (2,4), integral neexistuje, protoze funkce f neni na plose @
omezena.

@ je kulovd plocha se stiedem [0,0, 3]
a polomérem a, muzeme ji popsat pomoci
sférickych soutradnic, kde polomér je ro-

ven a.
T = @ COS U COSV ue((),Qﬂ)

Q: < y=asinucosv T
z=3+asinv U€<_§’§>

Parametrizace kulové plochy @Q:

P(u,v) = [acosucosv, asinucosv, 3+ asinv] B = {[u,v] € Eg; u € (0,2m), v € < — %, g>}

P, (u,v) = (—asinucos v, acosucosv, 0) P, x P, = (a* cosucos® v, a®sinu cos® v, a® sinv cos v)
P, (u,v) = (—acosusinv, —asinusinv, acosv) [P X Py| = a®cosv
1 1
2?2+ y?+22—1  a?cos?ucos® v+ a?sin®ucos?v + (3 + asinv)? — 1
1

a2+ 8+ 6asinv

L a®cosv
dp = P P, x P,||dudv = du) dv =
//Qf p //Bf( (u,v)) | Py x Py dudv /w</0 B —— u) v
> 13

2

a 6a cos v Ta 3 ma . |a®+ 8 + 6a
_or. L d:—[l 24 846asi } _ Ty |eroerna
7T6a/72ra2+8+6asinv ! 3 nja®+8+6asiny] =z 3 na2+8—6a

=

e Vypocitejte integraly na plose @) C Es :

Priklad 602. // v2dp, Qe AABC, kde A—=[1,0,0], B=[0,1,0]aC = [0,0,1]
Q

Resend : Q je Gast roviny = +y 4+ z = 1. Primétem trojihelnika AABC do roviny (zy)
je trojuhelnik D omezeny primkami x +y =1, 2 =0, y = 0.

z
C
B
A y
xXr
P(u,v) = [u, v, 1 —u — ],

P“ = (170771)7
P, x P,=(1,1,1),
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//xzdp // (1—u—v)- \/_dudv—\/_// 1—u—v)dv>du:

i GO S L A e
[ Tl 55l e-i %

1—2u+u?) du = 22 A ST W
wtw)du=o -5ty T3 Gt T
P0OzZNAMKA : Vzhledem k tomu, ze dand plocha @ je grafem funkce z = g(z,y)
dvou proménnych, muzeme nezavislé proménné z,y povazovat piimo za parametry
P(z,y) = [z, y, 1 —x —y|, kde [z,y] € D. Pak tetné vektory jsou P, = (1,0, —1),
P,=(0,1,—1) anormélovy vektor je P, x P, =(1,1,1) a

//Q:chdp://l)x-(l—x—y)-\/gdxdy:-n:\z/—f .

Priklad 603. / Va2 +y2+1dp, Q= {[z,y,2] € Es; 2z +2° +y* =4, 2 > 0}
Q

Resent : _ ) ) o
@ je cast paraboloidu, ktery je grafem explicitné
Z ) 2+ y?
‘ 2 zadané funkce z = 2 — 5
r=u,
Y=Y 2 2 < 4
@ 9 z? + 2 Ay S
/ ~ 2 7
T Y
2 +y° 2, .2
Py) = [o,9,2-"52],  B={ly €Baa®+y <4}
Pac - (1707_33)7 Py = (07 17 _y)
PxXPyI(JZ,y,l), ||P9?XP?JH:\/$2+ZI/2+1
// \/:E2+y2+1dp:/ Va2 + 2+ 1- /224192 + Ldady =
Q D
T =1TCcosp
/L2+y2§4<$2 + y2 + 1) dxdy = (polarni soutadnice) = zz:sinw | 00§§<,0T§§227r =
2, o 9r  [2 A 212
:/</ (r2+1)~7’dg0>dr:[<p] '/(r3+r)dr:27r-[—+—} = 12r.
0 0 0 0 4 2 1o

Priklad 604. // vydp, Q= {[r,y,2]€Es;2° +9y* =4, 0<z<1}
Q

Resent : o )
@ je ¢ast valcové plochy s polomérem r = 2.
Vychéazime z cylindrickych souradnic.

T =2cosu
_ o € (0,2m)
Q:1{ y=2sinu € (0,1)
z =,

N

Integrél existuje, nebot funkce f(z,y,2) = xy
je spojita na Q.
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P(u,v) = [2cosu, 2sinu, v], B =(0,2m) x (0,1)
P, = (—2sinwu, 2cos u,0), P, =(0,0,1)
P, x P, = (2cosu, 2sinwu,0), [Py x Pyl =2

1 2m
// a:ydp://2cosu-28inu-2dudv:/ (/ 4sinucosu-2du>dv:
Q B 0 0

21 1 2 o 1
—8/ sinucosudu-/ 1dv:8[sm u] [v} =8-0-1=0.
0 0

2 0 0

n
Priklad 605 .* // vyzdp, Q= {[z,y,2] €E3;9*+9:2=9, 1<2<3,y>0,2>0}
Q

Resent : » o ) o
Jde o ¢ast eliptické valcové plochy rovnobézné
s osou z a polomérem r = 3.

Vychéazime ze zobecnénych cylindrickych soutadnic:

T =0 m
U € <O, —>
Q:<{ y=3cosu 2
= sinu 'U€<1,3>
P(u,v) = [v, 3cosu, sinu] B= <07 g> x (1,3)
P, = (0,—3sinu, cosu) P, =(1,0,0)

P, x P, = (0,cosu, 3sinu) |P. x Pyl = /8sin®u + 1

// :Cyzdp://v-3cosu-sinu~\/8sin2u+1 dudv =
Q B

3 /2 sinu+1=t¢t
:3/ vdv-/ cosusinu - V8sinu+ 1 du = | 16sinucosudu =dt | =
1 0 te(1,9)
v293 1 [? 3 1 r2t3299 3 2
:3[—] -—/ tdt:—9—1-—[ ] — 2. 2027 1) =13
211 16 J; Vi 2( ) 16L 3 11 4 3( )

m
Priklad 606.* // (zy+yz+wz2)dp, Q:y=Va?+ 22 lezici uvniti plochy 22+ 2% = 2.
Q

Resent : o ) )
Plocha @) je ¢ast plasté rotacniho kuzele

y = Va2 + 22,
(osa y je osou rotace), lezici uvniti vélcové plochy
22 + 22 = 2z.
Prumeét plochy @ do roviny (zz) je kruh D
P+ <2 = (x—-1)2+22<1
D={[z,y,2z] €E3;(x —1)*+ 22 <1,y =0}.

B={[u,v] €EEs: (u—1)>+> <1}
Py = (0, 5=.1)
! "V 2

) 1PxRl=yf

2 v2

tl+ 55— =V2

v u
u2+v2 u2+v2

7_17
'LL2+”U2 /U2+’l)2
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//(xy+yz+:xz // :U+zv:v2+z2+xz>\/_d:vd2—
@ )2+22<1
U =T COoSP 0<r<2cosp
// u+U\/u2+U2+uv>\/—dudU— v=rsing | 7E<90<z ‘:
+02<1 I 202
5 2 cos p )
:\/5/ / (r(cosg0+sing0)~r+r singocosgp)rdr dp =
_x 0
2
% ) ) 7»4 2cos p
% (cos p + sin @ + sin @ cos ) - [Z} dp =
_m 0
2
%
:\/5/ (cos ¢ + sin p + sin @ cos ) - 4 cos® pdp =
3
:4\/5/2 (COS <,0+Sln<pcos cp+smgocos gp) dp = 4\/_< /2 Cos5g0dgp+0+0) =
2 liché funkce 0
4.2 64+/2
(vizpf.21):8\/§-—-1:—\/—.
5-3 15 -

e Vypocitejte integraly na plose ) C Ejg :

607. //Q(x+y+z)dp, Q= {[zr,y,2] € Es3;2® +y* + 2> =d® 2>0, a >0} [ra?]
608. //Q(xQ—i—yQ)dp, Q= {[Q;,y,z] € Ez; 2= \/m, 0<z< 1} [\/757?}
609. //Qacdp, Q:{[I,y,Z]EEg;z: a2—x2—y2} [0]

610. //zdp, Q={[r,y, 2] €E3;2z = 2® + 9% 0< 2 < 1} [1—57r(1+6\f)]
Q
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V.3. Aplikace plosného integralu skalarni funkce

e Pomoci plosného integralu vypocitejte obsah plochy @) C Ej :

Priklad 611. () je ¢ast roviny 12z + 3y + 4z = 12 lezici v prvnim oktantu.

. 12 —-122 — 3
Regenz’:Q:{[x,y,z]EEg,z:#,zzo,yzO,zZO}
: y
3 Prumétem plochy @
do roviny z =0 4
je mnozina D
D: 0<z<1 D
1 0<y<4—A4x
4
x y 0 1 “
P(x,y)z[:c,y%] B={[z,y] €E;0<2<1,0<y<4—4z}
P, = (1,0,3) P, = (0,17_%)
3 13
PxxPy:(—S,—Z,—l) P x P,|| =

-z 13 13 13 13
//ldp // —dy)d + 0(4 dr)de = —(4—2) = —.

Priklad 612. Q je ¢ast kulové plochy z? + y? + 2% = 16 lezici uvniti valcové
plochy 2% 4+ 2 = 9.

Resend : Plocha @ je slozena ze dvou stejnych ¢ast! Q = Q1 U Q.

Omezime sena 2z >0 = 522// 1dp
1

P($7y):[$»y’v16—$2—92]: B:{[xay]€E27£2+y2§9}
_ -z _ -y
PE_(1’07\/16—x2—y2>’ Py_(o’l’\/lﬁ—ﬁ—y?)
T Y 4
P, x P, = , 1, Py X Py|| = —/—
. <\/16—w2—y2 V16 — 22 — 42 ) | vl 16 — 22 — y?

oy ddedy | mErese ooy |
- G | | esese |7

x24+y2<9
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—8/027T /03%—&%-[ m} — 167(4 — V7).

Priklad 613. Q) je cést plochy z = 2zy lezici v prvnim oktantu uvnitt valcové
plochy z?% + y? = a®.

Reseni : p ;
Nl l —— ¢ [
\ Y v y
z=2xy \
x
P(xvy) = [x,y,21:y}, B = {[IE,Z]} S E2;£E2 +y2 < a2}
P, = (1,0,2y), P, =(0,1,2x)
PIXPy:(_2y7_2I71)7 ||Pz><Py||:\/4y2+4$2+1
T=TCsY  (g<p<aq
://1dp://\/1+4x2+4y2dxdy: z:rsingp OSSDSg —
=r

/2 2(1 + 4r2)%2]"
—/ /\/1+4T2 rdrdgp— / V14 4r?. 8rdr—7r6 % =

= 22 (1 +4at)vT+aa2 - 1), .

Priklad 614. () je cast kuzelové plochy z = y/x? + y? lezici uvniti valcové
plochy z? + y? = 2u.

Resent : P4+ <2r = (z—-1)2+¢y*<1

ANANY

777777777777 777777 7%

7ANAANN

P(w,y) = [337:% V x? +y2]7

Pflf = (1707$>7
/x2+y2

_(__ = Y _ z? y? _
szPy—( TR \/x2+y2,1), IIszPyII—\/x2+y2+x2+y2+1_\/§

S = // ldp = \/_ // dx dy =(integral se rovné obsahu kruhu o poloméru 1) = \/§ 12

+y2<1
|
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Priklad 615. Stanovte hmotnost plochy Q = {[z,y, 2] € E3; 2> + > + 2> =9, # < 0}

1
je-li hustota o(z,y,2) =

2249
Reseni 5
— T 37
T = 3COSUCOSV u€<—,—>
Q: ¢ y=3sinucosv 2 2
3sinv v E< u 7T>
Z = R —
272
P(u,v) = [3cosucosv,3sinucos v, 3sinv] B = <E 3—7T> X <f il z>
T S \27 2 2’2
P, = (—3sinucosv, 3cosucosv, 0) P, = (—3cosusinv, —3sinusinv, 3cosv)
P, x P, = (9cosucos® v, 9sinucos® v, 9sinvcosv) ||Pu X Py|| = 9cosv

/2 37/2 9cosw
e e [ sy [ 25

a2 9sin“v+9

:ﬂ-./w/2 ﬂdv: sinv =t ‘:77 /1 dt [arctgt}l :ﬂ_.z - 77'2
2 Sin® v+ 1 cosvdv = di 211 1 2

[
Priklad 616. Stanovte moment setrvacnosti vzhledem k ose z plochy ) = { x,,

Z] € Eg,
z2=+/12+1y%, 0< 2 < 2}, je-li hustota konstantni (o(z,y, 2)

— k).

Reseni :

T =0VCOSU

: u € (0,2m)
Q: < y=wsinu
S — v e (0,2)
P(u,v) = [vcosu,vsinu, v] B =(0,2m) x (0,2)
P, = (—vsinu, vcosu, 0) P, = (cosu, sinu, 1) ‘

P, x P, = (vcosu, vsinu, —v) ||Pu x Py| = vV2

2 27
JzZ//(x2+y2)9($ayaz)d17=// UQ-k-U\/idudUZ\@k/ / v* dudv =
Q B 0 0
442
:ﬂk.zw[v—} — 82 k.
4 1o [

Priklad 617. Najdéte tézisté ¢asti paraboloidu 22 + y? = 22z omezené rovinou z = 1
s hustotou o(z,y,2) = 1.

Resent :
Tézisté bude na ose rotace z, tj. T' = [0, 0, 27|
oy = 22,
T = vCosu
Q- y = vsinu u € (0,2m)
' L U_2 v e (0,v2)

2
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P(u,v) = [vcosu,vsinu, v? /2] B = (0,27) x (0,V2)
P, = (—vsinu, vcosu, 0) P, = (cosu, sinu, v)
P, x P, = (v cosu, v’ sinu, —v) [Py X Pyl = vv1+ 02

1 [v? 1/2
m = // odp = / / 1~v\/1+v2du>dvz27r-§/ (1—1—@2) 2udv =
0

:W[—H” )3/2}02 2;(3¢§—1)

27TU2
M,, //zgdp / (/ E-lwx/l—l—zﬂdu)dv:
0

1 o / 1402 =t
:_/ </ Lot vdu) :_QW/ V1402 vdy = | vdv=2tdt | =
0 0

2 tE(l,\/§>
V3 £ $3v3 93 o
— . 2 e —_— —_ — - [ —
=7 /1 (1> — 1)t dt = 7T[5 3]1 ( —V3 3> 15(1+6\/§),

2m(1+6v3)-3  1+6V3

T 2 3vV3— 1) 53v3—1) =

0,0

1+6v3
"5(3v3 — 1)

e Je dana plocha @) C Es.
a) Nac¢rtnéte danou plochu @ a jeji prumét do roviny (xy).
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy @ a vypocitejte délku vektoru kolmého
k plose @) pti navrzené parametrizaci.
c¢) Uréete plosny obsah dané plochy.

618. Q = {[z,y, 2] € Eg; v+ 2y + 2 =6, 1 <a®+y> <4}
b)P(l‘vy): [907%6—55—224}7

B ={[z,y] € Ex;1<a?+y* <4}, |liill = V6
¢)31V6

619. Q = {[z,y, 2] € E3; 2 =y* —a?, 1 <2® +y* <4}

b) P(UU»?/) = [x7y>y2 - 1‘2]7
B ={[z,y] € Ez;1 < a® 4y <4}, ] = /422 + 49> + 1
c)%07V17—5v%)

620. Q = {[z,y,2| €E3; z=4— /22 + 3%, 0<z<2}
bi) P(z,y) = [2,y,4 — v/2* + ¢?],
B = {[z,y] € Es;4 < 2? +y* < 16}, ||| = V2
b2) P(u,v) = [vcosu,vsinu,4 — v],
B = {[u,v] €E2;0 < u < 2m, 2 <w < A4}, 7] = vv2
c)12mv2
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621. ) je ¢ast kulové plochy x? + 42 + 22 = 12 lezici uvnitf paraboloidu 22 + y? = 4z.

b) P(u,v) = [v/12cosucos v, v12sinu cos v, v/12sinv],
B = {[u,v] € E2;0 < u < 27, arctg(v/2/2) < v < 7/2},

7|l = V12 cosw
) 8m(3 —V/3)
e Urcete plosny obsah plochy ) C E; :
622. Q = {[z,y, 2] € By; z =2 +3% 2+ <1} [Z6v5-1)]
623. Q :={[z,y,2] €E3; 3z +4y+2z=1, =>0,y>0, z>0} [g}
624. () je cast kuzelové plochy z = 4y/22 + y? vytinané rovinami x = 0, y = 0,
2z + 3y = 6. [3V/17)
2?2y
625. () je cast roviny 2x + y — 2z = 0 lezici uvnitt eliptické vélcové plochy n + 6= =1.
[12V/67]
626. Q = {[r,y,z| €Es; e =u+v, y=u—v, z=4v, [u,v] € (0,1) x (0,1)}. [6]

e Je ddna plocha ) a plosna hustota o(z,y, 2).
a) Nacrtnéte plochu @ a jeji prumét do roviny z = 0.
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy ), napiste vektor kolmy k dané plose
a urcete jeho délku pfi této parametrizaci.
¢) Urcete hmotnost plochy Q.

627. Q = {[r,y,2] EE3: 2 =4—2?— 12 2 >0}, oz,y,2) =/1+4(z2+?).
[ bl)P( y) [$ay74_12_y2]7 i
B = {[z,y] € E;a” +y* < 4},
= (2z,2y,1), ||| = \/42% +4y%> + 1
(u,v) = [vcosu, vsinu, 4 — v?],
B= {[uv]€E2,0<u<27r,0§v§2},
i = (2v% cos v, 20? sinw, v), ||7i|| = vV/4v2 + 1
L ¢)36m

628. Q ={[r,y,2| €E3: 22 +y* =4, >0, y>0, 2€(0,3)}, f(z,y,2) = xyz

v

b2)

y b) P(u,v) = [2cosu,2sinu,v], B = (0,7/2) x (0, 3)
i = (2cosu, 2sinw,0), ||7]] =2
)18

T

629. Q = {[r,y, 2] € E3: 2? :a:2+y2 T > () 2€(0,1), o(x,y,2z) =22+ y?
) P(z,y) = [z,y, V2* + 37, |

[ ]6]E2;:B2+y2<1 x>0},

1= (o= 7 ) Wl = V2

b2) P(u,v) = [vcosu,vsinu, v,
B ={ju,v] € Es;—m/2 <u<m/2,0< v <1}, [l = vv/2
L ¢)V2r/3 ]
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eJe dana plocha @) a skalarni funkce f.
a) Nacrtnéte plochu @ a jeji prumét do roviny = = 0.

b) Vypocitejte // f dp.

Q
c¢) Napiste, co by mohl vyjadfovat integral z ulohy b).

630. Q ={[z,y,2] €E3: 2> +y* =4, 2 >0, z€(0,3)}, olz,y,2) =2y’

b)0
¢) mpii hustoté o = xy?
M, pii hustoté o = y?

Y

1
631 Q ={lz.,y,2] € By: 2= 5(@* +¢), 2€ (0.1), f(w,9,2) =kz k>0

¢) m pii hustoté o = kz
M, pii hustoté p = k

{ b) 27 (1 + 6v6)k/15 ]

x )

x Yy
632. Q ={[z,y,2] €Es: 2 =/9—22 -2, f(z,y,2) =2>+ 4

¢) m pii hustoté o = z? 4 3>
J. pti hustoté p =1

b) 1087 ]

633. Je ddna plocha Q = {[z,y, 2] € E3: 2 = xy, 2 + y* < 3}.
a) Do tif samostatnych obrazku nacrtnéte kiivky, které vzniknou rezem grafu funkce
z = xy rovinou z = 1, rovinou z — y = 0 a rovinou = + y = 0.
b) Navrhnéte vhodnou parametrizaci plochy Q). Napiste vektor kolmy k plose @
a vypocitejte jeho délku (pti této parametrizaci).
c¢) Urcete plosny obsah plochy Q.

xzy =1 z =22 z = —x° ]
[a) hyperbola { L—1 parabola { r—y=0" parabola { r4y=0
z z ‘
| |
.../} Yy f
. \\»>
—_ y /7”_:\\
; e "\ 7 Y

4 v/

b) P(z,y) = [z,y,2y], B ={[z,y] € Ea;2* +¢* < 3},
= (_y7 —Z, 1)7 HﬁH =V x? + y2 + 1

c) 147 /3

634. Vypoctéte hmotnost plochy Q = {[z,y, 2] € E3; 2> + y?* + 22 =da? 2> 0a > 0}
pti plosné hustoté o(z,y, z) = z. [ra®]
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635.

636.

637.

638.

639.

640.

641.

642.

Vypoctéte hmotnost plochy @ = {[z,y,2] € Es; e+y+2z=1, >0, y >0, 2 > 0}
1

pti plosné hustoté o(z,y, z) = [‘/‘;’(hﬂ - %)}

(L+az+y)?
Vypoctéte téziste ¢asti kuzelové plochy z = (/22 + y? vytiznuté vélcovou
plochou z? + y* = ax, (a > 0), je-li hustota konstantni o(z,y, z) = k.

=[50 2]

97
Vypoctéte tézisté plochy @) = {[:c,y,z] EEsy;x=+/y?+2%2, y>0,0<z< 2}
pti plosné hustoté o(z,y, z) = x. [T: [%%OH

x>0, 2>0, y€(0,3)} pri plosné hustoté o(z,y, z) = zyz. 2]

Vypoctéte staticky moment vzhledem k ose rotace povrchu homogenni polokoule
o poloméru R, o(x,y, z) = k. [%(377—}—4)1:: RS]

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenniho trojihelnika

s vrcholy [a,0,0], [0,a,0], [0,0,a] (a >0, o(z,y,2) = k). [? a4k]

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenni plochy @ = Q1 U Q)s,
kde Ql = {[I,y,Z] S ]E37 1’2 +y2 < 167 Z = 0}7 QQ = {[‘Iaya Z] S E37
z=4— /2?2 + 4% z2>0}, ox,y,2) =k.

[128 k(1 + v2)]

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenni plochy
2

h
Q= {[:U,y,z] € Es; 22 = g(xz +9%), 0< 2 < h}, o(z,y,2) = k. [gagk\/(ﬁ +h2}
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