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V.4. Plosny integral vektorové funkce

Necht @ je jednoduchd hladkd plocha orientovand v bodech X € Q jednotkoviim vektorem
normdly 1°(X). Necht f je vektorovd funkce omezend na @ a necht skaldrni funkce
(f . ﬁ") je integrovatelnd na plose Q). Potom tikdme, Ze f je integrovatelnd na Q) a

J[ 5= [[ () (x) )b

Je-li X = P(u,v) parametrizace plochy Q definovand na mnoziné B C Es, pak plosny
integral vektorové funkce f lze primo spocitat dle vzorce:

//Qf( df = i// (P xP)dudv,

pricemz znaménko vybirame podle toho, zda je plocha () orientovdina souhlasné, resp.
nesouhlasné, s parametrizaci P(u,v), tzn. je-li (Pu X PU) -ﬁ"(X) = 0.

POzZNAMKA : Nékdy se pouziva i jiné znaceni : Je-li f = (U, V,W), pak plosny integral
vektorové funkce f se da zapsat ve tvaru

// f-dﬁ://Udyderdederdedy
Q Q

e Vypocitejte dané plosné integraly / f - dp na plose ) C Es, kterd je orientovana
Q

danym normélovym vektorem.

Priklad 643. f = (x,y,2), Q=A{lr,y,z] €Es; 2 €(0, a), y€(0,a), z=a, a> 0}
je orientovéana vektorem k = (0,0, 1).

Resent : -

v) = [u,v,al, B =(0,a) x (0,a)
P, =(1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1) = @ je orientovand souhlasné s parametrizaci

//f dp = //xy, dp = //uva xP)dudv:
://B(u,v,a)-(0,0,1)dudv:a//Bldudv:a-a?=a3.

Priklad 644. f = (z,9y,22), Q={[r,y,2] €E3; z+2y+2=6, x>0, y >0, z>0},
normélovy vektor plochy @) svird s vektorem k = (0,0, 1) ostry thel.

| &
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Resent
zZ

€T =2, ZL'G(O, 6>
y=1v, x
L6y, ve{03-3)

e

i

Ple,y)=[e,y.6—c -2y, B={lyeEx0<a<60<y<3—7}

P, x Py, =(1,0,—-1) x (0,1,-2) = (1,2,1)
vektor (1,2, 1) svird s vektorem k ostry uhel, tzn.(1,2,1) - kE>0=

= (@ je orientovand souhlasné s parametrizaci

//f dp — //Zy,zx = // =2y, 20) - (1,2,1) de dy —
// (6 + ) d:cdy—/(6+a:) Mz x/de_/O <18—%)daz—[18x—%]z:72

Priklad 645. f = (y,z,22), Q
dé

{[z.9,2] €Bs; a® +y? =16, 0< 2 <3, 2 <0, y >0},
plocha je v bo 4,0

,0] orientovana normélovym vektorem i = (1,0, 0).

-

Resent :
Z Ny [ ,
@ je ¢ast valcové plochy =
pouzijeme cylindrické soutadnice, kde r = 4
= s
x 4cpsu, we <_’ 7T>
@< y=4sinu, 2
zZ =", v E <0, 3>
X
P(u,v) = [4cosu,4sinu, v] B:<g > (0, 3)
P, x P, = (—4sinu,4cosu,0) x (0,0,1) = (4cosu 4sinwu,0)
7i([—4,0,0]) = (4cosm,0,0) = (—1,0,0) = —7 = Q je orientovand nesouhlasné s parametrizaci

/ f dp'= — // 4smuv 16 cos? u)(P xP)dudv—

= —// (4sinu,v,16cosQu) - (4cosu,4sinu,0) dudv =
B

s 3 ™ 2 3
:/ (/ (—881n2u—4vsinu)dv> du:/ [(—8vsin2u—4%sinuﬂ du =
T 0 % 0

™

—24sin2u — 18sinu du = [12c0s2u+ 18(:osu] =12—-18+12=6

|
w\ﬂ\ N
[SE]

n
Priklad 646. = (y,2,2), Q={[z,y,2] €Es; 2> +3>— (2 —1)> =0, y <0,
1 <z <3}, 7 svird s vektorem k = (0,0, 1) tupy thel, tzn.
ng -k <0.
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Resent :
Pyt — (217 =
Z—l—\/x2+y = z=1+ a2 +y?
T=veosu g (r o
Q< y=wvsinu,
z=1+w, v €(0,3)

P(u,v) = [vcosu,vsinu, 1 + v] B = (m,2m) x (0, 3)

P x P, = (—vsinu,vcosu,0) X (cosu,sinu, 1) =

(v cosu,vsinu, —v)
(vcosu,vsinu, —v) - (0,0,1) = —v <0

= (@ je orientovand souhlasné s parametrizaci

//f dj = // vsinu, vcosu, 2) - (P xP)dudv_

://(vsinu,vcosu,Q)'(vcosu,vsinu,—v)dudv://(21} sinwucosu — 2v) dudv =
B B

= v 3(vzsin2u—20) dv ) du = " U—gsin2u—v2 3du:
x 0 x 3 0

27 3 92 o
:/ [9sin2u—9] du:9[—cozu_u] _ _or
- 0

™

Priklad 647. f:(y,x,z), Q={[r,y,2] €E3; 2=6—22—2y* 0< 12 <2,

0<y<1,z>0} fig svird s vektorem k= (0,0, 1) ostry uhel.
Resend :

226—1'2—2:[/2 y€<071>

P(z,y) = [z,y,6 — 2° — 2y2] B =(0,2) x (0,1)

Py % RJ = ( 0, _21;) (07 1, _4y) (21: 4y7 1)
(2z,4y,1) - (0,0,1) >0

= (@ je orientovand souhlasné s parametrizaci

//f dj = // Y, 6 — 22 — 2?) - (P xP)dxdy—
// Y, 2,6 — 22 — 2?) - (22, 4y, )d:z:dy—/ (/01(693y+6—x2—2y2)dy)dx:
= [ [ rov—uwt =27 o= [ (360 — 3) o =
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Priklad 648. f = <:L'z2,yz2, (22 + y2)z>, Q:x=wvcosu, y=vsinu, z = bu
(Sroubova plocha), [u,v] € (0,a) x (0,27) (a > 0,b > 0), orientovéna
normélovym vektorem 7ig = (ny, ng, ng), kde ng > 0.

Reseni J P
P(u,v) = [vcosu, vsinu, bu] B = (0,a) x (0,2)
P, = (coswu,sinu,0), P, = (—vsinu,vcosu,b)
e P, x P, = (bsinu, —bcosu,v)
. v >0 = orientace plochy je souhlasnd s parametrizaci
nQ

//Qf.dﬁ://Q (w22, y2%, (02 + 9)2) - i =

= // (b?u?v cos u, b*uv sin u, buv?) - (bsinu, —bcosu, v) du dv =
B

= // (b?’vu2 sin w cos u — b3vu? sinu cos u + bv3u) du dv = // bodududv =
B

B
4 2

< [ ) af T [5]  fen .

Priklad 649.% Vypocitejte // Adrdy, Q={[r,y,z2] €Ey; 2%+ 19>+ 22 =4,
Q
x<0,y>0,2z>0}, ng svird s vektorem k£ = (0,0, 1) ostry thel.

Resent
“ Q je cast kulové plochy =
pouzijeme sférické souradnice, kde r = 2 :
s
T = 2C0osuCcosv —<u<nm
Q yzQs?nucosv -
= 2sinwv 0<v< 5
/
x
. . s s
P(u,v) = [2cosucosv, 2sinucosv, 2sinv| B = <§,27r> X <07 §>

P, = (—2sinucosv, 2cosucosv, 0) P, = (—2cosusinv, —2sinusinv, 2cosv)

P, x P, = (4cosucos® v, 4sinucos® v, 4sinvcosv) @ je orientovand souhlasné s parametrizact

//6222dxdy=//Qf~d]7://62(0,07z2).dﬁ:

= // (0,0,4sin*v) - (4 cosucos® v, 4sinucos® v, 4sinv cosv) =
B

g 3 ind /2

:/ / 16 sin® v cos v du dv = 16-%[8111 U] = 971,
z Jo
2

4 Jo
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