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IV.7. Potencialni vektorové pole

Vektorové pole f: (U, V,W) se nazijva potencidlni pole v oblasti G C Ej, jestlize
existuje skaldrni funkce ¢ takovd, Ze f = grady v oblasti G. Podobné pro vektorové pole

f=(UYV) v oblasti G C E,.
Skaldrni funkci ¢ nazigvdme potencidlem vektorového pole f v G.

Plati nasledugici tvrzeni (podrobnéji ve skriptu Matematika II od J. Neustupy):

Véta. Necht fje potencidlni a spojité vektorové pole s potencidalem ¢ v oblasti G C Eg
(resp. Eq ). Necht ¢ je orientovand krivka v G s pocdteénim bodem A a s koncovym bodem
B. Pak

POZNAMKA. Protoze pro potencidini vektorové pole f zdvisi hodnota krivkového integrdlu

/f ds pouze na pocdtecnim a koncovém bodé, lze v tomto pripadé psat
C

/Cf-ds?:/AB f-ds.

Véta. Necht fje spojité vektorové pole v oblasti G C B3 (resp. Es). Pak ndsledugjici tri
vyroky jsou ekvivalentni:

a) fje potencidalni pole v G.

b) Krivkovy integrdl fc f - ds nezdvisi v oblasti G na integracni cesté.

c¢) Cirkulace pole f po libovolné uzavrené krivce v G je nulovd.
V dalsim textu se soustfedime predevsim na vektorové pole v [E,.

Véta. (Postacujici podminka potencidlnosti v E,.)
Necht
a) G je jednoduSe souvisld oblast v Ey a
b) = (U,V) je vektorové pole, jeho# souradnicové funkce Uz, y),V (z,y) maji
v oblasti G spojité parcialni derivace a

c) funkce U,V spliuji podminku 8—‘/ = (3_U v G.
or 0Oy

Pak fje potencidlni vektorové pole v G.

Pti vypoctu potencidlu zpravidla nejprve ovéiime podle postacujici podminky, ze dané
vektorové pole je potencialni v oblasti G. Pro vypocet potencialu v E,; pak mame
nékolik moznosti.

—

1. metoda. Potencial uréime z definice potencidlu, tzn. f = grady vIE,. Tak dostavame
rovnice
Iy Iy
1) =—=U, 2) —=V
(1) 3 ) 3
2. metoda. Potencidl ur¢ime vypoctem kiivkového integralu. Z vyse uvedené véty
vyplyvé, ze potencidl p(z,y) = fc f - ds, kde ¢ je vhodné zvolena kiivka v G se zvolenym
pocatecnim bodem [xg, o] a koncovym bodem [z, 1].

Priklad 554. Urcete nejvétsi moznou oblast(i), na niz je dané vektorové pole po-
2 2

= 2 - 2
tencidlni. a) f = <y_2 — siny, _ —|—y2), b) f= (y_w 2y +y2>.
x x x x
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Resen: a) Souradnicové funkce U, V' daného pole maji spojité parcidlni derivace
v oblastech Dy a Dy, kde Dy = {[z,y] € Eo;x > 0}, Dy = {[z,y] € Es;z < 0}.

y 1 oV 2y , ou 2y
Vypocteme parcialni derivace: — = —, zatimco — = — — cosy.
or 2?2 dy 22
Neni tedy splnéna nutna podminka, aby vektorové pole bylo potencialni, tj. podminka
oV ou
or Oy’

b) Dané vektorové pole ma spojité parcidlni derivace v oblasti D; a v oblasti
Dy 7z tlohy a). Kazda z téchto oblasti je jednoduse souvisld a plati
ov. 2y oU 2
— = —y, 97 — %Y Zadané vektorové pole tedy spliiuje vyse uvedenou postacujici
ox 22 OJy 27
podminku a proto je potencialni v kazdé z oblasti Dy, Ds. [ ]

Priklad 555. a) Ovéite, ze vektorové pole f = (3 + 2zy, 2% — 3y?) je potencidln{ v ob-
lasti E;.  b) Urcete potencial tohoto vektorového pole.  ¢) Vypocitejte
kiivkovy integral [ f - ds, kde c¢ je usecka od bodu A = [1,3] do bodu
B =12,1].

Reseni: a) Soutadnicové funkce U, V jsou polynomy. Maji tedy spojité parcidlni derivace

v mnoziné Ky, coz je oblast jednoduse souvisla. Vypoctem
ov ou . . , . v .
— = 2z, — = 2z vidime, ze dané pole je potencialni v oblasti [E,.
ox oy

b) Pti vypoctu potencidlu podle 1. metody vyjdeme ze dvou podminek

g I
(1)

—~ =3+2 2 - =g? — 3y
5, =0t 2y. (2) oy T

Integrovanim podle z vypoéitame z podminky (1):

o(x,y) :/(3+2Iy)dx =3z + 2%y + K(y).

Takto vypoctena funkce p(z,y) obsahuje neznamou funkci K (y). Po dosazeni za ¢
do podminky (2) ziskdme rovnici (2’), ve které uz nebude proménnd x .

dK .o
To je "kontrolni misto” vypoctu. Derivaci funkce K zapiSseme ve tvaru —, nebot K je

funkce jedné proménné.

dK .,

dK
(2 x2+d—y:x2—3y2 — d—y——By.

Funkei K (y) pak ziskdme integrovanim:
K(y) = / =3y’dy = —y* +C.
Po dosazeni za K (y) obdrzime vysledny tvar potencidlu
o(z,y) =3z + 2%y — > + C, [x,y] € Ey, C je libovolné redlné éfslo.

¢) Zadany kiivkovy integrél lze vypocitat pomoci parametrizace dané tsecky.
Protoze vsak dané pole je potencialni v [E,, Ize kiivkovy integral vypocitat pomoci po-
tencialu:

/(3 + 22y, 12 — 3y?) - d5 = o(B) — p(A) = p(2,1) — ¢(1,3) = 30. u

C
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Priklad 556. a) Ovéite, ze jsou splnény postacujici podminky potencidlnosti pro dané
vektorové pole f v oblasti G = E,.
b) Uréete jeho potencidl vypoctem kiivkového integralu, tj. 2. metodou.

B
¢) Vypoctéte / (32%y — 3y?, 2® — 6xy) - d5, je-li A=1[1,3],B=[2,1].
A

Reseni: a) Funkce U a V jsou spojité a diferencovatelné v celém [Es.
G = E, je jednoduse souvisla oblast,

- ou oV
Pak k ovéreni, ze f je potencidlni v G, staci zjistit, zda ~—— = —:
oy ox
ou oV -
— =32 -6y, —— =32 —6y. Ano, pole f je potencidlni v E,.
oy ox

b) f=grady = (%’%)

[z.9] [zy] 9 o [z,y]
- ¥ ¥
/[ f-ds /[mo,yo] B $+8y y /[ ¢ =(z,y) — ¢(xo. y0)

0,y0] z0,90]
[z,y]
Zvolime [zg,y0] = [0,0] :  ¢(z,y) = / (32%y — 3y?) dx + (2* — 62y) dy =
[0,0]
< vime, ze integral nezavisi na cesté, proto zvolime Y
x?

lomenou ¢aru  [0,0] — [z,0] — [x,y]) : @]

[0,0] — [2,0] : y=0,dy=0

[,0] — [z,y] : « =konst.,dz =0 ) > x

[0, 0] [z, 0]
[x,0] [z,y]
= / (32%y — 3y*) dx + (2 — 6zy) dy + / (32%y — 3y?) dx + (2° — 6ay) dy =
0,0] [,0]
x Y
= / Od:zc+/ (2% — 6xy) dy = 2%y — 32> —
0 0
p(z,y) =2’y = 3uy” + C,
21]
c)/ Fods = p(2,1) — o(1,3) = (8 — 6) — (3 — 27) = 2. .
[1,3]

Priklad 557. Je ddno vektorové pole f = (32%y, 2* + /y). Napiste postacujici
podminky pro to, aby kiivkovy integral vektorové funkce f-d§ nezavisel
v oblasti D C E; na cesté. Urcete potencidl ¢ a uZijtecjej k vypoctu
krivkového integralu vektorové funkce f po dané kiivce.
a) ¢ je usecka z bodu A = [2,4] do bodu B = [1,1]. b) ¢ je zdporné
orientovana hranice mnoziny M = {[z,y] : 2® + (y — 3)? <8, x > 0}.
Resent: Ul(x,y) = 322y, V(z,y) = 2° + VY. Ovéite si, Ze parcidlni derivace jsou spojité
a v oblasti D = {[z,y] € Ey; y > 0}, kterd je jednoduse souvisld plati rovnost
oV oUu
or Oy’
Vypocet potencidlu ¢: Podminky (1) a (2) maji tvar:
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e 880_ 3
(1) ax—i’)xy, (2) ay—x +Yy

Z podminky (1) vypocitame p(z,y) = /3x2ydx = 2y + K(y).

dK dK
Po dosazeni do (2): 3 + e =2+ \/_ Po tprave ziskdme rovnici = VY,
Y Y
ze které urcime K(y) = / Vydy = 3 \/y?’ +C.
2
Hledany potencidl v D je o(x,y) = 2%y + 3V y3+ C.
a)
Y A
/f ds—/<3xy,x Vi) - d5 =
C1
e([1,1]) = ¢([2,4]) = —107/3.
B
] x
b) y Dand kiivka ¢y je uzaviena. Je to obvod pulkruhu
M, ktery lezi v oblasti D, v niz je dané vektorové
v e pole f potencidlni.
? Z vlastnosti potencidlu pak vyplyva, ze cirkulace
daného vektorového pole f podél této kiivky co
je rovna nule.
n - .

Priklad 558. Je dano vektorové pole f: (2z cosy, —x?siny). a) Ovéite, Ze je pole
potencidlni v E,.  b) Urcete jeho potencidl ¢. c¢) Vypoctéte /f ds,

kde ¢ je kiivka s poc¢atetnim bodem A = [2,0] a koncovym bodem

B=14,7/2].
Reseni: a) Oblast E, je jednoduse souvisld oblast a plati
ou -
— = —2rsiny, — = —2xsiny = f je potencidlni v E, .
Ay ox
Oy
b) I =2rcosy = (x,y)= [ 2xcosydr = x*cosy + K(y)
x
0 dK dK
8_;0 = —2?siny = 2%(—siny)+ o = —2?siny = o =0 = Ky =C
o(z,y) = x?cosy + C.
c) /f-d§:¢(4,7r/2)—cp(2,0):16cosg—40080:—4. n

.1
Priklad 559. Urcete oblasti G C Eo, v nichz je pole f = (— — % + 2y — 5,
y
1
—— % + 2z + 11) potencidlni a stanovte jeho potencidl o(z,vy),
r oy
ktery splinuje podminku ¢(—2,2) = 0.
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Resen: Gir={lz,y] €Egy; x>0,y >0}, Gy={[z,y] € Ey; x <0,y >0},
Gz = {[z,y] €Egy; >0,y <0}, Gy={[z,y] €Ey; v <0,y <0}

ou oV 1 1 -
Plati — =—=—— — — +2, tedy je f potencidlni v G;,i =1,2,3,4 .
dy  Ox y> a2

Vypocet potencialu ¢ :

0 1 1 x
—('02——£+2y—5 = go(x,y):/——£+2y—5dx:—+g+2xy—5x+K(y)
ox x? y x? Yy x

Y

oo 1 1 dK 1

92 s T o1l = — St 2+ S = S D o1l = K(y) = 11y +C
dy w y? y* o dy = y?

x
gp(x,y):§+%+2xy—5x+lly+0;

Z podminky ¢(—2,2) = 0 vypocteme konstantu C":
—14+1-84104+224+C=0 = (C=-22

T
o(z,y) :§+%+21y—5x+11y—22 pro [z,y] € Ga.

Priklad 560. Urcete nejvétsi moznou oblast G C E,, v niz je vektorova funkce
2

f = (yT, 4y\/§> spojita a rozhodnéte, zda / f-dé’ nezavisi na integracni
x (&
[4,-2] _

cesté v G. Pokud tato oblast existuje, vypoctéte / f-ds.
(1,2]

Resent: G = {[z,y] € Ey,z > 0} je polorovina, a tedy je jednodusse souvisla oblast v .

f - d§ nezavisi na cesté, protoze parcialni derivace souradnicovych funkci U, V
C

. e v O a plati ou oV 2y N St tencidl
SsOu spojite v a altl —_ = = — existuje potencla .
jsou spoj p 9y~ 05~ Jr je p @

T y? 2

Y = = | Lode =422 K

RN o(x,y) /ﬁ v =y’ 2yx+ K(y)

Oy dK

8y:4y\/§ — 2y'2\/5+d—y:4y\/E = K(y)=0C

o(z,y) =2y*/x +C

-2 42, 2
/[1 f-dsfz/w (Lo duvE) - ds = o(0.-2) — o(1.2) = 8

2
|

Priklad 561. Je déna funkce o(z,y) = 23y + 22y2. Uréete  a) silové pole f, jehoz
potencidlem je funkce p(z,y); b) praci sily f pfi pohybu z bodu
M =[1,1] do bodu N = [-2,3]; «¢) préci sily f podél kiivky
c = {[z,y] € Ey; 2* + 4y* = 4}, ktera je orientovéna kladné.

Resent: a) f=grady = f= (32%y + 2297, 2° + 22%y);
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N
b) W = / f ds = (integrél nezavisi na cesté) = gO(N) — gO(M) =
M

— (=244 36) — (1 +1) = 10;

C)W:ff-d§:0. n
Priklad 562. Je dano vektorové pole f = (= _Qy_’l_x —2’_ Y) v G =E;\{[0,0]}.
T Y
v .
a) Ovérte, ze plati g—(; = aa_x vG.  b) Vypoctem integralu j{f - ds,

&
kde ¢ je zaporné orientovand kruznice S = [0,0],r = 2, se presvédcte,
ze pole neni potencidlni v G.

8_U_ oV —x? 4P

Oy  Or  (a2+y2)?

b) Cirkulace ff d§:7{w-d§:

Reseni: a)

P(t) = [2cost,2sint], te€(0,2m)
= | P(t) = (—2sint,2cost)
kfivka je nesouhlasné orientovana s parametrizaci

_ /2” 2(cos t — sint), 2(cos t + sin )
0 4

1 2 .

— ——/ <— 4(cost — sint)sint + 4(cost + sint) cost) dt = _/ Ldt = —or
’ 0

- (—2sint,2cost) dt =

4
Pole f neni potencialni, protoze j{ f -ds # 0.
C

PozNAMKA: K vypoctu tohoto integrélu nelze pouzit Greenovu vétu, jelikoz bod
[0,0] € int ¢ = {[z,y] € Ey; 22 + 2 < 4} nepatif do D(f). m

N
Priklad 563. Vypoctéte / f-ds, kde M =[1,0,¢], N = [2,—1,¢?%], vite-li, Ze pole f je
M
potencidlni v oblasti E3 a jeho potencial je funkce p(z,y, z) = ry?In 2.

Urcete nejvétsi moznou oblast GG, v niz je ¢ potencidlem pole f.

N
Resent: G:{[:E,y,z]e]Eg;z>0};/ fedi=p(N)—p(M)=2Ine® —0=4.
M
m

e Je dano vektorové pole f Oveérte, ze je pole potencidlni v G C Eo, resp. Es, stanovte

B
jeho potencial a Vypoététe/ f-ds:
A

Priklad 564.% f = (32%y — 2% + 22,2° + 2yz — 3,4° — 222 + 20+ 5), A=[0,1,1],
B=1[3,0,2], G=F,
Reseni: a) K ovéfeni staci:
1) spojitost parcidlnich derivaci funkei U(z,y, z), V(x,y, z), W(x,y, 2)
v oblasti G, ktera je jednodusse souvisla v [Es,
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2 rot f=0 v G.

i j k
rot f = ﬁ ﬁ 2 =
ox oy 0z

3x?y — 22 + 22 3+ 2yz —3 y? —2x2+22+5
= (2y—2y,—224+2+2:—-2322—322) =0 = f je potencidlni v E; .

b) o(z,y,2) =

[z,y,2]
/ (32%y — 22+ 22) do + (2 + 2yz — 3) dy + (y* — 222 + 20 + 5)dz =
[0,0,0]

[z,0,0] [z.y,0] [z.y,2]
:/ f-d§+/ f-d§+/ Fods—
[0,0,0] [2,0,0] [z,y,0]

[0,0,0] = [2,0,0] : y =0,dy =0,2=0,dz =0
[,0,0] = [z,9,0] : dz = 0,2 =0,dz =0
[,9,0] = [z,y,2] :dx =0,dy =0

T Y z
:/Odas+/($3—3)dy—l—/(y2—2xz+2x+5)dz:
0 0 0

=23y -3y +vy*r — v+ 222+ 52+ C

302 _
C)/ f-ds=¢(3,0,2) —p(0,1,1) =7 ]
[0,1,1]
565. f = (ze?, (22 +1)e¥), A=[1,0], B = [3,1] [o= 5@ + 1) + C; 5~ 1]
566. f = (322y — 2ay% 2° — 22%y), A=[1,1], B=[2,—1] [p =’y —a®y* + C; —12]
567. f = (cos2y+y+z,y — 2xsin2y +1z), A=[0,7], B=[1,0]
[¢=ﬁ+£+xcos2y+xy+0; —23]

3
%(m3+y3+23)—2xyz+6’; 9]
569.% f = (2y+ 2% 2041222 +2), A=1[0,1,1],B =[3,0,2]
[ =2zy +y+ 22> + 22+ C; 13]
T Y
2y + 1 a2+ 2+ 1

570.% [ — ( 22), A=1[1,0,0], B=1[0,1,1]
[cp:%ln(m2+y2+1)+z2+c; 1]

571. Ovéite, ze pole f: (v, 2xy) je potencidlni v Ey . Stanovte potencial ¢(x,y),
splnujici p(—4,3) = =9 . [ = zy® + 27)

- 1
572.*% Stanovte potencial pole f = <1———|—y m—l—%, 9, Y

=, = 2)1r18uGCIE£3:y>O,z>0.
y oz oz vy z

[so:xf§+x—j+z2+c]
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573. Najdéte praci silového pole f, jehoz potencidlem je funkce ¢(x,y) = arctg J
x
pii pohybu a) z bodu M = [1,v/3] do bodu N = [v/2,4/2] ;  b) podél kiivky

c={[z,y] € Ey; (x — 2)* + y* = 1} v kladném sméru. [a) - %, b) 0]

e Vypoctéte :

2y de — xd
574. / Lfy [7%7 integral nezavisi na cesté]
ERV I ?
[7/6,1] 3
575. / 2y sin 2z dz + (1 — cos 2z) dy [—7]
2
[7/4,2]
576. f(?x—i—y) dr+ (z +2y)dy, c:2*+y*>=a’ [0]

e Urcete oblasti (G, v nichz je vektorové pole f potencialni a stanovte potencial :

577. f: (QZByQ +x, y2 + yﬂ?4) [G =0, f neni potencialni]
4 ¥ oY T GiCEy:y>0,2>0
578f:<hly——2’— —> GQCE52y>O,$<O
e Y tp:%—i—xlny—i—C

* “ L _ i) { GCEs:z>y,2>0 }
579. f—(x_y,y_x,ln(a: N+ JOGE a0

e Je déno vektorové pole f = (U, V) a kiivka c.
a) Pomoci kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte préci, kterou vykona
sila f pusobenim po kiivce c.
b) Ovéite, ze vektorové pole f = (U, V) je potencidlni v E,.
c¢) Urcete potencial ¢ tohoto pole a pomoci ného ovéite vysledek z ilohy a).
580. f = (z+3y, 3z), ¢ je orientovana tisecka s pocatecnim bodem A = [0, 1] a koncovym
— a)19/2 ]
bodem B = [1’3] { o) p(z,y) =2°/2+3zy + C |
581. f: (y*, 22y), c je ¢ast paraboly y = 2% s pocateénim bodem A = [0, 0] a koncovym
_ a) 32 |
582. f = (22 — 42,3 — 2zy), c = {[z,y] € Ey;z = —* — 1} od bodu [—1; 0]
_5— a) 38
do bodu |—5; 2] {C)w(w,y):wQ—wy2+3y+C_
583. f = (—x, y), ¢ = {[z,y] € Es;2° + y*> = 4} od bodu A = [2,0] do bodu B = [0,2]

a)4
o) p(x,y) = —2*/2+y*/2+C |

584. a) Vysvétlete, co to znamend, ze integral / f - ds mnezavisi v oblasti G C Eq

C
na integracni ceste.

b) Zduvodnéte, zda [ (y sin =, y — cos x) - ds nezévisi v E, na integraéni cesté.
¢) Existuje-li potencial pole f= (y sin z, y—cos x) v Ey, najdéte jej a vypocitejte
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kiivkovy integral tohoto pole po kiivee ¢ s poc¢dtecnim bodem A = [0, 0]

a koncovym bodem B = [0, 7].
b) ovérte splnéni postacujici podminky,
) ele,y) =y*/2 =y cose+C, 7% /2 =7

e Je ddna skaldrni funkce ¢(z,y, z), kterd je potencidlem néjakého vektorového pole f
a) Urcete nejvétsi oblast v Eg, ve které méa ¢ spojité parcidlni derivace a vyjadiete
v této oblasti pole f.
b) Je-li jesté nejakd jind funkce potencidlem f v této oblasti, pak ji uvedte.
¢) Vypocitejte kiivkovy integral fc f - d§ pro danou kfivku c.
1 2, 2 2 L o
585. o(x,y,2) = 5 In(z® +y°) + 2% ¢ je kiivka v G s poc¢atecnim bodem [1,0, 0]
a koncovym bodem [0, 1, 1].

—

Y
b) f(@,y,2) = (W’ ma2z)
c)1l

a)G = {[z,y,2] € E3; 2® +y*> >0}
x

t t
586. p(z,y,2) =xy+rz+yz, c= {[x,y,z]: r=—1+t, y:2—|—§, 2 = —Cos (%),

pro t € <0,4>}

bf=W+zz+zc+y)

a) Es, funkce p + C
c) 22

e Je déno vektorové pole f = (U, V), oblast D a krivka c.
a) Napiste postacujici podminky pro to, aby vektorové pole f = (U, V) bylo
potencialni v oblasti D C [E,.
b) Ovérte, ze postacujici podminky potencidlnosti jsou splnény pro dané vektorové
pole f a danou oblast D (neni-li oblast D ddna, uved'te nejvétsi moznou).
c¢) Urcete potencidl a uzijte jej k vypoctu kiivkového integralu vektorové funkce f
po dané krivce c.
o T Y P
587. :< , ),D: r,yl EEy; >0, y >0}, ¢ je usecka AB
f P R {[z,y] € Ey y>0},c]
s poc¢atecnim bodem A = [2,4] a koncovym bodem B = [1, 2]
[ ¢(a,y) = 5 In(a® +9*) +C; —In2 ]

= —x . .. ,
588. [ = <91:2 i i y2)’ D = {[z,y] € Eo; y > 0}, ¢ je kladné orientovana

1
kruznice (x —1)* + (y — 1)* = 1 [ ¢(z,y) = arctgZ + C; 0 |

—

589. f = 2xy + D ={[z,y] € Ey; y > 2}, c je kiivka

2___ & ;>
(y Vy — a2 2y — a2/’

s po¢. bodem A = [0, 1] a konc. bodem B = [1, 2] [ ol y)=ay* +/y—22+C; 0 ]

2
590. f = (y_ + 22, 2ylnz — cos 2y>, ¢ je kiivka s pocateénim bodem A = [1, 7 /4]
x
a koncovym bodem B = [2;0] [ o(z,y) =2°/3+y? Inz —sin2y/2+ C; 17/6 |
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