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(12) /sin ardr = —

(14)

(15)

(16)

(17)

1. Tabulka zakladnich integrala

xadx:

S N

cos? x

a®dr =
ln a

de =In|z|+ C

/
/
L —
[
/

dr =tgx + C

/1+ dr = arctgx + C =

1
V1—22

1
—d
/\/x2ia2

Dalsi vzorce patii k tzv.

/eardx:e—+o
a

1
/a2+x2dx:

T
dx = arcsin — + C'
a

| =

1
/—ag_xgdx—

['()

1
2a

a

—In

dr = arcsinz + C =

cOos ax

+C

a+x
a—

dx =In|f(z)| + C

[ 1@ 1) i

faJrl(l,)
a+1

a>0,a#1

aceR~{-1}

/cosxdz =sinz + C

/smx

/exd:r—e +C

—arccotg x + Cs

1
- zabrctgf +C
a a

+C,

+C,

—arccos T + Cy

r=In|z+ Va2 Lta?|+C

”rozsitené” tabulce:

= —cotgx + C

(13) /cos ax dx =

a€eR~{-1}

sin ax

a

+C



2. Integrace uzitim zakladnich vzorca

e Vypoctéte dané integraly pouzitim tabulkovych integralu:
Priklad 1. / (32 — 162 + 10) dx

Resvem’:/(sz—16x+10)dx:3/x2dx—16/xdx+10/dx:

3 2

= |pouzijeme vzorec /xadx:zoi:llqtc ‘:3-%—16'%—1—101‘—}-0:1‘3—8J]2+1OZL‘+O,
r e R.
||

1 2 5
Priklad 2. = —— 4y ——+— | d
Tikla J /(xﬁ+ Jx \/5+x3> x
Resent: Integral napiSeme jako soucet jednotlivych integralil a soucasné kazdy integral

napiseme ve tvaru [ 2" dux:

2

1 4 1 _
J:/x_g dx—|—4/x;> dx—?/x_%dx+5/x_3dx: 2—1—4-5—2-?—5@——1—0:

32 % 2 —2
:—i+3x€7_—4\/5+i+0 z € (0,00)
NG 222 L
]
¥ 1 4
Priklad3. J= [ |y +—+ dy
v VYR
] y7r+1 y—e-i-l y_%+1
Resent: T = [ y~d ~dy + 4 dy = 4 ¢=
eseni: J /y y+/?/ Y+ /y2 Y= 111 1—e+ _%_|_1+
w+1
y 1 8
= — - —+C, € (0,00).
e 7 y € (0,00)
| |

vl +1

Priklad 4. —_—
Tikla NS

dx
. (Vo)
Resent: / W dr = ’pouiijeme vzorec a® + b = (a 4+ b)(a® —ab+b?), kde a = /z, b= 1| =

:/(\/EH)(:U—\/EH)
Vr+1

dr = / (g; — \/E + 1) dr = |integrujeme ¢len po c¢lenu | =



x?  2x2 2 2
== - +r+C="=—-azvo+z+C, z € (0, 00).
2 3 2 3 .
2 —z)3
Priklad 5. / ( ) dz
<, (2—2)3
Resent: —dz = ‘ rozepiSeme tiet{ mocninu a potom vydélime ¢itatel (¢len po ¢lenu) jmenovatelem| =
z

—12 23
:/8 2+ 0 Zdz:/<§—12—|—62—22
V4 V4

3
:81n|z|—122+322—%+0,

. 1
Priklad 6. / m dx

=

z € (—00,0), z € (0,00).
n

Resend: Integral neni tabulkovy, proto nejdifve provedeme vhodnou dpravu. V Gitateli
pfi¢teme a odecteme x* a potom zlomek napiSeme jako soucet dvou zlomkd.

1
/x2(1+x2) o

1
= —— —arctgx + C,
x

4

dx

Piiklad 7. / g

_/1—|—:1:2—a:2d _/ 14 22 B x? i —
N x2(1+x2) T x2(1+x2) x2(1+x2) e

1 1 L 1
= Pdw_/l—i—ﬁdx_/x d:c—/1+x2dx

-1

:x—l—arctgx—l—(?:

x € (—00,0), x € (0,00).
n

< x? t—14+1 a2t —1
Reseni: /x2+1d$:/a:2—+1dx:/<x2+1+

1
dr =
332—1—1) :v

B (22 — 1) (2*+1) 1 B ) 1 _
_/< 241 +x2—|—1 dm—/(x—1+x2+1)dx—

23
ZE—x—l—arctgx’%—C,

Priklad 8. / (2% + 3%)" du

z € R.

Reseni: Integrovany vyraz umocnime a pak ¢len po clenu integrujeme podle vzorce

na

/axdazzla——l—(}’:




/(29”—1—3*”)2(13::/(2’3-2I—|—2-2’3-3“”+3“-3’3)dx:/(4x+2-6x+9x)dx:

4* 6" 9*

= 2 R.
ln4+ ln6+ln9+c’ :EE
2x+1 _ 5a:—1
Pri] . _
riklad 9 / 07 dx
. 1
Resend: Pouzijeme tpravy: 2771 =2.2% 577! = R 5% a 10® = (2-5)® = 2%.5%. Potom

2x+1_ z—1 2_2:Jc_l5x
10* 2% . 5% or 5 2%
:/ 2,(1)96_1(1)% o B 1G) 2 (1)z+1i(1):
) 5\2 In 5 In —Inb\5 5 In2\2

_ R.
55 2sme T xf

Piiklad 10. / tg?x dr

9 2
. 1— 1
Reseni: /thxdx:/Smxdx:/ﬂdx:/ —1)dx =
cos? x cos? x cos? x

=tgr—ax+ C, xe(—g+k7r,g+k7r>,k€Z.
[ |
. cos2x
Priklad 11. / —dx
sinx + cosx

sinx + cosx sinx + cosx sinx + cosx

< cos2x cos?r — sin® x (cosx + sinz)(cosx — sin x)
Reseni: | ————der= | ——————dx = dr =

= /(cosx—sin:c) dx =sinz +cosx + C,

3
sinz +cosx #0 = x%—%—l—kﬂ = xE(—%—l—kﬁr,é—lﬂ—i—kW),k’EZ.
[

1
dxz

2rcos?x

Priklad 12. / -
sin

<, 1 ) ) sin® x 4 cos®
Resent: ——dx = | pouzijeme: 1 = sin” x + cos” x | = ———dr =

sin? z cos? sin? z cos? &

sin? cos? 1 1
= — —+t =3 5 | dz = >— + ——— | dz = tgz—cotgx+C,
sinxcos?x  sin®xcos?x cos?xr  sin“x

T T T
rhky - :EG(kE, (k:+1)§>, k:fZ.




Priklad 13. / sin? g dz

< B 1—
Reseni: /Sln2 E dr = ‘ pouzijeme vzorec: sin® 2 = L=cosz | / cos T dr =
2 2 2 2
1 1 .
=3 (l—cosx)dxzi(x—smx)—i-C’, relR

Priklad 14. /(1 + cotg’r) dx

. 2 2 2 1
Resent: /(1 + cothx) dx = / (1 + C.OSQ $) dr = / w dr = / —5—dr =
sin“ x sin® sin” x

= —cotgz + C, x#kr = xe(lmr, (k+1)7r),k€Z.
[

V1422 + V1 — a2

Priklad 15. dz
V1—at
. VI+a2+1— /\/1+x2+\/1
Reseni: —
V11—t 1+ a2 z?)

B V1+ 22 V1—22 B dx dv
_/<\/(1+x2)(1—a¢2)+\/(1+$2)(1—x2)>dx_/m+/m_

:arcsin:c—l—ln‘x—i—\/ﬁ—i—l‘—i—(?, lz] <1 = xe€(-1,1).
]

1 1
Priklad 16. Ovéite, ze Fy(z) = 1 In(2z° +4) a Fy(z) = ) In(2? + 2) jsou primitivni
funkce ke stejné funkei f(x). Na jakém intervalu?
< 1 4z x
« / _ —
Reseni: Vypocitame f(x) = F{(x) = 1202511 32 +2)
1 2
1213 F{(x) = f(z) pro x € R.
Existuje i dalsi postup: Dvé funkce jsou primitivni ke stejné funkei f(z) pravé tehdy,
kdyz se 1isi nejvyse aditivni konstantou. Skuteéné'

a presvédcime se, ze

Fy(x) =

1 1
Fi(z) = 2 In(22% +4) = ) In2(2? +2) = 1n2—|— 1 In(z? +2) = 1 ln2+F2(x).
u

e Vypocitejte integraly:

/ 3
17. /<2$— :L’\/E—i-—z) dx x2—$xv4a73—%+0, z € (0, +00)
X



18. /(:c— %)26195

3
{x——élx—é—i—C,
x

z € (=00, 0), z € (0, +00)
x € (=00, 0), z € (0, +00)

z € (—o0, —2), z € (=2, +00)

1

3
(34 22)? 9 27
19. /Td.f |:_:L‘73_7+9 +?+C
348
20. /‘Ziz dx {%3—232-1-430-1-0’7
5.3 4 3. 57 5
21. / = da [‘5w—11n5‘

2
22. / S
2 +1

9 —sin’x
23. / —le‘ [8tgw+m+C,
COS“ T
sin 2x
24. dx [—2 cosx + C,
COS T

o5 /de
1 —cos2x

2 2
0. Va2 — 9+V:§ +9dm

27. /\/1—|—cos2:cdx

2
28. —d
/1—C082£C .

v# @k+1)7 = ve

:c;é(2k+1)g

{ 1

2

|

1
——cotgr + 51:—1—0,

z € (—o0, =3), x

[—cotgx + C,

gimg 1O TER

[z —arctgz + C, z €R]

x €

x €

2

_E"‘kﬂ' +k7r>k€Z]

= me(—%-ﬁ-kmg—i—kﬂ),keZ}

(km,(k+ )7), k € Z

In|z + Va2 + |—|—ln|oc—|—\/:t2 9|+ C, }

€@+

[\/isinm—i—c, T GR}

(km, (k4 1)), k € Z]



3. Substitu¢ni metoda

e Vypoctéte integraly:

Priklad 29. / (z +5)*dw

Reseni: Zvolime-li substituci = + 5 = ¢, pak se integral vypocita velmi snadno:

B 421 5)21
/(x+5)20dx= vrh= di(:/t”dtzﬁ+(]:m+a z €R.

dx = 21
POZNAMKA: /f(x +a)dr =

xzzz di ’: / f(t)dt| Tyto jednoduché substituce

casto nepiSeme a rovnou integrujeme.

1
Priklad 30. —d
rea /x2+4:c+5 v

s 1 1 2=t / 1
R . ———dr = | —————dx = ‘—— dt =
csent /xQ +4x +5 v / (x+2)2+1 v dr = dt 2+1

= arctgt + C = arctg (x 4+ 2) + C, x € R.

Priklad 31.

1
—dz
/ Va2 4+ 2z

r+1= t |
de = dt

Resent: /;dl'—/ L dr =
' Va?+2x Vie+1)2-1
zln‘x—i— 14+ +/(x+1)2— 1’ + C, pro z € (—o0, —2) a x € (0,400).
n
Priklad 32. a)/e‘m dx; b)/sin ax dx; c)/cos ardx proa#0, a#1.

Resend: V této trojici prikladu pouzijeme stejnou substituci:

1
ar =t, ader =dt = dr = —dt|
a

1 1 axr
a)/“’”dx——/ i=tero=-" 40 v ER;
a a a

sint dt = —cost)+C:—+C, xr € R;

SRS

b) /sin ax dr =

costdt = — smt—i—C’ =

+C, r € R.

/
/ sin ax

SN

c) /COS ar dxr =

a



Tim jsme odvodili vzorce (12), (13) a (14) rozsifené tabulky, kterd je uvedend
v prvni kapitole.

u
dz
Priklad 33. a) a2 n 1:2’ b) N pro a > 0.
Resent:
) / / dz 1 dz 2: t 1 adt
a g _— = — _— = — _—
a? + 22 7 a? T\ ? dr = adt a? ) 1+
(1+) ()
1 1
:—arctgt—l-C:—arcthjLC’, r € R;
a a a
b)/ dz _/ dx _/ dz B 2: t _/ adr
Ja— 2 () - ; (x)Q_ de= adt | J aVI—12
“(1-2) "G
— arcsint + C' = arcsin — + C, z € (—a, a).
a
Odvodili jsme vzorce (15) a (16) rozsitené tabulky.
u
PozNAMKA: Je-li [ f(z)dz = F(z)+ C, pak /f ax +b)d F(aa: +b)+C|

. dx dx dx dx
Priklad 34. a)/m; b)/\/ﬁ:; C)/\/2—7_§ d)/x2_9;

e)/%? )/\/7 g)/1+9:c2’ h)/\/%%f

Resent: Piiklady jsou zvoleny tak, aby ¢tendii pochopili rozdily jednotlivych integraci.
Priklady a) - f) vyfesime pomoci tabulky. V piikladech g) a h) bude nutna

substituce.
)/ / dz (15)1act x+0 cR
—_— = - I — €T .
249 )2y T 3VOERTY ’
(11)
b / :ln‘x—i- 132—1—9’—1—0, r € R;
) | Voo v
c) /d—x(lzl)ln‘x+Vm2—9‘+C’, lz| >3 = x € (—o00,—3), z € (3,+00);
Vo
)/ W Gl e PN £ 43 =
—= n x
2 -9 r+3 ’
= z€(—00,—3), x€(=3,3), x € (3,+00);
an 1 3+ x .
e)/ —= = gz |TE € (=00, =3), € (=3,3), x € (3,+00);




(16) z :
f)/\/_iac2 /m arcsmg—l—(] lz] <3 = z € (-3,3);

dz . t‘ 1/ it 1
g)/1+9x2 /1+(3:1:)2 ‘3dw: a | =3 ) Ty 3eetT

:§arctg3x+C' r € R;

dx x 3= ¢ 1 1 :
h) [ ———— = —:) ‘:— = -arcsint + C =
V1= 922 V1= @z 3= d| 3] JT—¢# 3

||

/
Priklad 35. Pouzitim vzorce / (@) der =In|f(x)| + C| vypocitejte integraly:

f(z)
)/t . b)/ T . )/ sin 2x
a gL a%; 22+ 4 ot ¢ 3+ cos?zx

d)/ e dx; e)/ ! dx; f)/ d
e2r 45 rlnz (1+ 22)arctgx’

Resent:

s =[S0 gy | o= g | ([eina]
a gradr = Tr = Tr = —
COS ¥ (z)

In|cosz| + C,
CoS X
T ™
$7’£<2k+1)§ = xe(_§+k7T7§+k7T)a k € Z;
x Ry f(x))_l 1 , |
b)/x2+4dm_ Bo]- f | "2 ) spad® T gl G reR;
) sin 2z B 3+cos’z = f(x) ’ —2sinx cos x‘ B
¢ 3+cos2y | [“2eosesinz]= f(a) 3+ cos? z L=
= —In|3 + cos’ x| + C, r € R;
O G| G |-t [ ujue e aen

1
1 z

e)/ dx—/ de =In|lnx| + C,
zlnz Inz

xlnz #£0 .
x>0} = x€(0,1), x € (1,+00);



1

f)/( d :/ i dx = In|arctgz| + C,

1+ x?) arctgz arctg x

r#0 = x € (-00,0), z € (0,00).
n

foz+1(l,)
a+1

+C, a# —1| vypocitejte

Priklad 36. Pouzitim vzorce /fa(a:) - fl(x)dx =

integraly:

a)/x(x2+3)14dx; b)/sm x cos x dx; c)/\/%

1 3

2 e)/xZ\/Wda:; f)/Sln T
x

cos*x
Reseni:
.| @?+3= f@ |_1 2 14 1 (2* +3)P

a)/ (22 + 3)"dx = 2] () ’—5 (x* +3) -dx—§1—5—|—C,

r € R;
L 106

b) /sin5x cosxdr = s:;i _ figzg ’ = SH; ’ +C, r e R;

sin o pro piehlednost dosadime substituci —dt ) t%
C 34cosx= t = —_— = — t7 2dt=—— =

) /\/3+COSKE —sinzdr = dt / \/z %

= —2v/3+ cosx + C, r € R;

In®z Inz = f(x) In® 2z
| =@ | T ¢ (0, +o0)
2. /3 P +8= ¢ 1¢2 2 5
e) s {E+8d5(7_ 20y — dt‘_3 \/Edtzgg—f—cz— (l’ +8) +C,

d d t
f) / Sln l‘ /M —x = /thZL' : : = ﬁ + C, (substituce: tgl’ = t),

cos* x cos? x cos? x

x#(2k+1)g = :1:6(———|—k7r ~|—k7r> kel
| ]

Priklad 37. Vhodnou substituci vypocitejte integraly:

sin \/x x dx
a)/ N )/x4+4 © c)/ 1+1n2x’

x? 1 1+e
d — dux: —dx: f
)/\/16—336 3 e)/sinx ot )/ 1+e 2’”




JT= ot

a)/ NG %dm- PR %_th :2/sintdt:—2cost+C:—2cos\/§+C,
z € (0, +00);
x T =t 1 dt
b)/x4+4d$:/(:c2)2+4dx: 2vdr = dt émdw:% ‘:§/t2+4:
11 t 1 2
:§~§arctg§+C’:Zarctg%+C’, r € R;

dx lnz= ¢t dt
c)/m: %dm: it :/ = arctgt + C = arctg (Inx) + C,

1+t
€ (0, +00);
2 z? 2=t 1
d)/—dx:/—dx: 3cide = dt 2de = Lt __/—:
V16 — 26 V16 — (23)? var= - var=g 3. V16 —¢2
1 t 1 3
:§arcsin1—|—0:§arcsin%+0, 7| < V4 = 2 € (—V4, V4);
1 1 1 1
sinx 28in3 cos g 9 S 5 Ccos? & 2tg 3 - cos® 5
cos % 2
1 ) |
2 cos? £ x (18) x
:/ tg%2 dxz‘(tg§) - 2 cos? § - ln‘tg§‘+0,

x#£kr = :Be(lmr, (k‘+1)7r), ke Z;

1+e 14+ 2e* + e 1+ e%® e”
)/ 1+e2»’f / L+e O /(1+e2wJr 1+e2»’v) ’ / o

e® =t, e%dr=dt,

e.Z‘
+2/—d = P
() ‘ [t T e

=x + 2arctge” + C, x € R.

]
e Vypocitejte integraly:
38 / (393 _ 2)11 d.’]} |:(3CL‘ ;62)12 N C’ Ve ]R.
39 L4 2 _
1 2 4x 1
2z e z 1
40. /(e _e_x) dx [7—26 —%—QerC, acG]R_

41. /siand:z: Bx_51n2x+07 zeR



42. /cotg:cdx

43 / e
' r(4+1Inx)

t
44. /CO LR

Insin

45. / du
1+ e®

sin x

VA4 + cos2
a7 /arctg:cdx

46.

1+ 22

1
48. / dx
cos?x (1 +tgx)

sin 2x
49. / I dx
cost x

dx
50. _—
/ 422 +9

cos? x

[In|sinz|+C, z€ (km, (k+1)7),k € Z]

In44+Inz|+C, z>0, z#et =
€(0,e™), z € (e +00),

[ In|lnsinz|+C, =z € (21§7r7 2k7r+g), ]

€ (2kr+ -, (2k+1)7),keZ

il
27

[z—In(1+e")+C, z€R|

[— ln)cosx—i— \/4+COSQ£IJ‘ +C, z¢€ ]R]

{arctg x

) + C, mGR}

In|l+tgz|+ C, xe(—f—l—kw, —|—k7r

T € ( —l—k:7r7 +k7r kEZ]

! +C, xz¢€ (—gﬂ-k‘ﬂ'*ﬂ-kﬂ' kEZ}

[éarctg—JrC reR



4. Integrace metodou per partes

e Vypoctéte dané integraly metodou per partes:

Priklad 51. a)/x sin x dx; b)/(?x—l—l) cos 3z dz; c)/xQexdx; d)/xthxdx.

Reseni: Ptipomenme vétu: Necht funkce u(x) a v(x) maji spojité derivace v intervalu I

Potom na tomto intervalu plati:

/u(m) ' (2) dz = /

=—z cosx—l—/cosxdx = —x cosx +sinz + C,
r € R;

u=ux, v =sinx
!/
uw =1, wv=-—coszx

a) /x sinx dr =

1 2
= §(2$+1) sin 3z — g/siHdex =

=2x+1, v = 3
b)/(2x+1) cos 3z dr = Z,:; Z:£2fn§x
1 2 3
:§(2m+1)sin3x+§cos3z+0, z € R;

r eR;

u=z, v =tg’x
2

2 _ _
d) /xtg vdr = u =1, v:/th:cd:c:/l CSS Jcdaz::tgacfgv
cos? x

:x(tgx—x)—/(tgx—x)dx:x(tgx—x)—i-/_Smxdx—l—/xdx:
CoS T

2 2
:xtga:—x2+1n\cosx|+%+C’=xtgx—%+1n|cosx|+0,

T € <—§+k7r +k7r> ke Z.
n

Priklad 52. a)/arctga:dx; b)/arcsinxd:p; c)/lnxdx; d)/(m—l)lnxdx.

d ; 1/ 2x
= g arc —
g 4T T varcle® 2 1+ 22

Resent:
u=arctgx, v =1
a) [ arctgrdr =| 1 _, | =marctgr—

V=
1 2
:xarctgx—élnﬂ—i-x |+ C,

1+z

r € R;



. /
u = arcsin x, v =1

1
V1I—z2’

!

T
b arcsin x dx = =gxarcsine — | ———=dz =
)/ /m
1(1—a?)2

= rarcsinz + 3

V=T

1
:xarcsinx+§ +C =

/ —2x d
——dx
V1—2x?

=xarcsinx + V1 — 2?2+ C, x e (=1, 1)

1
2

u=Inz, v =1 1
c)/lnxdx: , 1 B ::plnx—/—-xd:v:xlnx—/dmlenx—x+0,
w=_, v=2 T
z € (0, 00);
d 1 u=Ilnz, v =2-1 72 | 1 2
_ — 2 — (= — — — = = =
)/(:v ) Inzdr ,:%7 U:%ix <2 :v) nz /m (2 x>d:1;
2 2 2
:<%—x> lna:—/(%—l)dxz(%—x) lnx—%—i-x%—C, z € (0, ).
[ |

Priklad 53. a)/e‘“ cos bz dx; b)/sin(lnx) dx.

Resent: Oznacéme dany integral 7. Po dvojnégsobné aplikaci metody per partes dostaneme
puvodni integral 7. Ze vzniklé linearni rovnice vypocitame
samotny integral 7.

= e, v’ = cosbx

[ 1 . a .
a) JZ/eax cosbxdx:‘ o = getr. g SnbT :Ze” smbx—g/e“xsmbxdz:
- v=2
u=e", v = sinbx 1 _ a 1 a
=1 , e cosbr | = —e™ sinbx — — (—— e™ cosbxr + — [ e* cosbx d:c).
u =ae’, vV=-— b b b b b

N

TV
J
Nyni sestavime rovnici, ze které vypocitame J:

1 2 2 1
J:ge‘”’ sinbm—kl%e‘” cosbx—%j = j(l—l—Z—z):e‘” (5 sinbx—}—l%cosbx),
jzi (bsinb$+acosbx>+0 r €R:
a? + b2 ’ ’

u = sin(Inz), v =1

b) J = / sin(inz) de = — o sin(lnz) - / cos(lnz) dz =

1
u' =cos(lnz) - =, v==x
T

u = cos(In z), v =1 ) )
= | = —sinne)- L, vee | =7 sin(lnz) — <x cos(lnz) + /Sln(ln x) dx).

8|~

J =z sin(lnx) — z cos(lnzx) — J = 2J = x(sin(ln x) — cos(In x)),

J = ; (Sin(lnx) — cos(In x)) +C, x € (0,00).
u



Priklad 54. a)/cos vV dz; b)/yc3 o2 dx; c)/cosx-ln(sin2x+1)dx.

Reseni: V této trojici prikladu zacneme volbou vhodné substituce a teprve potom pouzijeme
metodu per partes:

x dx substituce: z =t
a)/cos\/de:/cosﬁ-%dx:/\/}.cos\/}.ﬁ: ﬁdw:dt N %:th _

=1, wv=sint

:2/tcostdt:

+C:2<\/Esin\/5+cos\/5>+07 x € (0,00);

Z,:t’ UI:(.:OSt ‘:2(15 sint—/sintdt) :2(t sint+cost)+

~ut=t = at=— t dt
b) /x3e2x2d:c:/:v2e2x2xd:1;: ‘ : 2 at :/—— e - (—-) —
—dxdr =dt = xdxz—z 2 4
1 ' — gt 1 1
:§/tetdt: :t’l’ z:ei :§(tet—/etdt> :§(tet—et>+C:
L 1 o 27" Lo 925 2
—ge(t—1)+C:§ (— 2x—1)+0:—§e (22°+ 1)+ C, x € R;
c)/cosx-ln(sin2x+1)dx:/1n(sin2x—|—1) -cosx dx COSS;ZZ / t*+1)d
u=mh({*+1), v =1 2 1—1
e :tln(t2+1)—2/ b=t (1)~ / Pl -
u _t2+1’ - t t +1
1
:tln(t2+1)—2/(1—m> dt =t In(t* + 1) — 2t + 2arctgt + C =
=sinz - ln(sin2x—|— 1) — 2 sinz + 2arctg (sinz) + C, z € R.

Priklad 55. Odvod'te rekurentni vzorec pro vypocet integralu J,, n € N,, jestlize:

a)jn:/xnexdx, z € R; b)jnZ/lﬂnfEdl", x> 0;
1
c)jn:/—ndx, n>2 zekR; d)jn:/sin”xd:p, n>2 zek.
)

Resent:

a) jn:/x"ewdx:

Posledni integral je stejného typu jako puvodni, pouze index n ptechazi v n — 1.
Jde tedy o integral J,_;. Potom hledany rekurentni vzorec je:

u=z", v =e"
1, =

u =na" !, e

=2"e" — n/:zc”_1 e” dx.

Tn =a"e" —n T
Odrzeli jsme posloupnost integralt J,,, Jn-1,- -, Jo, posledni integral je

joz/emdx:ex—l—C’;



uw=1In"z, v =1

, nh" 'z
u = , V==
x

b) jn:/ln"xdx:

:xln”x—n/lnnlxdaﬂ =

Tn=oxIn"z —nT,_.

Vznikld posloupnost integrala 7, Jn_1,- - ,J1 konéi integralem

jl—/lnxdac—xlnx—x—l—C.

1 1 a’ 1 a? + 2? — 22
n = —nd = — —nd = — —— d =
©) J /(:1:2+a2) T (22 + a?) ! CLQ/ (22 + a?) !
2, .2 2
ZLQ Lﬂvndz_i/x_ndx:i -
2 ey ] ey a ) Gy

1 x? 1 1 T-x
) e et | e

posledni integrél rozepiseme metodou per partes
x

/
U=2x, v

_ T (@2 +a)"
1 2 244 = 1 [ _ 1 ¢t -1
u/:l,v:/fixndm: rta =1 I*/t "dt = 5 = n—1
2 (22 + a2) 2z dr = dt 2 2-n+1l  2n—1)(22+a?)

1,1 —x L1 / 1 )
> T a2 2(n—1)(x2+a2)n_1 2(n—1) (x2—|—a2)n_1

1 T 1
=— Jn1+ 1 Tn-1=
a? 2a2(n — 1) (22 + a?) b 2a(n—1)
T 1 1
_ NI W (R A
2a2(n — 1) (22 + a?) b 2(n —1)
T 1 2n—-3
jn = jn—l-

= — +_ .
2a2(n — 1) (2% + a2)" booa? 2(n—1)

Posloupnost integralu 7,, Jn_1, - ,J1 kondi integrdlem

1 1
jlz/—dx— arctgz—i—C.
a

2 4+ a? a

d) J.= /sin”xdas = /sin”_Qx -sinz dr = /sin"‘Q.r : (1 — cos? .CE) dr =

= /sinn_2 zdr — /simn_2 zr coslzdr = T o — /sin”_2 T -cosx-cosxdr =

v poslednim integralu pouzijeme metodu per partes
u=cosz, v' =sin" " ?x-cosz
sin" 'z

/ . . n—2
U = —Smx, v= sin x-cosxdr = 1
n —



cn—1 co.n—1
Ccos X - sin T 1 Ccos Z - sin T 1
=T o— < + 7 /sin” xdx) = Tn-o— - Tn-
n —_—

n—1 n—1 n—1

Jn vypocitame ze vzniklé rovnice:

sn—1 soon—1
cosx -sin" n cosx-sin"
Tn(1+——5) = s - D T =T ,
n—1 n—1 n—1 n—1
n—1 1 o
Tn = Tno — —cosz - sin" 1 .
n

Posloupnost integralu 7., Jn—2, Jn_a--- , konci

e pro n = 2k (sudé &islo) integralem Jo = / dx =2+ C nebo
e pro n = 2k + 1 (liché cislo) integralem Ji = /sinx dx = —cosx + C.
[ |
e Vypocitejte integraly:
56. /(21)— 1) cosx dx [(2z — 1) sinz +2 cosz+C, z€R]
57. /S/Elnxd:c [%m%lnx—%m%—&—a x>0
58. / ln(a:2 + 1) dx E In(z® +1) — 2z + 2arctgz + C, z € R]
59 / 2 {ﬁ z sin2x  cos2x )
) T cos” r dx -+ +C, zeR
1 4 8 |
60. /x e 2% dx [—“721 e +C, z¢€ ]R-
2 1 |
61. / ¢?® sin 3z dx {% (2 cos3z —3sin3z) +C, =z¢€ ]R'
t -
62." /%daz ln\/1|i|7x2_ %arctgw—%arcthI—&—C, z € (—00,0), z € (0,400)
63 G = 1 '
. W X {eriarctngrC, xG]R_
. In(sin )
64. —21‘ dz [~cotgz (Insinz + 1) —z+ C, =z € (2km, (2k+ 1)7),k € Z]
sin
65. / arctg \/de [(z +1)arctg vz — Vz + C, 2 > 0]
66. /1n(x+\/:1:2+4) dx [mln(:z:+\/x2+4)—\/x2+4+0, xGR]

sin x . 1 n .
. X dx — — =t (77 km,— +k ) keZ
67 / cos3 ¢ [2 cos? T 2 gz+C, z€ 2 + R, 2 TRT), RE }



68.

69.

Pouzitim rekurentnich vzorcu z ptikladu 55) vypoéitejte integraly:

a)/ —22%)e"dz; b) /ln x dx; c)/ 1 5 dv; d) /sin5xd$.
_l’_

a) e’ (m — 52° +10z—10)+C’ zeR;
b)a:(ln4x—4ln33;—|—121n2a:—24lna;—|—24)0, x> 0;

id + 3z +§arct r+C, xz€eR;
1w 1)’ A1) 8T 7

1 . 4 . 8
d) — p cosw s1n490—1—5 cosT s1n2x—ﬁ cost+C, zeR

Odvod te rekurentn{ vzorec pro vypocet integralu J, = [ 2" Inzdx (k # —1, k € R)
a pouzijte jej k vypoctu integralu:

1
a) /x Inzdzr; b) /de c) /mQ\/Elnxdx.

2 lnx Zhtt

A P —(k+1)2+C, x> 0;

6

2 Inz =z —Inz 1
A5 Tt ) % a2 T
203 /rInz 42z L

©) 7 19




5. Integraly typu dx

Mz + N / Mx+ N
——dr a
ar?+bx +c Var? +bxr +c

Mz + N
ax?+bx+c

rovnice ax?+bx+c =0 m4 nebo nem4 redlné koteny. V dalsich piikladech se vyskytnou
obé moznosti:

r+3 18 — 5z
Priklad 70. ——duz; dz; 5 d 0.
e a)/x2—|—3x+2 . )/2x2+x . c)/xQ raz

Z integralu dx rozlisujeme dva ptipady podle toho, zda kvadraticka

Resent:
a) Predevsim zjistime, zda rovnice 22 + 3z +2 =0 m4 redlné koteny:
_ —3+v9-8 < -1
2 -2
Kvadraticky trojélen rozlozime na souéin kofenovych éinitelt 22 + 3z + 2 =
= (x4 1)(x +2) a dany zlomek napiseme jako soucet dvou parcidlnich zlomku:
r+3 A B Alx+2)+B(x+1)
?2+3x4+2 x+1 x+2 (x+1)(z+2)
= z+3=Ax+2)+B(z+1).
Porovndnim koeficientii u mocnin ! a 2° dostdvdme soustavu pro A a B:

1 _
io z zl)) B 2? ig , ze které snadno vypocitdme A=2 a B = —1.

Ted se vratime k danému integralu:

2 1 1)?
/x—“’dx:/( _ )dx:21n|x+1|—1n|x+2|:m’(“ )
a

C
224+ 3x+2 r+1 z+2 +2 T

r € (—o0, =2), x € (=2, —1), x € (-1, +00).

2024+ 12 —6=0
= —14++v1+4+4 -1+
)/2x2+x— du T + 8: 7: <

T2 =
’ 4

N DO W

3
= 2x2+x—6:2(x—§)(x+2)=(2x—3)(:c+2) =
18-5r _ A B _A@+2)+B2r-3)
2024+ 2 -6 20—3 x+2  (2z-3)(x+2)
= 18 -5z = A(zx+2) + B2z — 3).

Porovndnim koeficientii u mocnin 2! a 2° dostdvdme soustavu pro A a B:

1 —) =
io z 12 _ Qﬁ i_ ?,g , ze které snadno vypocitame A =3 a B = —4.



18 — bx 3 4 3 2 1
——dr = der — [ ——dr == dr — 4 dr =
/2x2+:1:—6 ’ /2x—3 ‘ /x+2 ‘ 2/2:::—3 ’ /x—|—2 v
3
:§1n|2x—3|—41n|x+2|+0,
3 3
r € (-0, =2), x € (—2, 5), x € (5, —1—00);

1 1 A N B A(x+a)+ B(xr —a)
22—a®> (r—a)(r+a) z—a x+a 2 — a?
l=A(x+a)+Br—a)=(A+B)x+(A—B)a =
A+B=0 = B=-A
(A—Bla=1 = 2A~a:1:>A:%,B:g—;

1 1 1 1 1 1 1
B S S A A S S W P
20x—a 2azx+a 2a r—a T+a

1 1 —
:—(ln|x—a|—1n|x+al>+C:—ln ——
2a 2a T+ a
lz| #a = 2z € (—o00, —a), x € (—a, a), x € (a, +00).

Tim jsme odvodili vzorec (17) uvedeny v rozsitené tabulce zakladnich integralu.
n

=

+C,

Prad 1. a) [ g v [T

Reseni: V obou piikladech nelze jmenovatele rozlozit na soucin korenovych éiniteli.
Abychom mohli provést integraci, musime udélat nékolik uprav.

3r —5 T -5
T =3 — Ly 2 =
a)/x2—|—6w—|—13 . /m2—|—6x+13 x+/x2—|—6x+13 v

c¢itatel levého zlomku doplnime tak, aby byl derivaci jmenovatele:
(v + 62 +13) =22 +6
a jmenovatel pravého zlomku napiseme jako soucet ctverci:
2 +6r+13=2>+6x+9+4=(r+3)>+4

- 3 . . 1!
3 /2ar,*+6/l 4 +/ -5 6.5 o levy integral je typu /de
=5 | 5 5 ar 4 [y = _
2 x2—|—6:c+13 (x_|_3)2+4 N rav/ / dt
P | e ra

7—9x x 7
b)/x2—2x+3 x:_9/x2—2x+3dx+/x2—2m+3dx:



9
+2 7+2-(——)
2 _ ' =2 — 2z — 2
(2% — 22 + 3)' =22 — 2, ’: 9/::: Vs der/ 2)

Tl -2 43=(r—1)2+2| 2/ 22_2:+3 @—12+2 7
9 1 rz—1

=—"Inlz?—22+3|—-2- —arctg ——— + C, r € R;
5 o | 75 et~

3r+1
Priklad 72. a ——dx; b /
)/\/x2+4m+ ) Vv 4x
3r — 2 or + 3
C d
)/\/ —x2 )/\/8+2x—m2
Resent: Je-li ve jmenovateli vax? + bz + ¢, kde a # 0, pak nenf dilezité, zda kvadraticka

rovnice ax? + bx +c =0 mé & nem4 redlné koteny. Rozhodujici je znaménko
koeficientu a.

Podle toho rozlisujeme dva pripady:

1) a>0 - v nasem zaddni to budou piiklady a) a b),
2) a <0 - piiklady c) a d).

Upravy se budou podobat dpravam z piikladu 71), aviak zavérecné integrace budou

odlisné.
2
a T+ | ——dxr =
)/\/x2+4x+ /\/I2+4I+ /\/x2+4x+6

(2% + 4z +6) = 2z +4, ‘__ 2:1:—|—4/‘ 2 +2

2 +4r+6=(z+2)*+2 V2 +dz+6 /(x +2)?

1 2x+4

L /
\/m2+4x+ V(x4 2)?

Polozime-li 2° + 4z + 6 = t, (2z + 4) dx = dt, pak

dt
levy integral bude / % a pravy integral je tabulkovy.

1
:—5-2\/m2+4x+6+4ln‘x+2+\/$2+4x+6‘—i—C’z
—\/x2+4z—{—6+41n‘x+2+\/:r2+4x—|—6‘+C, r € R;

2 I
Sx—i—l (@* —da) =2¢—4, 3 [og_4nTh
v 496 integrace jsou stejné jako v a) vVt — 4z

1-+6
+ :§ 24 x? — 4x+7ln‘x—2+\/a‘;—2 ’—l—C’—
‘/x_ —



= 3V 2?2 —4x+7ln‘x—2—|—\/x2 —4x‘ +C, x € (=00, 0), z € (4, 00);

c)/ x—‘4—x2)/_—2x——§/—_2w dx+/—_2 dr =
V4 — 22 2 ) V4—22 V4 — a2
3
:—5-2\/4—x2—2-arcsing+C:—3\/4—x2—2-arcsing—l—0,
xr € (-2,2);
5) 3 5 —2 2
d)/ vt |(8+2m—x) =2 2| = r+ /‘
\/8—1—295—3:2 \/8+2£L'—$2
3+5 5) —1
i :——-2\/8—|—2x—x2+8-arcsinx +C =
V9 — (z—1)2 2
Cr—1
= —5V8+ 2x — 2 + 8 - arcsin +C, x € (-2, 4).
[

e Vypocitejte integraly:

73, /2337—_1dm |:21n|w—3+lnx+1|+0,
xr< — 21' - 3 T e (700771)7 T e (7173)7 (S (3,+OO)

4 / —3x+13 In|3z — 2| —2In |z + 3| + C,
. ——— aXx
3224+ 72 —6 z € (—00,-3), z € (—3,%)7 T e (;—i-oo)
3r—4 3 ) 10 T +2 ]
76 x—_Sd:L“ Fln|x2+x+1|flarct 2x+1+C me]R_
' 24+ x+1 2 NERVE ’ '
e r+ 11 du \/3:2—|—2$—|—10~ln|$—|—1+\/9€2+2$|+C,-
’ Va2 + 2x x € (—o00,—2), z € (0,00);
r—1
78. \/T [\/x2+3—1n|x+M|+C, xeR]
79 5z — 2 [3\/2 2 4 arcsin (z — 1) + C 0 2)}
. — x — x2 4 arcsin (z — , x € (0,
\/2a7—x2
5r — 6
80. 2:E+4 [—5\/—232+4m—3+4arcsin(w—2)+0, xe(LS)}
w/—x x_
2
81. ZL’_—E p [—\/ —m2+2arcsin§+0, z € (-3, 3)]

9
82. T [

Vg

Va2 —9+42In|z + Va2 - 9|+ C,
z € (—oo, —3), = € (3, +00)




6. Integrace racionalnich funkci

B ()
Qn(z)’
stupné a @,(z) polynom n-tého stupné, n > 1. Je-li m > n, vydélime citatel jme-
novatelem. Dostaneme polynom stupné m — n a zbytek, ktery je racionalni funkci se
stupniem citatele mensim nez stupeni jmenovatele. Je-li m < n, pak zlomek rozlozime na
soucet parcidlnich zlomku. Tim integraci daného zlomku prevedeme na integrace kazdého
parcidlnfho zlomku zvlast. Tyto integrace vedou na nasledujici étyii typy:

Raciondlni funkei nazyvame funkei typu kde P,,(z) je polynom m-tého

A A
(I)/J;_adx; (II)/mdx,nZZnEN;

Mx+ N * Mz + N
%dm,p2—4q<0; (IV)/( Tt cdr, k>2, kel
T pr+4q

(TI1)
% 4 px + q)

p? —4q < 0.

e Vypocitejte integraly:

2 5 -2 3
Priklad 83. a)/x_gdx; b)/md$§ )/at x_x1+ dx

r—3=
dr = dt

Resend:

a)/xigdx:
b)/ﬁdazz

PozNAMKA: V dalsich ptikladech substituci typu z+a = t nebudeme psét (Viz pf.29).)

1
‘:2/¥dt—|—C’=2ln|t|:2ln|x—3|+0,

x € (=00, 3), z € (3, 00);

r+2= t 1 3 5 1
—5 [ —dt=5-—~+C=-2—_—+C
dr = dt‘ /t4 3T 3(x+2)3+ >

x € (=00, =2), x € (-2, ).

c) Zde je ¢itatel polynomem 3. stupné a jmenovatel polynomem 1. stupné, proto nejdiive
provedeme déleni:

(=22 +3):(z—1)=a"+2—1
—(2* — 2?)
2 —21r+3
— (2% —2)
—z+3
—(—z+1)

3 _
zbytek = ﬂ:x2+x—1+.

rz—1 r—1

Nyni ptistoupime k integraci:



3 2

595 43 2
/wdx:/(ﬁ—l—x—l—k Jdr ="+ T —a+2mfr—1]+C,
rz—1 r—1 3 2

z € (—o0, 1), z € (1, ).

|
.. 223 4 bz — 2 N r—3
Resent:
a) Citatel vydélime jmenovatelem:
(22° + 52 —2) : (2 +3) =2z
— (2x3 + Gx)
zbytek -
223 + 5 — 2 , 1 2x
—————dx = (293 — ) dx = |viz kapitola 5.| = % — — x—
2+ 3 x?+3 2/ 2243
1 1
—2/x2+3dx:x2—§ln|x2+3| \/_arctg\/_ x € R;

b) Jde o integraci parciondlniho zlomku typu IV a jeho vypocet je nésledujici:

x—3 1 2x 3 1-4
/—de:—/—de——/—Qd:c:
(22 +4) 2J (a2+4) 4/ (22 +4)
viz tabulkovy integral (19) ‘ - 1 (I + 4)_1 o § 4 +x? — 2? dr —
a pr.55¢) pron =2 2 1 4 (5(72——1— 4)2 xr =

__ -1 3 / 1 d_/x_2d __ 1 _
T2(@ra) A\ @ (@) 2@ )

’ T

u=x, v 5
3 1 . :v+3/ T-x 4 (22 +4)
—— . —arctg = + — r = =
4 2 2 4 2 ’_ x -1
(ZE +4) w=1, Uﬁ/ (22 +4) 2 (22 +4)

—1 3 ; x+3 —T +1/ 1 d —1 3 ; x
= ——~—zarctg -+~ | ———+= | 5——dr | = —F——<—carctg -——
2(2+4) 8 P2 4 \2(214) 2) 214 22 +4) 852
—(4+3z) 3

1 x z
carctg= +C = —— "2 — " arctg = + C, eR.
2arcg2—|— 8(1‘2—4—4) 16arcg2—|— x

e Pomoci rozkladu na parcialni zlomky teste integraly:

Sa? —27Tx — 14
Priklad 85. d
e /(x—l)(xz—x—m) v

Resend: Kvadraticky trojélen 22 —2x —12 mé dva redlné kofeny 4 a —3. Proto lze provést
rozklad na kotfenové Cinitele:



(x—1)(2*—2—12) = (z — 1)(x — 4)(z + 3).

Dany zlomek se da napsat jako soucet parcialnich zlomku:

50 —27x—14 A N B N c
(z—D(z—4)(xz+3) x—-1 z—-4 z+3
Alx —4)(z+3)+ Bz —1)(z+3)+ C(x — 1)(z — 4) N
(x —1)(z —4)(z + 3)
502 — 27w — 14 = Az —4)(z +3) + B(x — 1)(z + 3) + Oz — 1)(z — 4).
Tato rovnost musi platit pro vSechna realnd x. Dosadime postupné x =1, z =4,
xr = —3 avypocitame A, B a C:
x=1 = 5-2T—14= A(-3)-4 = —36= —124 = A=3,
r=4 = 80—-108—-14= B-3-7 = —42= 21B = B=-2,
r=-3 = 45481 —-14= C(—4)(-7) = 112= 28C = (C=4.

PozNAMKA: Konstanty A, B, C bychom mohli ur¢it téz porovnanim koeficientti u stejnych
mocnin z na levé a pravé strané. Avsak v tomto piikladu byl vyhodnéjsi
postup, kterého jsme uzili.

Nyni se vratime k danému zlomku a pak i k danému integralu:
Sz — 27x — 14 3 2 4

(x —1)(x —4)(z + 3) x—l_x—4+x+3’

5a% —27x — 14 1 1 1
dr =3 dr — 2 do + 4 do =
/(x—l)(x—4)(:1:+3) v /x—l v /x—4 v /:1:—|—3 v
(r —1)3(x +3)*

=3njz -1 -2In|z —4|+4Injz+ 3|+ C=In (12 +C,
x € (—o0, =3), z€ (=3, 1), z€(1,4), z € (4, +0).
]
322 +5
Priklad 86. / S
D@1

Reseni: Jmenovatel lze rozlozit takto:

(2 =1z -1 =(x+1)(z—1)(z—1),

tedy —1 je jednoduchym kofenem a +1 je dvojnasobnym kofenem. Potom
integrovany zlomek se da napsat jako soucet parcidlnich zlomku:

3x% + 5z A n B n c
(z4+1)(z—-1)2 2+1 2-1 (z—1)2
Az —1)*+ Bz +1)(z — 1)+ C(x + 1)
=
(x+1)(z—1)2
322+ 5= Alx -1+ Bl +1)(z—1)+C(z+1)
A(@? =2+ 1)+ B(2* = 1)+ C(z + 1)
= (A+B)2?+ (—24+C)x+A—- B+ C.
Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin z dostavame nasledujici soustavu pro
A, B a C:




A +B —3
94 4C =5 = A——- B-=
A —B +C =0 2

2 1 1 1 1
/ S+ o d:ﬂ:——/ dx+z/ dx+4/—dx:
(x2=1)(x —1) 2) z+1 2) xz—1 (r —1)2

1 7 4
= —§1n|x+1|+§ln\:c—1]——l+0,xE (—o0, —1), z € (=1, 1), z € (1, +00).
x_

=
3
Priklad 87. / et
z(x+2)3
Resent:
3+ 4 A B C D

m_;+x+2+(m’+2)2+(m+2)3 -

A(x +2)3 + Br(z +2)* + Cz(x + 2) + Dz _
x(z + 2)3

2? +4 = A(x + 2)* + Ba(x +2)* + Cx(z + 2) + Dx.

V tomto piikladu uréime konstanty A, B, C' a D kombinovanim obou postupt.
Nejdiive dosadime za x oba realné koreny 0 a —2. Potom vybereme vhodnou
mocninu x, porovname jeji koeficienty a nakonec dosadime tieba x = —1 a pouzijeme
jiz vypocitané koeficienty.

r=0 = 4= 8A = A:%,
r=-2 = —4= =-2D = D =2,
x3 = 1= A+B = BZ%,
r=—-1 = 3= A-B-C-D = C =-5.

3+ 4 1 /1 1 1 1 1
T e=c | Sdet s de—5] ———de+2 | ——dr=
/x(m+2)3 v 2/37 x+2/x+2 v 5/(a7—l—2)2 v /(.r—|—2)3 v

1 1 ) 1
. | 2 - C
2n\x|+2n\x—|— ‘+x+2 (x+2)2+ :
x € (—o0, —2), x € (—=2,0), z € (0, +00).
]

22422 — 3
(x +1)(422 + 1)

Priklad 88. /

Resent:
?+2—-3 A N Br+C  A(42*4 1)+ (Bx +C)(z+1)
(z+1)(4224+1) z+1 4da24+1 (z +1)(422 + 1)
Rightarrow

22+ 20 —3=4A2°+ A+ Bz’ + Bxr+Cz + C.

Po porovnani koeficientu obdrzime soustavu, ze které uré¢ime konstanty A, B a C-:



? = 1= 4A +B A
o= 2= B +C = A=—— B=—,(C=——.
¥ = 3= A +C g

Vratime se k danému integralu a postupné dopocitame:

/ 22 +2x —3 y 4/ 1 y +1/21g;—11d 41 T
Tr=—= T+=- | ————dar=—-In|x
(x+1)(422 4+ 1) 5) z+1 5) 4a?2+1 5

21 8z 11 1 4 21
dr — — [ ———dr=—=1 1+ = Inl|4a® 4+ 1|—
+5-8/4x2+1 =% | Gerri T Tphlet il plnle ]
11 1
—E-ﬁarcth.:E—{—C’, x € (—o0, —1), z € (-1, +00).
]
Priklad 89./ dx
23+ 1
Reseni: Jmenovatel rozlozime 2°+1 = (x +1)(2? — 2 +1) a potom
T A Br+C  A@@®—z+1)+(Bz+C)(z+1)
(x+D(22—2+1) o+1 22—2+1 (x+1)(x2—z+1)
Rightarrow

r=Ax?> — Axr + A+ Bx®>+ Bx + Cz + C.

2 = 0= A +B 1 1 1
' = 1= —A +B +C $ = A=--,B=: C=-.
0= 0= A +C 3 3 3

x 1 1 1 v+ 1 1
Nyni dr — —— AR i S 1
ym /933+1 v 3/1‘—1—1 x+3/x2—x+1 T=—ghnle i+

1
1|1 2:1:—1/+1 1+§ (2 —z+1) =221
+-| = 3 dx + 1~ 2 3dw = xz—x+1+§f(x—1)2+§ =
2 4
1 11, 3 1 1
_gln\x+1|+§ §ln|x —x+1]—|—§/ N 7 Zdzl: ——gln]:zc—i—l]—i—
(+-3) + (%)
2 2
—|—gln|:z: —x+1]—|—§-zarctg 7 —|—C——§1n]1’+1]+gln\x —x+ 1|+
2 2
1 2 — 1
+—arctg ——— + C, x € (—o0, —1), x € (—1, +00).
7 7 ( ) ( : )
222 + 21
Prklad 90.* / AT EE g
x* — 522 — 36

Reseni: Prvnim krokem bude nalezeni koienu bikvadratické rovnice z* — 522 — 36 = 0.



2 = 2 a vyfesfme vzhledem k z:

Si\/25+144_5:|:13< 9
2 ) —4

Polozime =z

2 —52-36=0 = 25=

Napiseme rozklad na sou¢in kotenovych ¢initelu:

(2= 9)(z+4) =5 (22— 9) (a2 +4) = (x — 3)(x + 3) (22 + 4).

Dalsim krokem bude rozklad daného zlomku na parcialni zlomky:
222 + 21 A B Cx+D

(x = 3)(x+3)(a2+4) -3 113 2214
Az +3)(z*+4) + B(z — 3) (2 +4) + (Cz + D)(z + 3)(z — 3)

= =
(z —3)(z + 3) (22 + 4)
20° + 21 = A(z 4 3)(2” +4) + B(z — 3)(2* + 4) + (Cz + D)(z + 3)(z — 3).
Konstanty A, B, C' a D urc¢ime postupné dosazenim za x = —3, 3, 2i:
1
r=-3 = 39 = —6-13B = B:—§
1
x =3 = 39= 6-134 = AZE
r=2 = 2°4+4=0 = 13= (20C+D)(-4-9) = C=0,D=-1
Nyni dopoc¢itame dany integral:
2z% 4+ 21 1 1 1 1 1
dr = = de — = dx — dr =
/(x—B)(x+3)(3:2+4) 2/x—3 2/x+3 /x2+4
1 1 1 1 -3 1
= §1n|x—3| —§ln|x—|—3| — éarctgg—i-C: §ln‘i+3 — §arctgg+6’,
x € (—o0, =3), z € (=3, 3), z € (3, +0).
|
224 4+ 1
Priklad 91. / 2
xt—x
Reseni: Vsimneme si, Ze Gitatel a jmenovatel jsou stejného stupné a proto zaéneme
délenim:
(22 +1) : (2" —2%) =2
— (22" — 22?)
20t + 1 222 4+ 1
2 _
Zbytek 21‘ +1 m—2+$4_$2.
222 41
Zlomek f + > rozlozime na parcidlni zlomky:
xt—x
22° + 1 2¢° + 1 A B, C D

22(22—1) 22z +1)(x—-1) a +x2+x+1+x—1
_ Ax(2® —1) + B(2? = 1) + Ca?(x — 1) + Da*(z + 1)
B 22(z+1)(x — 1) ’




20° + 1= Az(2” — 1) + B(2® — 1) + C2*(z — 1) + Dz*(z + 1).
Do této identity dosadime postupné za x =0, 1, —1:

r=0 = 1= -B = B=-1

r=1 = 3= 2D:>D:§

2 .
3
r=—-1 = 3= =20 = O:_E
Zbyvajici konstantu A uréime porovnanim koeficientti u 22 :
0=A+C+D = A=0,
20°4+1 -1 3 1 +3 1
xQ(x2—1)_x2 2z+1 2x—1

Vratime se a dopoc¢itame dany integral:

2zt + 1 1 3 1 3 1 1 3
/idz:/@———— +——>d1’:2x+——§ln|x—l—1|+
x

xt — 22 2 2xz+1 2zx-1
3 1 3 -1

+—1n|x—1\+C:2x+—+—ln‘x ‘—i—C’,
2 r 2 r+1

x € (—o0, —1), z€(-1,0), z€(0,1), z € (1, +00).

[
e Vypocitejte integraly:
1 1
92. md&? {m—i—C,mG (—00,3), z € (37+OO):|
2 T —2
93, /2x2 2I+8d:c 2x+4ln‘x+1‘+0,
¢ —x —2 w € (—00,—1), z € (=1, 2), € (2, +00)
1 EEWEES I
94. /ﬁdl’ 81 ln‘ T ’ 9z +C,
z° + 9x z € (—00,-9), x € (=9, 0), z € (0, +00)
1
95. / B om dx [é ln‘ \/;ﬁ‘ +C, ze€(—00,0), z € (0, +oo)}
1/1
96. / : L g(gmmle® =9l ~mnjel) + .
x® — 9z z € (—00,-3), € (=3,0), z € (0,3), x € (3, +00) |
97 /1+2$—2:€5dx _x2+%arctgx+iln)ii_ﬂ+a
1 B x4 L T € (_007_1)7 RS (_13 1)7 T € (17 +OO) _
98.* / dx [ % w2 Ve + 1 1';;”2 1 %arctg:v - % 40, |
(22 4+ 1) (23 + 22) | ze(—00,—1), ze(~1,0), ze (0, +o0) |
d 1, q@-1D(*+1) 11
99.* / ; a . 5 1 @+1)7° | i) aucter+ 4
(x + 1) (x + 1) (:c o 1) z € (—o0,—-1), z € (-1,1), z € (1, +00)
1)2 pouZijte substituci x +1 =1
100.*/ (z+1) . R TR R,
(a7 +20+5) Sy st v e




7. Integraly typu /R(:v, \/ ij—_:l ) dx

b
Predpokladame, ze ad—bc # 0 a n € N. Pomoci substituce 4 ar +

= { prevedeme
cxr +d P

dany integrdl na integral racionalni funkce vzhledem k t.

e Vypocitejte integraly:

1 92—
Priklad 101. / N p—
2—x)2V2+x

y 92— 9 _
Reseni: PouZzijeme substituci - t, pak L BN
T 2+
2(1—1t%)
2 —x =132 = 2-2° =4 = =
T (2+2) T+ T ]
=3t (13 4+ 1) — 3t (1 — ¢ —6t2
P U ok U PV Sl Y
(3 +1) (3 41)

Dosadime do daného integralu a postupné upravime:

/ 1 3/2—xdx_/ 1 Lo
2-x2V2+a <2 2(1— %) (5 +1)°

2
B+ )

3 3 _
:_12/ ! — 2dtz—12/ A lgdt:
(2(t3 +1) —2(1- t3)) (t#+1) (413) 16 J ¢

t3+1
3 t2 31 3 1 3 2+ 1\ 2
4—2Jr 8752Jr 8 [/2—=z 2+ 8 2—x +O
<2+x)

6
Priklad 102. 2tvite .

Vit + /(1 +2)?

Resent: Integrovand funkce je raciondlni vzhledem k /1 + z, proto pouzijeme substituci

Vidz=t = 14+z2=t" = dx=6t4dt,

Vite=(Vite) =, 3(1+x)2:<\3/1+—x>2:<\6/1+—x>4:t4.




Nyni dosadime do daného integralu:

2+ Y1 2+t 2+ t)t° 13 4+ 2t2
/\/1 tvite da:—/ + -6t5dt_6/udt_6/ A =

T+ (1 +x)2 t3 4t B3(t+1) t+1

1
= 2+t —1 —)dt:
6/( Tt

422 1
=1 t—14+ ——
+1 + + t+1
a pak pfimo integrujeme.

Vydélime

3 2
:6<§+§—t+ln|t+1|)+C:2t3+3t2—6t+6ln|t+1|+C’:2\/1—|—J;+3\3/1—|—x—
—6vV1+2+6In|vV1+z+ 1]+ C; z € (—1,+00).

|
Prikl d103/ ! d
TiIkla . X
(1 —x)V/1—2a?

Resent: Vzhledem k tomu, ze kvadraticky vyraz pod odmocninou mé realné kofeny, je
mozné provést takovou tupravu, aby pod odmocninou zbyl linearné lomeny vyraz.

1 1
/k1—@¢1—ﬁdx:/kyﬂm¢u—xxr+@dx:

1 1
/ (1 )dx:/ T dx =
+x x
1— 1— )2 1—2)?
e fu-ep U0 g 1
1+ 1+x2 5 9 9 t?—1
N —t = —? = l4z=02—z2 = z=
11—z 11—z T v YT ey

2t(2+1) — (2 —1)2
T e
(22 +1) (22 41)

1 4t 1 1
/(1 t21)2‘t.(t2+1)2dt4/<t2+1t2+1>2'(t2+1)2dt

ERTEE 211

1 1+
=4 | —dt = dt =t+C = C; e (-1,1).
/ 4 / * 11—z T re (=11
[
P0OzZNAMKA: Pii tipravé vyrazu pod odmocninou jsme pouzili, ze /(1 — )2 = |1 — x| =
=1—x, protoze x € (—1,1).

Priklad 104.* dz

1
/ v/ (2x — 1)3(z + 3)°

Reseni: Opét je mozna takova uprava, po které pod odmocninou dostaneme linearné
lomeny vyraz.



1 1
/3/(2 13z + 3)° dw_/ T3 =
xr — T+ x 4
20 —1)3(2x — 1 3
\/ x T )2m_1(x+ )
r+3 r+3 4
/ 1 d 2z — 1 2z — 1
€Tr = 4 3 =
13 tt+3 —28t
20 — 1 4 rT=— = do=—"-=dt
@r =D+ 377 2t —1 (24 —1)°
1 —28¢3
:/ 2(t* + 3) tt+3 .(2t4_1)2dt:
T ()
2t4 — 1 2tt — 1
1 —28t2 28¢2
:/ Z Z Z Z ’ 2dt:/ dt =
A4 +6—2t*+1 t*+3+6t*—3 (2t4—1) 7Tt
2t4 — 1 2t4 — 1
—4 1 41 4 2z —1 1
N VS SO P L (1450).
7/t2 T eyt

POZNAMKA: Béhem vypoctu integralu jsme pouzili, ze /(2 — 1)* =22 — 1| =2z — 1
1
pro r € (5, —|—oo>. Kdybychom byli na intervalu z € (—oo, —3), pak

|2 — 1| =1 — 2z a vysledek integralu by mél opacné znaménko.

POzZNAMKA: Provedend tprava v piredchédzejicim piikladu se d4 aplikovat obecné
na odmocniny typu:

d
Y (az + b)kn=1(cx + d)k2n+1 = (az + b)* (cx + d)* {/ cx_:b’ kde ki, ke € Z, ne N.
ax

e Vypocitejte integraly:
14 /2 —x
E— z+1 -z
105. /—de:c tnf 5 FES
2—x z € (-1,2) |

+C

1 Wz -3z —In|l+ | +6Yz+C |
106. —d
/\/EH/E ! [ € (0,+50) |
r2 —92 B xr— 2
107. /#dx RN = pev-i R4
r z € (—00,0), € (2,4+00) |
3. 1+a ]
108. sV *¢
)

/ dx
V(4 1)2(z — 1)1 € (—o0,~1), z € (~1,1

; ¢ € (1, 4+00)



8. Integraly typu /R(sin X, COS x) dx

Priklad 109. Odvodte vzorce pro vyjadieni funkci sinx a cosz pomoci proménné ¢,
jestlize zvolime:

x
a) t=tgy;  b) t=tgz ) t=cotgy;
Resent:
LT T in = cos =
" 2 sin — cos — T 2 s1n§ COSE
a) Sin$:28in§'COS§:f_’1_SIH 5"‘00525 :Sin2£+COSQ£:
2 2
sin% ot
cos £ g— 2t
- 2 —‘tg—z ’: 5 , podobné
sin 5 tg ——|—1 =+ 1
cos? 3 2
21’ . 29X
cosx*coswv Slnzz7cos §—sm 5 1—tg? _‘t z t‘ 1—752
2 2 51n2§—|—cos2§ tg? §+1

b) Nakreslime pomocny pravothly trojihelnik, ve kterém zvolime dhel x a odvésny tak,
aby tgz = t. Potom

t2+1 ¢ sint = —— a cosx =

x
1

c) Opét nakreslime pomocny pravouhly trojihelnik, ve kterém zvolime tihel z a odvésny

tak,
aby cotgx = t. Potom

1 t
2 +1 1 Sing = —— a CcosSx = ——.
vz +1 t2+1

x
t

Nez pristoupime k vypoctu integralu typu / R(sin T, COS x) dx pripomenme si pouzivané

substituce:
T 2t 1—¢2 2
1) tg==t: sinx=-——=, cosrx=-——7F5, dor=——=dt.
) i) 1+t% 1+t% 1+1¢2
Tato substituce se d4 pouzit v kazdém prikladé, avSsak neni vzdy nejvyhodnéjsi.
2) Je-li R(— sin x, cos x) = —R(sin x, COS x), pak lze s vyhodou pouzit sustituci
—dt

cosr=t: sinx=vV1-—1t2 dr=——.
I Vi-B



3) Je-li R(Sin xr, — COos x) = —R(Sin x, COS x), pak lze s vyhodou pouzit sustituci

dt
sinx =t¢t: cosx=+v1-—1t2 dr= )
B Vi-2

4) Je-li R(— sinx, — cos x) = R(sin T, COS :U), pak lze s vyhodou pouzit sustituci
t

1 J dt
) T =",
V1+t2 14 ¢2

tgrxr=t: sinx = , COST =
14 t2

(resp. cotgz = t.)

e Vhodnou substituci vypocitejte integraly:

dx
5—2sIinx + cosx

Priklad 110./

y x
Reseni: 'V tomto prikladé 1ze z uvedenych substituci pouzit jediné substituci tg— =t,

protoze integrovana funkce nesplituje zadnou z podminek 2), 3) a 4).

0% iy 2 1
/ dx _ g§— ,Slnl’—m7 Cosx—m,
5—2sinz + cosx x 2dt
— = arctgt, x = 2arctgt, dr =
2 1+¢2
_/ 1 2dt _/ 2dt _/ 2dt B
S22 18 a4 f5(12) —at 12 ) AP -4+ 6

Sl g2

1/ dt 1/ dt 1 1 . t—§+c
9| p_s+86 o 7 NT . g T Ms -
2) 2—t+8% 2 (t—l>+ 2 \/g \/g

x
2tg — — 1
1 2t —1 1
= — arctg +C = —arctgL +C,

V5 V5 V5 V5

g;éngknr = z € (—7m+2knm, m+2kr), k€ Z.

]
d
Priklad 111. / —
(24 cosz) sinx
Resent: Snadno zjistime, Ze integrovana funkce je liché vzhledem k sin a:
R(— sin x, cosx) = L - = — L - = —R(— sin x, cosx),
(24 coszx) (—sinz) (24 cosx) sinx

proto zvolime substituci cosx =t, x = arccost, viz 2).

da 1 ~1 1
/(2+COS$)SH1$:/(2+t)~\/1—t2'Vl—t?dt:_/(2+t)(1—t2)dt:



1 A LB C
Q+HEt—-D(t+1) 2+t t—1 t+1’
1

. —1)+BE+)(t+1)+C2+)(t-1),
= dt =| t=1 1= 6B B:l, =
/(2+t)(t2—1) N N 6

t=-1 = 1= -2 = c:f%,

I
2

=-2 = 1= 3A = A:%

11 1 1 11
=l 553 ter—7 57 )= 1 2+t 1 t—1—_1 t+1 —
/<32+t+6t—1 2t—|—1> n 2+ |Jr nt—1| nft+1]+C =

1 1 1
:gln]2—|—cosx\—|—6ln|cosx—1]—§ln\cosx—i-l\:-i-ca

sinz #0, cosz #+1 = z € (kr, (k+1)7), k € Z.

n
1+tgx
sin 2z

Priklad 112. / dx

Reseni: Integrovana funkce je sudd soucasné vzhledem k sinz i cosz, viz 4).

sin x

1+

R(sinx, cosa:) = ﬁ = R(— sin x, —cosa:) = R(sinx, cosx).

1
/1+tgmdm [tz =1t} dv =15 dt / 1+t 1
t 1
2

sin 2z nze b eosme L | 142 dt =
ire e

Vit Vit

/ﬂd = /<%+1>dt:%<ln]t|+t> <1n|tgx|+tga:>+0
m
2

r4k T = (k— (k+)2> ku

Priklad 113. Pouzijte vSechny pripustné substituce k vypoctu integrali, srovnejte je a
vyberte nejvhodnéjsi z nich k vypoctu daného integrélu:

tgt
a) / & dx; b) /sin3 x - cos” x dz.
cos 2x

Resend: 'V obou piikladech lze pouzit viechny substituce:

sin x
tgt

d — COS T d

a) /cos2a: * /cosQ.x—sinQ:v “

2t
1 tgf:t-/ 1_ 24t :/ 4t(1 + %) "
2 . (1—t2)2_( 2t )2 1+t2 (1—t2)((1—t2>2—4t2> 9

1+t 1+t
Vv1—t2

- t T —1
2) cosx=t: /tQ—(l—tQ) 1—t2dt_/t(2t2—1)dt’



N 1 t
3) sinz=t: / 1 iy dt:/ dt,
-2 J1-12 (1—2t2)(1—1¢?)
t dt t
4) tgxr=t: . = dt.
1+t 14+

Porovname-li vysledné integraly po provedeni substituci, vidime, Ze nejslozitéjsi je
integral po pouziti substituce tg ¢ tedy piipad 1), dalsi je 3), pak 2) a nejjednodussi
je 4). Proto dopocitame integral ze 4).

t 1 —2t 1 1
/1—t2dt:_§/ﬁdt:_§ In[1 — 2| + 0 = — Il — tg’e| +C

tgrA4l = TAT4RE xG(—Z—H{;W,Z—i—/ﬁr),kGZ.
cosz#0 = x#FF+km = JIE(%—Fkﬂ',%—Fkﬂ')
€ (g+lm,%+kw>

b) /sin3 x - cos” x dx

o \3/1—12\5 2dt 1663 (1 — 12)°
1) gt /( ) (L) :/ L=t 4
2 L+t2/ \1+2/  1+¢2 (1+12)

2) cosx=t: /(\/1—152)3-155-\/i_t?dt:—/(l—ﬂ)ﬁdt,

3) sinz=t: /tS(\/l—t2)5-ﬁdt: (1 —12)° dt,

t\3 1 \5 1 t3
4) tgr=1: /(\/1“2) (\/1+t2> .1+t2dt:/—(1+t2)5dt.

Okamzité vidime, ze nejméné vyhodn4 je substituce 1), pak 4), 3) a nejlepsi je 2):

t8 t6 8 6
—/(1—t2)t5dt:/(t7—t5)dt=§—€+C:COZx—cozmjtc, z €R.

Z téchto dvou ptikladu je jasné, ze i kdyz lze uzit vSechny substituce, zalezi na in-
tegrované funkci, ktera substituce je nejvyhodnéjsi. Vétsinou nejhorsi byva univerzalni

substituce tg3 =t, 1 kdyz existuji vyjimky. Napf. dx 1ze vypocitat nejsnadnéji

ST

substituci tg 3 = t, viz pi. 37e). Protoze funkce je licha vzhledem k sinx, lze

sinw
pouzit téz substituci cosx = t. Srovnani ponechame ¢tenartm.

Poslednf{ integral byl typu [ sin™z cos™ z dx, kde m a n jsou celd ¢isla. V obecném
piipadé je dulezité, zda nekteré z ¢isel je liché, pak pouzijeme bud substituci sinz =t (m
je liché) nebo cosx =t (n je liché). Jsou-li m a n ¢isla sudd, pak se nékdy da pouzit



substituce tgx = t, resp. cotgx = t, ale pokud m a n jsou kladna suda cisla, pak
zdvojnasobenim thlu snizime exponenty m a n.

Priklad 114. a) /sin2 xdr;  b) /cos4 xdr;  c) /SiIl2 - cos® x da;

sin? ZL‘ cos? :13 1
COS sin? a: sin® x cos? x
Reseni:

1— 2 1 in 2
a) /siandx:/ﬂdx: (:L’—Sln2x>+0, xr € R;

2 2

1 20\ 2 1
b) /cos4xdx:/(COSQx)2dx:/(¥> dx:Z/(1+20082x+00522x)dx:

o )

=i<gm+sin2m+sm84x>+0, z € R;
c) /sin%:-costdx:i/(Z sin x cosx)de:i/(sian)zdx:i/de:

:%<x_sin44x)+0’ reR:
O [t [ () =] |- [ra= o=t

x;é(Qk—i-l)g = x € (—z—i-lmr z—i—/{m),keZ;

2 72
cos* cos® x , dx cotgz = ¢, _S-ifx = dt
e)/.4dx:/'2~cosx,2: 2 ! =
sin® x sin” x sin” x cos? o —
1+ 12
t? th—-1+1 1
/ e / 1+ 2 / Tire
3 t =cotgxz proz € (0, ) COtg3l‘
= —<§ —t—arccotgt> +C = i arccotg (cotg z) = =" +cotgr+x+C,
€ (0, m);
dx
o [ [ |
sin z cos? x sinfz  cos?x sinz = ——"

1+ %) 14262 4+ ¢4 1 2 1 2
:/gdt:/ﬂdt=/<—+ +1>dt — T4t C=

t t



tgw

1
= —gcotg?)x —2cotgr +tgz + C)|

t=
1
t

= cotgx
rAkL = re (k;f, (k;+1)f), kel
2 2 2 -
Priiklad 115. )/smx x; b) /sm ’ dr;  c¢) /,;dx;
cos® cos® x sin® x cosx

d) /sin3x-cos3xdx; e) /tggl’dﬂc; f) /COS “d
sin® z

Reseni: 'V téchto piikladech se daji pouzit vSechny ¢tyti substituce uvedené na zacatku
této kapitoly. Vybereme vzdy tu nejvhodnéjsi a zbyvajici ponechame ¢tenafi.

sin cosx dt 1 1
a) dx = ,
cos® —sinzdx = dt

5 At + 4 costx +0

x#(2k+l)%z>x€(—§+k7r —i—lm)keZ;

.3 - 4 4

sin® z sinxz  dx tgz =1 t tg* x
b —_— = = [Bdt=-+C= C,

) / cos® / cos3xr cos?x —— do = dt / 4 + 4 *
COS“ T
x#(2k+1)g:>x€<—§+k7r —i—k:7r>k€Z;
1 1 dzr cotgxr =t, .df = —dt

@(/TT___dx:/" e pvi TE =

sin® & cos x sinx cosx sin”x sinz = —

t2
—ln\t]—5+C':

, COSZT
vat t2 V1+t?

:/ ]_—# : :_/1tﬁﬁ:_/<

Vi+2 1+t

tg® tg®
:—ln|c0tg:v|—COgx+C:ln|tgx|—Cng+C,
m m m
KT (k;~— k 1-) :
T # 5 = 1€ 2,( + )2 k€7

1 1 1
d) /singa;-cosga;d:c—gf@ sinx cosx)3dx—§/sin32xdx—g/sin22x-sin2xdx—

_1 2 . . cos2x =t o 1 1 2 -
_g/(l—cos 2:c)sm2xd:1:— ocin 9w de — di —8~§/(1—t)dt—
1 3 1 cos® 2z
— - (t- %) + 0=~ (cos20 - )+, R;
16( 5) " 16 \“°=F 5 )7 ve
) .
Sin- x SIn”x - S1x cosxt =t
e) /tg wdw—/cosg dﬂf:/wdw: ~sinzde=dt |




+1In|cosx| + C,

11—t 1 1 1 1
=— | —dt = (—— —)dt:— In |t C=
/ t3 / t3+t 2t2+n|‘+ 2 cos?x

x%(?k}—l—l)g = € (—g+l€7r,g+k:7r>,kEZ;

) 2
cos® x cos*z - cosz (1 — sin x) . COST
£) [ S5 Ly = [ O5TCST — dz =
sin® x sin® x sin®

1—t22 o042 4 2
:/L——Lﬁ:/£¥£iiﬁ:/«l—g+ﬂﬁ 714mm+%+0:

sinx =1t

cosxdr = dt

t3 t3 3t
1 in?
= ———— -2 ln|sina:|+sm ‘ +C,
2 sin“ x
r#kn = € <k7r, (k+1)7r>,k YA
[ |
Priklad 116. a) / sin® wcos* x dx; b) / sin’ “d
cos T
Resent:
a) Integrovand funkce je lichd vzhledem k funkei sin z, proto pouzijeme substituci
t=cosz, dt = —sinzdx :
17
/sin3x~cos4acdx = /sin2x-cos4x-sinxdx = —/(1 —t2) ttdt = —g—i- . +C =
cos®xr  cos’w
- + - +C, z € R;

b) Integrovand funkce je lichd k funkci cosx, proto ¢t =sinx, dt = cosz dx :

/siandx:/sian-cosxdx_/ 12 e _/t2 _1+1dt:
COS T cos? x 1—1¢2 t2 —1

1 1 1 —1
= /<1+t )dt <t—|— t >+C:—(sinx+§ln%‘>+0,

sinxz + 1
x%(2k+1)g:>x€<——+k7r —|—k:7r>k’€Z;

2 ]
Priklad 117.% a) /sinx - cosdx dr; b) /cos 2x - sindx dux;
c) /Sin 2z - sin g dx; d) /cosm - cos 3z - cos hr dx.

Resend: Integraly téchto typu lze vypocitat pouzitim souctovych vzorct;

1
(1) sinazx-sinbr = 5 (cos (a —b)x — cos (a + b)x),

1
(2) sinazx-cosbr = 5 (sin (a4 b)x +sin (a — b)x),



1
(3) cosax-cosbr = 5 (Cos (a+b)x + cos(a — b)a:)

1 1
a) /sinm .cosdzdr 2 3 /(sin 5x + sin (—3)3:) dx = 5 /(sin bxr — sin 3$> dx =

1/—cosbr cos3x
- R;
2( 5 T3 >+C’ TER
1 1 6 2
b) /cost'sinélxda: @ §/<sin6x+sin2x) dxzé(—COSG * _0082 x) +C,x €R;

1 5 7 1/3 5 3 7
c) /sin2x-sin§dm @ 3 /(cosgx—cos§x> der = 3 (5 singx—? sin§x>+0,az eR;
1
d) /cosx-cosSx-cosE)xdx ® §/<COS4ZE+COSZZL‘> cosdbr dr =

1 1
= §/<cos4x.cos dx+cos 2x-cos 5&:) dx ® Z/ <COS9x+cos:c—|—cos 7x+6033x> dr —

1 /sin9r sin7x sindzx .
:Z< 9 + - + 3 +smx>+0, r € R.
[ |
e Vypocitejte integraly:
dx )
118. —_ - ~T ok
8 /1—|—sinx [1+tg%+am7é g T
119 / 14 sinx dr iln|sin2m+1\—%ln|sina}—1|—|—%arctg(sinm)+0, ]
' (1+sin’*z) cosz x¢(2k+1)g
1+ cosx)sinz _1 20 _ ]
120. /( > : )2 dx |: 21n|1—|—cos x| — arctg (cosx) + C,
—sin“x z€ER |
dx 1 T
121, [ & {7 tg (Vtga) 4+ C, z € R
/1—|—sin2x \/iarcg( g) =
3 5 7
122. /sin3x cos® x dx {—COZ T4 COS5 Y10 zeR
sin® x 2 1
123. dx —In|cosx| + BTy C, z # (2k + 1)I
cos & 2 2]
124. / (sin2 z cos? x + cos® :c) dx BH isian—&-C’, z€R
1 ™
125. S 7 cos2 1 dx [—2c0tg2:1: +C, x#k- 5]
5 . 2 .3 1 .5 )
126. cos’ xdx sm:vfgsm x+gsm z+C, z €R
127. /cos3x'cos2xdx [Sln5x+5m3x+smx+a r€R
20 6 4 |
. . 1/sin2x sind4x sinl0x  sinl2zx )
128. /51114:1: sin 7x - cos T dx [Z( 5 T 10 T )+C, xER_
129. /sin 2x - cos2x - cosdx dx {—3—12 cos8z +C, r €R




9.* Integraly typu /R(x, Vax? + bx + c) dx - Eulerovy substituce

Integraly tohoto typu lze fesit uzitim substituci:
(1) a>0: Var> +br+c=+ava+t
(2) ¢>0: Va2 +br+c=uat+/c
(3) Vaz? +br+c=/alzx — 1) (x — x3) = t(x — x1), kde z1, 25 €R.

e Pomoci Eulerovych substituci vypoctéte integrély:
1
dx
r+Var2+x+3

Reseni: V tomto piikladé lze pouzit jak substituci (1), tak i (2). Vybereme si (1),
abychom pracovali s celo¢iselnymi koeficienty:

a=1: Va2 +zx+3=x+1t

Priklad 130. /

/ 1 dp — Ptr+3=a+2t+t* = v —-2t=1*-3|
x4Vt +r+3 2 -3 —2(t* —t +3)
x:—7 daj‘: dt
1—2t (1—2t)2
_/ 1 —2(t2—t+3)dt_ 2/ £ —t+3 g —
) =3 t2—3+t (1—2t)2 B (262 — 6+t —22)(1—2t)
1—-2t 1-—2t
5 2 —t+3 gp - | vydetime 2t —t43): (22 —13t6) | [0 6
o (t_6)(2t_ 1) " | arozlozime na parcidln{ zlomky B < +t_6_

1 1
2t 1) dt = t+61In[t — 6| In |2t — 1+C = |t = Va2 + 2+ 3—a] = Va? + v+ 3-

1
—x+6ln\\/1’2+x+3—x—6|—§1n\2\/$2+x+3—2x—1|+0.

Zpodminky z+va?+x+3#0 = x#-3 = z€(—00,—-3),z€ (—3,+00).
m

Priklad 131.

1
/ dx
x4 —2x — 22

Reseni: Zdeje a=—1<0, ale ¢=4 > 0, proto pouzijeme druhou substituci:

V4 =2 —22 =qat+2
/ 1 e 4 -2z — 2> =22+ 4ot +4 = —2—x=at?+4t
P e R 24t AP+ at—d
x = =

i+ 7 (1+2)°

dt




1 A2 + 4t — 4

:/—2—415

142

(—2—415
1+

-t+2>

A2 + 4t — 4

- / (—2 — 4¢)

(2t r2rom)

(1+£2)°

A2+t —1)

V4 =2z — 22 =at+2

/ —2(1+2t)- (=2)(L2+t—1) at

1 1
= dt == In|l+2t|+C = VI—o o9 |=
/1+2t 2n| +2t| +C _ 4 —2x — x2
x
1 2(vV/4 —2x — 22 — 2
=—1In|l+ ( i )+C’.
2 T

. 2 2420 —4<0 = z2=-1+V5 | _
Z podminek z#0 a 4—2x—2° >0 :>{x€(—1—\/5,—1+\/5)\{0} }—

dostavame x € (—1 — /5, 0), T € (0, -1+ \/5)

[ |
o 1
Priklad 132. / dx
(x —2)vV—3+4x — 22
Resend: V tomto piikladé je a = —1 <0 a ¢= —3 < 0. Zbyva posledni moznost, a sice
existence redlnych kotfenu rovnice
—4++/16 — 12
—24+4r—-3=0 = Tig = = :<é
Vyuzijeme tyto koreny a napiSeme dany kvadraticky trojc¢len pomoci korenovych
¢initelu
—2’ 44z —3=—(2"—4dz+3)=—(z—1)(z—3) = (z - 1)(3 —a).
1 1
/ dr = / dr =
(x —2)vV—=3+4x — 22 (z—2)y/(x—1)(3—x)
Viz-1)B-2)=t-(z—-1) = (z-1)B—2)=1t}z—1)>
3 _
— = 3—z=tx—1t
= xr — ]_ =
342 —4t
xr = + dr = 5 dt
?+1 (2 +1)
1 —4t
- / 2 2 ) 5 dt =
3 + t 34t (2 +1)
-2)- | (F51 Y
t2+1
4t _
(B+t2—22—-2)-t- (342 12— 1) (1—12)-2 -1
Vi —-1)3-2) 3—x
1 t—1 - r—1 B t—1 !
=2-—In|——|+C= - =In +C =
2 t+1 ‘ 3—x 3—x
— +1
x—1 r—1




33—z — —1
L |Vizroveo 1l o
V3—z+vVa—1
Z podminek z —2#0 a —3+ 4z —2* >0 dostdvdme z € (1, 2), = € (2, 3).
[
e Vypocitejte integraly:
i 'm_x_ ‘+C'
133. Veltz+1l-—x
(I+z)vVa?+ax+1 —o00, —1), z € (—1, +00)
r—1 L —2nti+c ]
134. T
22222 —2x +1 z € (~00,0), € (0, +00) |
dzr 2 [x—1
135. / = 5Vaz+4
(x+4)Va?+3x—4 z € (—00, —4), x € (1, +00) |
136. rdx %arcsinﬁ;—l—i—c ]
V3 =22 — 1t ze(-1,1) |

POZNAMKA: Zpracovani a dosazovani Eulerovych substituci je velmi zdlouhavé az tézkopddné,

ale ma tu vyhodu, ze vzdy vede na integraci raciondlni funkce vzhledem
k proménné t¢.

PozNAMKA: V dalsi kapitole budeme opét fesit integraly / R(x, Vaz? + bx + c) dx,

avsak pouzijeme goniometrické substituce.



10. Integraly typu / R(a:, Vaxr? + bx + c) dr - goniometrické substituce

Kvadraticky vyraz az?+bx+c upravime na soucet nebo rozdil étvercii pomoci substituce
2

b
2 =1x+ — aoznaeni a = £m?, c—4—z:|:n2:
a

a

I. m?22+n? II. n?—m?z?

II1. m*2* —n? IV. —m?2? —n?,

kde I'V. nenastane, protoze pracujeme v oboru realnych ¢isel. Potom dany integrél

/R(a:, Vaz? + bz + ¢) dz piejde v jeden z integrali:
I /R(z, vVm?z2 +n2) dz, 1L /R(z, n? — m222) dz, 1II. /R(z, m2z? — nz) dz.

Mozné substituce v jednotlivych ptipadech jsou nasledujici:

I. vm?224+n?2=n \/ + 1 = substituce: 2 = tgt, (resp. cotg t)
n
n

:—tgt dz = —

m C082 t’

sin? ¢ n

Vm?z22 +n? =n\/tg?t+1=n t+1:_t;
cos? cos

mz
II. vVn?2 —m?222 =ny/1 — substituce : — =sint, (resp. cos t)
n

z = —smt dz = — costdt
m m

Vn?2 —m222 =nv 1 —sin?t = n cost;

mz 1 1
III. Vm?2z2 —n?2=n —1 = substituce: — =——, [resp. —
n sint cost
—cost
= —_— = —. dt,
m sint’ m  sin’t

VR — 2 1 1 1 —sin?t cost
m2z? —n® = ny/ —l=n{/————=n :
sin® ¢ sin® ¢ sint

/m
Tdm

Priklad 137.

Resent: Integral je typu I

5.0 1 ($)2+1
i e J(E
/—wa—i_gd:r:/ng:v:B/?)de—



L tet, x = 3tat, da dt, L

3
|3 _COSQt _ 3 [ cost | 3dt :3/ 1
2 T f - coc2
< > 1= it rl 3tgt cos’t sint - cos®t
3 cost
—du 1 —u? + u?
/(1—u2)u2 / (1—u2)u2 “

sint dt cost =u
=3 2, o, .
sin“t - cos?t —sintdt =du

1 1 I 1 j1+u
——3/(uz+m>d’“——3<—a+§m\l_u\)*C—

T
u = cost, tgt = -

3’
T T 1 1 3
= | t = arctg 3 U = COS (arctg g) = = = =

\/1+ [tg (aurctg%)]2 \/14-%2 \/91+ at’

pouzijeme-li, ze cosa =

V1+tg2a
3vV9 2 9 2
AL vorw o —l—C’ z € (—00,0), z € (0,00).
3 \/9—1—:1:2

Priklad 138. / V2x — x?dx

Reseni: Vyraz pod odmocninou doplnime na ¢tverec a pak vybereme vhodnou substituci:

Podle II.substituce

/\/]_ _(13_21;4_1)(13;:/w/l—(x—l)qu;: z—1=sint, dzr=costdt, =
V1 —(x—1)2=1+/1—sin’t = cost

1 2t 1 in 2t
:/COSt'COStdt:/idt:§<t+SH; >+C:

sint =x — 1, t = arcsin (z — 1)

cost:\/l—sin2t= \/2$—:U2

2

1 1
= §(t+sint-cost) +C = §<arcsin(x— 1)+ (z—1)V2 —x2) + C.

Z podminky 2z — 2 > 0 plyne z € (0, 2).
m

1
—dx
22 /4x? — 1

Reseni: Substituce bude III. typu:

Priklad 139.

Va2 —1=+/(22)2 -1 = 22 = !

1 d sint’ 2smt
—_— QT = =
2412 — 1 do — _COStdt \/7__ __cost

2sin%t sin? t " sint

1 —cost )
:/ 1 cost QSinztdtZ—2/Slntdt—2cost+0_

4sin’t sint



1 ¢ 1
_ 2snt —9 1_ +C_\/ xT —|—C
cost = /1 —sin? —\/1— z

1 1
Z podminek z #0, 42° —1>0 = =x¢€ (—oo,—§>, x € <§,+oo>.
|
PozZNAMKA: Teoreticky v kazdém integralu /R(x, Vaz? + bx + c) dz lze pouzit jak

Eulerovy tak i goniometrické substituce, ale vybér vyhodné substituce je
zavisly na konkrétnim integralu, ktery pocitame. Obecné muzeme psat:

/R(a:, Vaz? + bz + ¢) dx Bl syb. /Rl(t) dt,

/R(z, Vaz? + bz + ¢) dx gon. sub- /Rl(sint, cost)dt ki /Rg(z) dz.

e Vypocitejte integraly:

140. /\/1 — x2dx |: %(arcsinx—i—m\/l—:ﬂ) +C, ]
ze(—1,1) |

2_9 1 3\/3:27 i

o [, bt 252
v 2 € (o0, —3), 7€ (3, +00) |

1+ 972 V14922 3. m—i—&r |

. x € (—00,0), x (0 +00) |

Va2 — 12 V@

143. /uda; m+ w4 G
' re(a.0). ae(0.q) |

144. /x\/:liQ—}—de { :1))(3524—5)\/9024-5—&—% ]
x € ]

145. /4_;1‘2dx [ 4;x27arcsing+a ]
r €(=2,0), 2€(0,2) |




11. SmiSené priklady

e V jednotlivych pifkladech uved'te vSechny zpusoby vedouci k feseni integrald,
porovnejte je a vyberte nejvhodnéjsi z nich ke konkrétnimu vypoctu:

133

Resent:
1) Prvni moznosti je rozklad na parcidlni zlomky, avsak predstava, ze jich bude 10
Ay Ay Ao
o5+ w—22 T w2y

) nas okamzité odradi.

2) Druhd moznost je pouzit substituci x —2 =1, de =dt, x =t + 2. Potom

3 t+2)3 3+ 6t2 4+ 12t + 8
2t 2 67+ 126 +8
(z — 2)10 $10 $10

1 6 12 8 -1 6 12 8
:/<—+—+—+—>dt: ——————— +C=

=y
I

t7 t8 t9 th

. -1 6 3 8 o
T6w—20 T@—27 2w-2F 9a-2p¢

Priklad 147. / 2 (1 —222)" da

Resent:
1) Cisté teoreticky miizeme (1 — 2x2)19 rozepsat pomoci binomické véty, potom vse

3

¢len po clenu vynasobit x° a zintegrovat.

2) Vzhledem k tomu, ze mame pied zéworkou lichou mocninu 23, 1ze pouzit substituci

1—t
1—22%=t, 2 = — 2:de———dt xda:———dt Potom

1
/x3(1—2x2)19dx:/x2(1—22 xdm—/— _Z>dt:
t20 t21

__1 ) 419 __1 19 _ 420 _ 1 b —
= 8/(1 )¢ dt = 8/(t %) dt = — 8<20 21>+C_
_5,.2)20 5.2\21
:_1((1 217) _<1 2$> >+C, z € R.

20 21



COS i

\/1—|—sm x

Reseni: Jedina pro nas mozna substituce je sinx =t, cosx dxr = dt. Potom

Priklad 148.

Ccos dt
—dl‘:/—zln t+ 1+ t2 +C’:ln)sin$+\/1—l—sin2$‘+0,
V1 +sin?z V1+t2 | |
z € R.
n

x arctg x

Priklad 149. ——dx
V1422

Resent:
1) Pouzijeme integraéni metodu per partes.

x
u = arctgx, v =

xarctgxdx: V1422
PR PV
1+ 22 2) Vita?

1 2
:\/1+x2-arctgx—/ T =V1+22. arctgx—/

e

r=V1+ a2

\/1+x2
:\/1+a:2arctg:v—ln|a?—l—v1+x2|—l—C, x €R;

1
2) Pouzijeme substituci z = tgt, potom arctgz =t, dov = —— dt,

cos?t
1
V1422 =+/1+tg? -
cos
$arctgx tgt-t dt —/t sint g —
\/1—|—x2 T cos2t cos2t
. cost
y—t o — sint
o  cos?t ot _/ 1 g —
o= 1 v—/ sin ¢ J — 1 cost cost
cos? t cost

Prvni moznost byla lepsi, protoze integral jsme dopocitali bez pouziti substituce.
Ve druhém pripadé jsme zacali substituci, potom jsme pouzili metodu per partes

a je zapotrebi dalsi substituce k vypoctu integralu p— dt.
cos

Priklad 150. /tg5 xdx

Reseni: 'V tomto piikladu jsou mozné vsechny substituce z kapitoly 7.

1)tx—t'/ 2t \° 2dt
&y = 1 — 2 1+ ¢2




. t°
2) sinx =t: /mdt

1—12)°
3) cosx=t: —/udt

t5

4) tgx =t: /t5- dat

14 ¢2

Z praktického hlediska je nejlepsi 3. substituce. O malo horsi je 4. substituce.
Integral dopoc¢itame pravé pomoci 3. substituce.

_42\2 042 | 44
/tg5xdx:|cosx:t|:—/¥dt:—/l2t$dt:

1 2 1 1 1 1 1
S —_ = dt = — — = —Inlt|+C = -1 C,
/<t5 3 + t) n [t + 4costz  cosiz n feos | +

x € (——+/€7T, E—i—kﬂ'), ke Z.

2 2 .
23
Priiklad 151. /—da:
Va2 +1
Reseni:
1) 1. Eulerova substituce:
1—¢ 1—*—1
V2 +l=x+t = >+ 1= +22t+t* = o= o7 ,dm:§ 2 dt,
1 — t2 .
x 1 —t2—1dt_/ (1—-)"(—t*—1) o
/—x2+ 1—t2 2 t2 N 843 1 — %+ 2t? 02 N
2t
1 [ (1-#)°
e,
8 t
2) 2. Eulerova substituce:
2t 21 +17)

Vl+l=at+1 = 22+1=2*+22t+1 = z=

1 —t2’ T (1—t2)2 £,

[ [FE e,
VT 1 ()

1—t2

3 2 3
:/ 1663(1 + 1) dt:16/t—4dt;
(1—752)3‘ 2t +1 —t —t2)2 (1—t2)

1_t2 '(1




3) = =tgt, dx— dt Va2 +1=

cost

tg?t 1 sin®t
. dt = dt.
1 cos?t / costt

cost

241

332

4) Vsimneme-li si, ze integrél je typu [ f(2?) - zdz, kde f(2*) = —,
Va2 +1

pak se nabizi jednoducha substituce z? = ¢, dokonce vyhodnéjsi bude zvolit
1+22=t, 2xde =dt:

[ s [ G (i ) =3 (5 ) e

= Vi Vi+C=VE(31-1) + 0= VT (3 (P +1) - 1) 4O =

2
9
x2+1-‘”3 10, z €R.
[ |
1eVI=a?
Priklad 152. * z
\/1—x2

Resent: K vypoctu tohoto integralu lze pouzit ¢tyii odlisné postupy:
1) 2. Eulerova substituce:
2t 2(¢2 = 1)

Vi—-22=at+1 => 1-22=222+2t+1 = o= —

22
1—1—\/1—902 1_1+t2+1 2(t2 1) -1
2 52 5 dt =2 Yy 22dt;
1T—Vi—a? " (48’ 2(1+12)
1+t

2) 3. Eulerova substituce:
Vi—22=y/(1-2)1+2)=00+2)-t = 1-2)(1+2)=10+2)* =
1—¢ —4t

= l-az=0+2)t = o2=——, dv = —— dt,
(L+2) 142 (1+12)°

1— ¢

1vi-a? 1+<1+1+¢J't — 4 (1+1)2-t

2 1 —¢2 . 22dt:_4 2 22dt;
1—Vi—a? 1 )_t (142 (1—1)2(1+¢)

1
(+1+ﬁ

3) Odmocninu upravime, a tim dostaneme substituci jako v pfedchazejicim piikladu.



4) V1 —2%=|z =sint, dr = costdt| = cost

1+\/1—$2 1+ cost (1+ cost)? cost
——— -costdt =
1—\/1—x2 1 —cost (1 —cost)(1+ cost)

(1+2cost+ cos?t) - cost cost + 2cos?t + cos? t cost + cos® t
1 —cos?t sin?t sin” t
2cos® t
+2/ CO; dt = | oznaéme zkrécené| =J +27, =
sin“ ¢
7 :/COSt.JrQCOS?)tdt: / (1+Cc?822t) cost .. _ | sint=z _
sin“ ¢ sin“ ¢ costdt = dz
1+1—22 2 2 2
:/gdz:/<——1>dz:———z————Slnt
22 22 z sint
cos?t 1 —sin?t 1
= dt= | — 2 "dt = ( —1>dt:—cott—t,
J. / sin®t / sin’t / sin’t &
2
= “Snt —sint — 2cotgt — 2t + C' = ‘Sint:x, cost = V1 — a2, t:arcsinx’ =
sin
2 1— 22
:———x—2—I—2arcsin:v+C’,
x x
Z podminek 1—22>0, 1—+1—22#0 plyne x € (—1,0), z € (0, 1).

Priklad 153.

/\/372+2xd
—dx
x

Reseni: V tomto piikladu vyjmenujeme vSechny pro nés pouzitelné substituce (provedeni
ponechdme ¢tenaium). Napiseme vysledny integral a pak vybereme jednu
z moznosti k vypoctu.

1) Va?+2x=xz+1t, (1. Eulerova substituce),

/mdx_g/@—t)?

S S
o) @—t2™

2) Va2 4 2r = +/x(z+2) = xt, (3. Eulerova substituce),

/—szxmdx:_zl/(L

dt;
t2 1)



2 2
3) \/x2+2x—:m/ vt Tt

/\/332—1-233 :_4/mdt§

4 24 20 = 1)°2—-1 = 1=—
)\/m+x \/(m+) T sint’

242 1 1
/_de:_/( L +__)dt,
x sin“t sint

Jako nejjednodussi se jevi posledni integral, proto vybereme 4. moznost
k vypoctu integrélu (viz piiklad 37e)

1 1 t
/— —5— dt — ,—dtzcotgt—ln’tg—‘jLC:
sin“t sint
1 \/x2+2x
sint = —, cost =
(x+1)? z+1
1 —cost 1 — V22 +2z
cotgt = Va2 4 2z, tg co8 Tt Vit t 2
“Viteost \Vev14VZron
1 1 —va2+2
=Va2+2r—-In v v +C, x € (—o0, —2), z € (0, +00).
2 x4+ 14+Va2+22
[
N~ 2 1
Priklad 154. /—2daz
(#*+1)
Resend: Piiklad se da spocitat pouzitim piikladu 29c), kde a = 1,n = 2.
Ukazeme i dalsi moznost, a sice substituci x = tgt, pak
P+ 1=t 2t+1—L dr = —— gt
=8 ~ cos?t’ ~ cos?t
Potom
1 1 1 1 2t
/—de:/ 5 - 5 dt:/COSQtdt:/idt:
($2+1) ( 1 ) cos“t 2
cos?t
. tgt =x t = arctgx
1 2t 1 ’
b (t—i—Slr; )—i—C b (t+sint Cost)—i-C = | wint— x cost — 1 =
V1+a? V1422
1
§<arctgm+1fx2>—|—0, x € R.



3r2 + 14x

x2+2x+2)(:c2+4:c+8) d

Priklad 155. /(

Resent: Provedeme rozklad na parcidlni zlomky:

3% + 14z  Az+B N Cx+ D
(22 +20+2) (22 +4z+8) 22+220+2 22+4x+8

32?2 + 14z = (A:z:+B)(:z:2—|—4:c—|—8)—|—(Ca:+D)(:c2+2x—|—2).

Konstanty A, B, C' a D urc¢ime porovnanim koeficientu u jednotlivych mocnin =z :

» = 0= A + C

¥ = 3= 4A + B + 2C + D A=3, B=1,
' = 14= 84 + 4B + 2C + 2D = 0=-3 D=4
0 = 0= 8B + 2D

Nyni dopoé¢itdme dany integral (viz kapitolu 5):

32?2 + 14z 3r+1 3z +4
dr= | ——————dox — | ——dx =
(x2+21:+2)(352+4x+8) 2+ 22+ 2 22 +4x +8
3 2x + 2 1-3 3 2x + 4 —4 46
== | —d — dr—— | ———d - dr=
2/x2+2x+2 x+/(a:+1)2+1 . 2/x2+4:c+8 x+/(x+2)2+4 o

3 3 1 2
=3 In |2? + 22 + 2| -2 arctg (:L‘—I—l)—§ In|z® + 4z + 8|—|—2-§ arctg %%—C’, z € R.

|
2+ 3)x
Priklad 156. /Qdaﬁ
xt—1
Resent: Okamzité je videét, ze lze pouzit substituci 22 =t, 2z dx = dt.
(.TQ + 3) x o 1 t+3 dt — Integral vypocéitame piimo, viz kapitolu 5,
4 — 1 v 5 Vi2 — 1 | ostatni substituce jsou pracné.
1 2t 3 1 1 3
= dt+ = | ——=dt =~ -2vVt? =1+ - In|t t2—1 =
2.2/ = +2/ o 12V + 5 Inft+ |+C
1 3
— 5\/a(;4 -1+ §ln‘x2 +Vat 1|+ C, x € (—o0, —1), z € (1, +00).
|
2e"

Priklad 157. / x
e2r — Ger 4 18

Resent: Pouzijeme substituci e® =t, e dz = dt. Potom

2¢" 2 dt 1 1 t-3
de= [ —=% o g =9 arctg (=
/e2w—66m+18 v /t2—6t+18 /(t—3)2+9 gte 3T

e —3

= —arctg

3 +C, x € R.



Inz —1

In?x

Priklad 158. / dz

Reseni: Pouzijeme substituci Inz =t = z =€, do=e'dt:

Inz —1 t—1 t t
/#d;@:/ -etdt:/e—dt— St =
In® x t2 t t2

et et et et x
S (T S a7 _ i o=
/t ( t+/t >+C S HC= 40
z € (0,1), z € (1, +00).
=

Prvni integrél nelze spocitat,

ve druhém pouzijeme per partes.

e Vypocitejte integraly:

159 27 + sin 2z " (Névod: vyjadfete sin 2z a cos2x pomoci jednoho = a napiste integral jako soucet
’ 1+ cos2x dvou integralu, z nichz jeden se bude pocitat metodou per partes a druhy pfimo.)

ztgx + C,
ve (=3 +km, F+kn)
dx _r +L1n’—”1+cosx_\/§'+c _
160. / - (Névod: 1+cosx:t2) V1+cosz 22 V1+cosz+ V2 ’
sinz+/1+cosx z € (kr,(k+ 1)), k€Z |
dl' ,i x2+1+1]n1+7 ‘I2+1+C7
161. 3—2 212 2 T
3V +1 z € (—00, 0), z € (0, +00) |
162 3 dl‘ —m_ig};m—’_Q) Jr%arctg\/ﬁwLC,
e —1 z € (1, +00) |
163 / dx { —9vVi—_—Inz+C,
. rvV4d—Inzx z € (0,e") |
2z —1)? ]
1 C,
164. /3436——:1(13: M ra
203+ x% —x xe(foo,fl),176(*1,0),xG(O,%),mG(%,JrOO)_
311 1 (x —1)? T
165. /:L;)_Jerm [ 7+ —+In i +C,
= z € (—00,0), z€(0,1), z € (1, +00)
2 1, jz+1) 1 T
166. / xT 4d$ 1 ln’xil‘—iarctg:ﬂ—i—a
l—x z € (—00, —1), z € (=1, 1), z € (1, +00)
d Lot ]
167. / - [ il e
rt—1 z € (—oo, —1), € (~1,1), z € (1, +o0)
4 cotg® x i
168. /Cf)sﬁm da 5 O
sin” x z € (km, (k+1)m), keZ |
3z —1 3v22 +2 —Injz + Va2 + 2|+ C, |
169. ———dx
Va2 +2 z€R |
-1 _ 2 — 1
170. x dr [ V4 — x? — arcsin 5 +C,
V4 — a2 e (-22) |




171.

172.

173.

174

175.

176.

/ dx
1+ cos?z
.3

/ sm;n dr

cos? x
/ z—1

dx

(:c2 — 237) Va2 -2z

) /\/16— 922 dx

/1 — COS X
——dx
1+ cosx

/(sin x cos® z + 2sin’ x cos :U) dx

V2 V2

1 t
—arctgﬂ-l—c,
zeR

1 +cosz + C,
cos T
ze (*%Jr/mr, T 4kn), keZ
1 -

_ 07
Va2 —2x

|: x € (—00, 0), x € (2, +00)

{ 8 arcsing—x + = V16—-922 + C,

i

3 4 2
4 4
$€<—§:§>

{ 2tg§—x+0,
z € (—m+2km, 7+ 2kn), kEZ

3 3

3
[ _Los x+g sin®z + C,

zeR |



12. Reseni diferencialnich rovnic separaci proménnych

Diferencialni rovnici se separovatelnymi proménnymi nazyvame rovnici typu

y = fi(z) - faly), kde fi(x) je spojitd funkce na intervalu I, a fo(y) a fo(y) jsou
spojité funkce na intervalu Iy. Jestlize v bodé yy € I je folyr) = 0, pak funkce y(x) =1y
je konstantnim resenim dané rovnice.

Predpokladejme, ze je fo(y) # 0 pro vSechna y na podintervalech I, intervalu Iy,
potom kazdym bodem [zg, yo] € I} X I, prochézi pravé jedna maximélni integralni
kiivka nebo jedno maximdlni feseni dané diferencidlni rovnice. Bod [x¢, yo] se nazyva
pocatecni bod, resp. y(xy) = yo se nazyva pocateéni podminkou. Uloha uréit fesenf
dané rovnice splnujici pocateéni podminku se nazyva Cauchyovou tlohou.

Priklad 177. Najdéte Teseni diferencidlnich rovnic separaci proménnych a stanovte obory
existence TeSeni:
a) xy +y’ =y; b) y'tgar =y +3;

c) y = 3%, d) zydx+ 1 —22dy = 0.

Reseni: Ve vsech piikladech upravime rovnici na tzv. normalni tvar ' = fi(x) - fa(y),
zjistime obory spojitosti funkel fi(z), fo(y) a f5(y), z podminky fo(y) =0
urc¢ime konstantni feseni (pokud existuje), pak provedeme separaci proménnych
s podminkou f5(y) # 0 a nakonec zintegrujeme obé ¢dsti rovnice.

1 1
a) vy +y'=y = y'25'<y—y2>,kde fil@) ==, h) =y=v* fy) =1-2y

jsou spojité pro vSechna z # 0, y € R.

Z fo(y) =y —y* = y(1 — y) = 0 dostavame dvé konstantn{ feseni y; = 0, y, = 1.

Dale za predpokladu, ze x #0, y# 0 a y # 1, nacrtneme obory existence fesent:

yt
D, | D,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,1,}L ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Dy | D,
—————————————————b—i ———————————————————— >
Ds | Deg v

Nyni provedeme separaci a integraci:

d 1 d d 1 — d
dv y—y> y(1—vy) x

1 1 d
/(-——)dy:/% = Inl|yl—Injy—1=hlz|+IC, C>0 =

y | y | _
_1)_1n0|x| = (—y_l\ Clal.



Po vynechani absolutnich hodnot, mohou nastat tyto dva ptipady: - Cx
Y

-1
nebo Y 7= —(C'z. Napiseme je spolecné =+ (Cx a upravime:
(e Y-
y::l:Cx(y—l) = y::tC'xyZF Cx =
+Cux
= x Ty—y =y o
» . , Kzx
Oznacime-li nyni C =+K, K #0, pak y= I T kde K x # 1.
‘T_

PozNAMKA: V dalsich pifkladech po odlogaritmovani ponechdme konstantu C' s jedinym
predpokladem C' # 0.

y+3
tgx

z € (km, (k+1)m) a y€R.

b) ytgr=y+3 = ¢ =

= 1y =cotgr-(y+3) =

Konstantni feseni je y; = —3.

Je-li y # —3, pak obory existence feseni jsou:

-3
D, Dg
D,

Dlz{[ﬂf,y]EEgi—ﬂ'<I<O,y>—3},
Dy={[z,y| €Ey: —T <2 <0, y < -3},

Dy ={lz,y€eEy:0<a<m y>-3}, ...

dy dy cos T dy /cosa:
dx cotgx - (y+3) y+3 sinz . y+3 sinx .

In ’y —+ 3’ =In ‘ sin l" + In C, C>0 (viz tpravu predchazejiciho pfikladu) =
= y+3=Csinx = y=CCsinz—3.
dy

c) Yy =3¥" = =33 = S =93

V tomto ptikladé konstantni feSeni neexistuje a obor existence feseni je R x R.

dy

gzg)xda: = /3ydy:/9xd$€ =

37Y 9*

3 me 7Y 7




3V 9

1
—_ = —2.3YV=9"42C1 V=—_-9"_(C1
3 21n3+c = 3 9*4+2CIn3 = 3 29 Cln3 =

1 1
oznatme —C'-In3 = K. pak 3’y:—§9x+K = —y:log?)(K—iQI) =

1 1
=logs———, K —=9">0.
Yy Og3K_%9xa )

d) zyde++V1—22dy=0 = V1—-22dy=—-zydy =

d
—y:—L-y = ze€(-11)

dx V1-—22

Konstantni feseni je y; = 0.

Déle predpokladame, ze y # 0. Pak obory existence feseni jsou:

2. y] € (=1, 1) x (=00, 0) = Dy a [z, y] € (1, 1) x (0, +00) = D

dy x dr = /dy 1 —2x

— = ——dx -

Y V1—x2 Y \/1—952
= Ilyl=v1-22+InC, C>0 =

=

y=Ce" 1_”’52, kde plati C' >0 pro feseniv Dy a C <0 pro feseni v D;.
e Reste Cauchyovy tlohy:

Priklad 178. 3y = y*sin 2z, y(%) =—4

Reseni: Funkce fi(z) =sin2z, foly) =42, fi(y) =2y jsou spojité pro [z, y] € R x R.
Konstantni feseni diferencialni rovnice je y; = 0.
Pro y # 0 provedeme separaci:
1 2 C
Y _ sin 2z dz = / /stmdx = B
Y 2 2

y
1 0082x+C
)

fry _— :> -
2 y= cosQ:E—l—C’

Nyni pouzijeme pocateéni podminku y(%) = —4 nebo téz bod A= E, —4},

kterym musi prochézet hledana integralni kiivka:

4= 2 = (C= L = = 2 = = 1
_Cos§+C’ ) y_cos2x—% y_QCOSQx—l'

Z podminky 2cos2x — 1 # 0 zpfesnime interval existence :



1
cost;éﬁ = 2x7éj:g+2k7r = x#i%—l—kﬂ

i 3 SR
< . = .
| Yy
m om
6 6
Dostali ; E(w 57r> tos 7r€<7r 57r)
ostali jsme =z —, — ), protoze — - — ).
J 66/ P 1-\6" 6
e 4 T 5T
Maximalni feSeni je y=———"—, x € (—, —>
2cos2x — 1 6" 6
A
]
x(y? — 4
Priklad 179. ¢ = M, y(0) = —1
y(z* = 9)
Resent: Funkce y; = —2 a v, = 2 jsou konstantn{ feseni diferencidlni rovnice.

Obecné feseni existuje pro = # +3, y # 0, y # £2.

Vyftesime rovnici a pak z poc¢ateéni podminky najdeme konstantu C' a
upfesnime obor existence maximéalniho feSeni:

dy x y? —4 Y x
27 . = dy = d =
dr 2?2 —-9 Y y?—4 Yo g™

1 2y 1 Qx 1 1 1
— dy=—- | ——d = -1 2 _ 4l =21 2_9|+Z1InC. C>0
2/y2_4y 2/362_9@ SInly? — 4] = S lnfa? ~ 94+ nC,

= y-4=C(1"-9) = y¥=4+C("-9) =

y=+/4+C(a2 - 9).

Z pocatecni podminky y(0) = —1 je jasné, ze pred odmocninou vybereme znaménko
minus:

y=—\1+C@-9) = -1=—Vi-9C = O:%,

1 x?
y:—1/4+§(9€2—9) = y:—\/l—l—?.

Interval existence maximalniho feseni Cauchyovy tlohy je = € (=3, 3) a oblast
existence tohoto feseni je G = (=3, 3) x (=2, 0).

-3 0 3
O ° f‘“

|




Resenim je znamé krivka:

2 2
2 x 2 T -3 10 3
i
y +3 v -3 | )
Jde o ¢ast dolni vétve hyperboly,
ktera prochdzi bodem A = [0, —1].

1
Priklad 180. y'zlnxz =y, a)yle)=2; b) y(—> = —3.
e
Resent:
dy _ _y
dr zlnz

= x>0, v#1.

Konstantni feseni je y; = 0. Pro y # 0:

@_ dx

= = Inly|=In|hz|+InC, C>0 = y=Clnz.
Y rlnx

a) ye)=2 = 2=Clhe = (C=2 = y=2hux

Graf maximalniho feseni Cauchyovy tlohy:

y A=e,2]
Interval existence Cauchyovy tlohy

je I =(1, +o00).

— O —
o
(@]
—_

Zaveér: Maximéln{ feseni Cauchyovy tlohy: y =2Inz, =z € (1, +00).
Oblast existence Cauchyovy ulohy: G = (1, +00) x (0, +00).

1 1
b) y<—>:—3 =~ 3=Clh- = (=3 = y=3ha
e e
Graf maximalniho teseni Cauchyovy tlohy:
)
Interval existence Cauchyovy tlohy 0 xr
je 1=1(0,1). 1
0 1 A
' ra
x




Zaver:  Maximalni feSeni Cauchyovy ulohy: y =3Inz, = € (0, 1).
Oblast existence Cauchyovy tdlohy: G = (0, 1) x (—o0, 0).

2
Piiklad 181. o — ‘;y_ ;;"Z a) y(—2) = —1;  b) y(0) = 1.
Resent: p 1 1)
y  a(P+
dy _ 2" +1) +1
ir oyl =) = y#0, z#

Konstantni feSeni neexistuje.

1 2y 1 -2z 1 9 1 9 1
— dy = —— dr = -1 l|=—=In|l—- —InC, C >0
2/y2+1y 2/1—x2x ylnly” + 1= =g [l =27+ 5, !

—1.

y2+1: = y==

1 — 22 1 — 22

Nyni pouzijeme pocatecni podminky:

a) y(—2)=-1<0 iy:_’/lfﬂ_l’_l:_”%_l = (=-6,
] =6 1 = T2
v= 1 —a? v= x?2—1

7 —a?

y70 =

>0 = pro a=-2€(-00,—1)jea’—1>0 =

2 —1

7—2°>0 = |z|<V7 anynivie znizornime na ose

| 1 VT
. = = =
| x
SR , . 7 — x?
Maximalni feSeni Cauchyovy tlohy je y = —4/— T T € (—\/7 , —1).
x J—

C
b) y(0)=1>0 :>y:+\/1 ;- L 1=vC-1 = (=2,
—x
]2 | = B /14 22
y= 1 — 22 y= 1 — 22

1 2
T o0 = 1-2250 = r € (—1,1)
1 —2?
e . . 14 a2
Maximalni feSeni Cauchyovy tlohy je y = T—2 ° €(—1,1).
—x



2 —x+1

Piiklad 182. y = =

2oy YO=0

Reseni: Tato rovnice jako vSechny rovnice typu ¢ = f(x) nemd konstantni feSeni.

?-r-2=(@x-2)@x+1) = z#-1, z#2

2 —x+1 22— —-2+3 3
Y / v / g2 /( +(:L‘—2)(ac—|—1)> *

) (f”_?)g(a?"‘l):a?iQ_x—lkl ‘:/<1+xi2—mi1)d:ﬁ:

=x+Injz—-2/-Injz+1]+C,

-2
i ‘+C,
rx+1

y0)=0 = 0=mh24+C = C=-In2

y:x—l—ln‘

—2
Maximalni feseni Cauchyovy ulohy je y = x + ln‘ a n 1‘ —In2, ze€(-1,2).
o ]
Priklad 183. 3 = cos®x — sm2m , y(m)=0
cos?
Reseni: cosx #0 = x# g + km,
y:/(cos2x— Sinx)dx:/1+0082mda:+/_Sinxdx:
cos? 2 cos? x
1 sin 2z 1
- - _ C,
2 <x+ 2 ) cos T +
y(m) =0 = o:g+1+c = C:—g—l,
O o . =
I B
Maximalni feseni Cauchyovy ulohy:
1( n sin2x> 1 m 1 c <7r 37r>
=—(x — - —— x - —).
Y73 2 cosz 2 2" 2
|

Priklad 184. Urcete kiivku prochazejici bodem A = [2, 5], jestlize smérnice tecny v libo-
volném bodé kiivky je rovna ¢tyfnasobku podilu z-ové a y-ové souradnice

bodu dotyku.

Reseni: Vime, ze smérnice tecny ke kfivce v libovolném bodé je rovna hodnoté derivace

v tomto bodé. Podle zadani y' = k; = 4 L Dostali jsme velmi jednoduchou
Y



diferencialni rovnici, kterou snadno vytesime:

d
_y:4£,y7é0 = /ydy:él/xdx = L9y
dx Y 2

= y2:4x2+0 = y=*V4r2+C.

Nyni pouzijeme bod A =1[2,5] = y(2)=>5.

Jelikoz je ya =5>0,pak y=+vV422+C = 5=/164+C = C=09.

Maximélni feseni je y = +v4x2+9, 1z € (—o0,+00).

Tento vztah upravime a nakreslime graf fesent:
y=vV422+9 = ¢ =42>+9 =
2 2
2 2 Y dx
= 42" =9 =» ———=1.
Y 9 9

Obdrzeli jsme horni vétev hyperboly.

Priklad 185. Rychlost ochlazovani libovolného télesa na vzduchu je primo imeérna rozdilu
teploty télesa a teploty vzduchu. Reste tuto tlohu: je-li teplota vzduchu
20°C a téleso se za 20 minut ochladilo ze 100°C na 60°C, za jak dlouho se
téleso ochladi na 30°C?

Resend: Oznacéme teplotu télesa v zavislosti na ¢ase y(t). Rychlost zmény teploty bude

d
LN podle tlohy sestavime diferencialni rovnici:

dt

dy _

i k(y —20), kde k je konstanta imérnosti a 20 je teplota vzduchu.

Rovnici vyfesime obecné:

W__pa = / dy :k:/dt = Inly—20|=kt+InC, C>0 =
y—20 y — 20

= y—20=Cc" = yt)=20+Cc".
Nyni pouzijeme dané podminky:

1) to=0minut = yo = 100°C,
2) t; =20minut = y; = 60°C,
3) ty =7 =y = 30°C.

Dosazenim prvnich dvou vztahu urc¢ime konstanty £ a C':
1) 100=20+C = (=280,
1
2) 60=204+80e"% = 80 =40 = = 5 = 220k=-lh2 =



In2

k= 30 Tim jsme dostali teplotu y jako funkei ¢asu ¢t :  y(t) = 20 + 80 e 5 .
Zbyvéa dopocitat, za jak dlouho bude teplota 30°C.
_In2, _In2, 1 In2
3) 30=20+80e 2 = e 20 =3 = —%t:—lné% =
In8& 3In2 .
= t=—-20= -20 = ty =3-20 = 60minut.
In2 In2

Téleso se ochladi na 30°C za 1 hodinu.

Priklad 186. Motorovd lod se pohybuje v klidné vodé rychlosti 10 km/h. V plné rychlosti
byl vypnut motor. Za 20 sekund rychlost lodi klesla na 6 km/h. Vypocitejte
jeji rychlost za 2 minuty po vypnuti motoru, vite-li, ze odpor vody je primo
umeérny rychlosti lodi.

8 dv
Reseni: Oznacime rychlost v a ¢as t, pak — = kv, kde k je konstanta iimérnosti.

dt
Rovnici vyfesime:
dv kt
—=kdt = Infpl=kt+InC, C>0 = o(t)=Ce".
v
Nyni zapiSeme a pouzijeme pocateéni podminky:

1) ty=0hodin = vy=10km/h,

1
hodin = — hodiny = v; = 6km/h,

9
9) +, = 20sekund —
)t =20sekund = o0 180

1
3) ty = 2minuty = 0 hodin = vy, =7

Dosadime a dokoncéime:

T F o3 - k:180-1n§ =

180 5
180-t-In 2 3 )
= v(t) =10e 5, kde lng:—lng<0,
| s , 3\6 10-729
3) vy = (—) —10.e80FMmE — 10682 — 1. (—) - — 0,466 km /h.
) =l eomrEe 5 15625 m/

Za 2 minuty po vypnuti motoru se lod pohybuje rychlost{ 0,466 km /h.

Priklad 187. Urcete funkci f a ncrtnéte jeji graf, je-li dana smérnice k tecny ke grafu
funkce f a bod A, kterym graf funkce f prochazi:

T 1 1 x

k= ——, A=1[4,6]; b)) k= —— =|—=. =

a) —— A= W6k b k=15 [ 2 8}’
C)k‘:%’ A:[()’Q}

9—2x



Reseni: Oznacme y = f(z), pak k= f'(z) = v/
, x x 1 2z
SR BRI e L Y v
Obecné feseni je y(z) = Va2 +9+ C.
Konstantu C' uréime z podminky A =1[4,6] — y(4)=6:
6=vV16+9+C = C=1 = y=vV22+9+1, zeR.

Reseni upravime a urcime o jakou kiivku se jedna:

der =vVa22+9+C.

y—1=va22+9 = (y—-1>*=22+9 = (y—12?—-22=0.

Obdrzeli jsme rovnici rovnoosé hyperboly
se sttedem v bodé S =[0,1] a s ohnisky
na ose y. Grafem teseni y =22+ 9+1
je horni vétev hyperboly.

1 1 1 1
b) y/y=—— = = dr = | ————dx = — arctg?2 C.
) v 12 11 Y /4:v2—|—1 x /(2:75)2+1 x 2arcg r +

1
Obecné teseni je y(z) = 3 arctg 2z + C.

1 = 1 s
Z A= [__ _} (__) T |
bodu 5> 3 = vy 5 2 spocitame C'

T 1 ™ 1w T
—=—arctg(-1)+C = C=—-+--— = (C=-.
g gD+ 321 1
1
Maximalni feseni Cauchyovy tlohy je y = 3 arctg 2x + %, x € R.
)

-

, x x 1/ —2x
C = — = | ——de=— | ——=dex =—VI—22+C
) v V9 — 22 Y /\/9—1‘2 2/ V9 — 2?2

s podminkou existence feSeni z € (—3, 3).
Obecné feseni je y(r) = —v9 — 22+ C.
A=100,2] = y(0)=2: 2=-V94+C = C=5.

T
2
Graf maximalniho feseni: //
4
T
0

=



Hledana funkee je y(z) = —vV9 — 22+ 5, z € (=3, 3).

Uréime o jakou kfivku jde a nacrtneme jeji graf:

y—5=—vV9—-12 = (y—5°=9-2* = 2*+(y—57>=0.

Dostali jsme rovnici kruznice se sttedem S = [0,5] a polomérem r = 3. Grafem

maximalniho feseni je dolni polovina kruznice.

e Najdéte teSeni diferencidlnich rovnic se separovatelnymi proménnymi a sta-
novte jejich intervaly existence:

188. 2%y —y+10=0

[ konstantni feseni je y = 10,

y= 10+Ce s, z € (=00,0), z € (0, +00)

189. %/ =1—4x [y =3z —622+C, v € R]

konstantni feSeni: y =1ay = —1,
190. /1 —y?de — V2 2dy =10
yox Ty |:y—sin(1n|x+\/24r3v2|+C)7 reR

e Reste Cauchyovy tlohy:

191. (v +1)de+ (¢* — 2z)ydy =0, y(1) = -2 [y—\/ﬁ

1 1
192. ¢ =y’tgx, y(r) = —3 [yz Injeosa] =3 © € (

T+ 2 T
193. y/:y'm, y(0>:7 {y:\/7(m2+4x+7),x€]1§_

re(39)

331)
27 2

194. Va2 — 9y' =y + 2, y(5) =16 [y:2(z+\/x2—9) -2, z€ (3,—|—oo)]
2
- Yy 4 B z
195 v = Shvay VW=7 = T # € 0
s
196. o =tgx + cotgw, y(z) =0 [y:ln(tgx), T € (Og)]

197. ¢ =xv4 —22, y(0) = -3 {y: —é ((4—362)\/4—2:2—1—1), x

€ (-2, 2)}



e Urcete funkci f a nacrtnéte jeji graf, jestlize graf funkce ma v libovolném bodé
danou smérnici k£ a prochézi danym bodem A:

198. k=xze" ' A=10,¢/2]

199. k= ———, A=[0,0]

201 k=, A=[2 2v/3 + 1]




13. Ukazky pisemnych testi

. TEST

. Urcete matici X spliujici maticovou rovnici
1 2 1 1 11 1
X = :
-2 -3 0 -2 —18 -2

1
. Je-li dana funkce y = 2z + —, urcete:
x

a) defini¢ni obor a limity v krajnich bodech defini¢niho oboru;
b) intervaly ryzi monoténnosti;

c¢) lokélni extrémy funkce f(z).

. Vypocitejte integral

/ (0082 x + sin® z cos x) dzx.

. a) Napiste Frobeniovu vétu pro feseni nehomogenni linedrni soustavy rovnic.

b) Proved'te diskuzi fesen{ soustavy v zavislosti na parametru k :

r 4+ 2y — 3z = 7
2c — y — 4z = 10 .
-z + 3y + 2z = k

c) Urcete Feseni soustavy z bodu b), je-li k = 5.

. a) Formulujte 1"Hospitalovo pravidlo (véetné predpokladit).
b) Vypocitejte:
arctg x

. 1 :
lim z - ez, lim )
z—0t+ T—+400 T

. Reste Cauchyovu tlohu a napiste interval existence maximalniho feseni:

1 1
/
Y x3 — 2’ y(?)



RESENT:

Priklad 1. Rovnici napiseme ve zkraceném zapisu A X B = C| ze kterého vyjadiime
matici X, kde

12 11 11
(e n) (o) e )
2 -3 0 —2 —18 -2

Protoze matice A, B jsou regularni, existuji matice inverzni.
AXB=C = A'AXB=A"'C = XB=A"'C =
= XBB'=A"'CB' = X=A"'CB™"

1

TN
()10
x- () () ) (20) !
X1 (12)-(11)

Nyni spocitdme matice A1

a
1
detAzl = A_IZI(
1
—2

detB=-2 = B !'=

(b )

n
Priklad 2.
a) Defini¢n{ obor: z € (—oo, 0) U (0, +00);
funkce je lichd, protoze f(—z) = f(z);
1
1 = lim (204 2) = +oo;
wffooﬂ = et y) = e
1
I — lim (20 + —) = +o0;
Protoze je funkce lichd, je lim f(z) = —oo, lim f(x) = —o0;
T—r—00 r—0~
1 >0 > 1 > 1 > 1
b) fl(z)=2-— <0 & 2 < = & < s < —
) f(._'lf) 2 . S 2 X =5 |ZE| =~ \/57

1 1
f(z) je rostouci pro x € (—oo, ——> apro x € <—, +oo),
f( ) j 1 jici < <——1 O) < (0 1 >
x) je klesajici pro =z , a pro x , — )

1 1 1
c) ]”(iE) =0 = body z;= —E a Ty = E jsou staciondrni.



Z chovani funkce zleva a zprava kolem x; a x, zjistime, ze

1 1
v bodé z; = —E nastava lokalni maximum M; = [_E’ —2\/5],
1
kde f(——) — 232,

. 2v3),

kde f(%) = 2V2.

(\V]

v bodé xy, = nastava lokalni minimum M, = [

1 1
V2 V2

Lokélni extrémy jsme mohli téZ zpresnit i podle znaménka druhé derivace:

2 1 1
F(z) = - s f”(_ﬁ> <0 = M= [—E, —2\/5} je lokdlnim maximem,

1 1
"N—=)>0 = M= [—, 2\/5} je lokalnim minimem.

sinx =t

cosx dr = dt

Priklad 3. / (C082 x + sin® x cos x) de = /COS2 T da:—l—/ sin® z cos x dx =

4

1 + cos 2z 1 sin 2x t4 1 sin2x sin"x
S t3dt:—< ) Lyo== c
/ 5 $+/ 5 T+ 5 +4+ Qx—i— 1 + 1 + C,

z € R.
n

Priklad 4.

a) Veéta Frobeniova: Je ddna soustava m linedrnich rovnic o n neznamych

a1y +  aipre +...+  apxT, = b
Am1T1 + Qa2 + ...+ QppTy = bm
Uzijeme-li oznacenti:
alr ... Qip 5] bl
A= o X=|: |, B=: |.
Am1 - -- Qmn Tp bn

jediné feseni, prave kdyz h(A) = h(A|B) = n,

ksoustava A X = B mi (
bak soustava %\ nekonetns mnoho feseni, pravé kdyz h(A) = h(A|B) < n.

Je-li h(A) # h(A|B), pak soustava nemd feseni.

1 2 =3 7 1 2 =3 7 1 2 =3 7

b) 2 -1 =4 |10 |~ 0 =5 2 —4 |~ 0 =5 2 —4

-1 3 1 k 0 5 =2 | k+7 0 0 0 |k+3
Soustava pro zadné k nemuze mit jediné feSeni, pro kK = —3 ma nekonec¢né mnoho feseni

a pro k # —3 nem4 teseni.

c) k=5# —3 = soustava nemd feseni.



Priklad 5.
a) L’Hospitalovo pravidlo: Necht limity lim f(z) a lim g(x), ¢ € R* jsou bud obé nulové
Tr—rcC Tr—rc

nebo nevlastni. Necht existuji derivace f’(z), ¢'(x) v okoli bodu c¢. Potom plati

tim L) _ iy )

T—c g(x) oI5 g’(x) ’

jestlize limita vpravo existuje. Totéz plati pro limity zleva nebo zprava.

1 1 1
. 1 . ez UVH . €z - (—3 . 1
b) lim z-e= = [0-00] = lim T:|@|: lim #: lim ez = 4o00;
z—0+ =0+ = o z—0+ —= z—0+
xT X
T
. arctgx )
lim = lim 2 _ 0
T—00 x T—00 I
[

1
Priklad 6. y:/ﬁdaz, x#0, x#1,
P —x

=

T +x—1

w3 — a2 22(zx—1)

1 1 A B C
=—+

Az(z — 1)+ B(x — 1) + Cz* =1,

2 = A + C=0
= —-A + B =0 = B=-1 A=-1C=1,
¥ = -B =1
-1 1 1 1 1 -1
y:/(———2+ )da::—ln|x|—i——+ln|x—1|+0:——|—ln‘x ‘+C’,
x T r—1 x x x
1 1
y(—):2 2=2+In|=2|+C = C=0,
’ 2!
0
1 r—1
— = 1‘ € (0,1
yw) = +ml" 2| e ) ]



. TEST

r=2+t
. Pifmkou p:{ y=—1+2t vedterovinu ¢ kolmouk roviné o : 3z—y+22—7=0.
z=3—-41
. (=t +1 . .
. a) Overte, ze rovnicemi 2 t € (0, +00) je parametricky definovana
y=1uv —

funkce y = f(x). Urcete jeji definicéni obor D(f).

d
b) Urcete d_y v bode A=[2,7].

T
c) Napiste rovnici tecny ke grafu funkce f(z) v bodé A.

T+ 7

212 -3 -y, y(0) =5 a urcete definiéni obor

. Reste Cauchyovu tlohu ¢’ =
nalezeného teseni.

. a) Napiste Cramerovo pravidlo pro feseni linedrni soustavy A X = B.
b) Vyfeste danou soustavu Cramerovym pravidlem:
T + 2y + 3z =
2 — y — z = 1.
r + 3y + z = =2

. a) Overte predpoklady Newtonovy metody pro piiblizné reseni rovnice e* —x —3 =0
na intervalu (1, 2).

b) Zvolte pocatecni aproximaci xg a vypocitejte nasledujici aproximaci ;.

. a) Spocitejte integral /\/ 16 — 22 dx.

b) Uved'te existenéni obor daného integrélu.

c) Napiste vétu o substituci v neur¢itém integralu, kterou jste pouzili.



RESENT:

Priklad 1.

r=2+1
Z parametrickych rovnic piimky p: ¢ y=—-1+2t & (z,y,2) =[2,—1,3]+t (1,2, —4),
z=3—-4

precteme souradnice bodu A = [2, —1, 3] asoufadnice smérového vektoru §'= (1, 2, —4).
Z rovnice roviny o : 3x —y + 2z — 7 = 0 pfecteme souradnice normalového vektoru
e = (3, —1, 2). Rovina g prochazi bodem A a je rovnobézna s vektory § a fi,. Oznac¢me

. , . = - S Py (o
M = [z, y, z] libovolny bod roviny p. Potom vektory AM, 7i, a § musi byt komplanarni
(linedrné zavislé), coz zapiseme pomoci smiseného souc¢inu AM - (7, X §) = 0. Nyni vse
provedeme v souradnicich:

s p
—
4 = AM =(x—-2,y+1,2—-3) =
T r—2 y+1 2-3
1 2 —4

Az =242 +1)+6(z—3)+(z—-3) -4z —2)+12(y+1)=0 =

M4y+1)+7(z—3)=0 = 2y+2z—-1=0.

Hledand rovina p: 2y 4+ 2z — 1 = 0 je rovnobézna s osou z.

Priklad 2.
a) & = 2t > 0 pro v8echna t € (0, +00). Tim jsme ovéfili, Ze danymi rovnicemi je
definovéna jedind funkce y = f(x).

c (07 —f-OO) z(t) roste c (17 +OO) _ D(f)
b)
{x:t2+1 2=1"+1 = t4=1¢€ (0, +o0)

y=t>—t ' A=[27 {y(l):O:>A:[2,0] ;

dy § 2t—1 1
/ = —— = — = = —
G T ‘A 9’
. 1
) tetna:y —ya = f'(A)- (z —za) = y:§($—2)
]

x+7 dy x+7
Priklad 3. = —— -
reva Y= ior—3 / /x2+2x— de,

z+7 T+ 7

— = 1, -3,
242 -3 (z+3)(x—1) a:+3+x—1 v#L e



x+7=A(x—1)+ B(x + 3),

r=1 = 8 =4B = B=2
r=-3 = 4=—4A = A=-1"

Integraly dopocitame:

d -1 2
/?y:/( +—"2)dr = Ifyl=—lnje+3[+2ml—1[+nC, C>0 =

z+3 x-—1
C(x —1)? C
= =— 0)=56 = 5H=— = (=15
Y — T3 y(0) 3 ,
_15(x—1)°

Resen{ Cauchyovy tlohy je vy = , € (=3, 1).

r+3

Priklad 4.
a) Cramerovo pravidlo: Je-li matice A reguldrni (¢tvercovd s nenulovym determinantem),

A,
KZ’ kde

A =det A a A, je determinant matice, ktera vznikne z matice A vyménnou i-tého
sloupce za sloupec pravych stran, tj. za sloupcovou matici B.

pak soustava A X = B ma4 jediné feSeni a jednotlivé neznamé jsou x; =

b)
r + 2y + 3z = 6
2t — y — 2z = 1 =
r + 3y + 2z = =2
1 2 3
A=|2 -1 -1 |=-1-2+18+3+3—-4=17,
1 3 1
6 2 3
A,=| 1 -1 -1 |=-64+4+9-6+18—2=17,
-2 3 1
6 3
Ay=12 1 -1|=1-6-12-3-2-12=-34,
-2 1
2 6
A,=12 -1 1|=24+2+36+6—-3+8=051,
3 -2
S N
TTA T YT AT T T AT



Priklad 5.

a) Plati-li predpoklady:
1) funkce ma v intervalu (a, by druhou derivaci f”(z), kterd zde neméni znaménko,
2) f'(x)#0 a f"(x)+# 0 pro vsechna z € (a, b),
3) fla)- f(b) <O,
potom rovnice f(z) =0 mé v intervalu (a, b) préavé jeden koten &.
Zvolime-li po¢atecni aproximaci zg € {a, b}, tak aby f(xq) - f”(zo) > 0, pak

f'(xo)

a posloupnost {x,} konverguje ke .

T1 = Xo — , obecné z,.1 =z, —

Nyni ovéfime vSechny podminky 1), 2) a 3):
1) f(z)=¢e"—ax—-3, fl(r) =¢"—1, f"(z) =¢" > 0 pro vSechna z € (1, 2),
2) f'(r) =e*—1%#0 provsechna z € (1, 2),
3) f()=e—1-3<0, f(2)=e*—2-3=T387—5>0.

b) xo =2, protoze f(2)-f"(2)>0,

f2) ., 2387

=220 20373 =162T.
F(2) 6.387

$1:2—

Priklad 6.

x it
— =sin
4

a) /de:/MH— (§>2dx: 1_ <£>2:cost :16/cos2tdt:
4

dr =4 cost - dt

1 2t in 2t
:16/—“:%&:8(25—1—8”; )—l—C’zS(t—l—sint‘cost)—i-C': ‘t:arcsinz‘

2
=38 (arcsin%—i—%“l— <Z) >+C:8arcsin%+g\/16—x2+0;

b) 16—2>>0 = € (—4,4);

¢) Véta o substituci. Integral [ f(z)dx lze upravit substituci x = g(t), jestlize:
1) g(t) je diferencovatelnd a ryze monoténni na intervalu J,
2) ¢(t) zobrazuje interval J na interval I,
3) f(x) je definovand na I a ma primitivni funkci na 1.

Potom

[ty = [ #(a0) - g0 ae.



. TEST

. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

=(31)

. Stanovte globdlni extrémy funkce f(x) = 2® —42* +4x +10, =z € (0, 3).

. Urcete funkei f(x), vite-li ze jeji graf prochdzi bodem A = [0, 3] a smérnice tecny
v libolném bodé ma vyjadient:

r+1

[
2+ 1

. a) Napiste obecny tvar homogenni soustavy m linedrnich algebraickych rovnic
pro n neznamych.
b) Jaka je dimenze vektorového prostoru, ktery je tvofen vemi fesenimi této
soustavy?
c) Vyfeste soustavu
1 + 229 — w3 + x4 = 0

3!E1+4[L‘2+ZL‘3+J]4:O.
ry + x2 + a3 =0

. a) Napiste Tayloruv polynom n -tého stupné T,,(x) v bodé xo.

b) Stanovte Ty(z) funkce f(z)=axe* v bodé zy=0.

. a) Vypocitejte /xarctg:r;dx.

b) Napiste vétu, kterou jste pouzili pii vypoctu daného integralu.



RESENT:

; 2 3
Prtklad 1. @#0, Al =M = = A" =
-2 1 (%) (5)

2-MN1-X)—-6=0 = N-3A-4=0 = \—-4)AN+1)=0.

2 3
A1:42—2U1—3U2:0 = U2:—§U1 = ﬁ:< >t, tER\{O},

1
A=—1:30—-30,=0 = vy=1vy = U:(l)'s, s € R~ {0},
Aud=4u, AvU=-1.
Vlastni ¢isla jsou 4 a —1 a jim odpovidaji vlastni vektory @ a v.

Priklad 2. f(r) =2 — 42 + 42 +10, z € (0, 3).

1) Stanovime stacionarni body dané funkce

2
8+ /064 —-48 8+4
f/(x):3.7}2—8x+4:0 = .Z'LQ: 6 = 6 — < 2
3

Jelikoz x1 a xo patif do intervalu (0, 3), spoc¢itame funkéni hodnoty ve staciondrnich
bodech:

@ =s-16+8410=10 a £(3) = () 1 (2) va 2= -0’

2) Urcéime funkéni hodnoty v krajnich bodech daného intervalu:

F(0) =10, f(3)=27—36+12+10=13.

GlobAlni maximum = max{ £(2), f(%) £(0), f(3)} — £(3) = 13,

3

globalni minimum = min{f(2)7 f(§>, £(0), f(S)} = f(0) = f(2) = 10.

Priklad 3. Vime, ze smérnice tecny v libovolném bodé je k= f'(x) =

N o) — r+1 1
fle) = 2 +1 - J@) \/(L‘2 \/x2 /\/932

~————+hnjz+Va?+1|+C=vVa2+1+Injr+ Va2 + 1]+ C.



Konstantu C uréime z podminky f(0) = 3, takze kfivka prochazi bodem A =0, 3]:

3J=1+lmn1+C = CC=2.
Hledand funkce je f(z) =vVa?+1+In|lz+vVa?+1|/+2, ze€R.

Priklad 4.

a) Homogenni soustava ma nasledujici zépis:

anlry + a1 +...+ Aipnly = 0
a1ry -+ a99x9 +...+ aopxT, = 0
Am1T1 + GmoTs +...+ aunr, = 0

nebo v maticovém tvaru: A - X =0, kde

b) Vektorovy prostor vSech feseni mé dimenzi n — h(A).

c) T + 29 — w3 + x4 = 0 =
3r1 + 4r9 4+ 23 + x4 = 0
Ty + Ty + x3 =0
1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1
34 11 |~10 -2 4 -21]~]10-1 2 -1 =
11 10 0o -1 2 -1 0o -1 2 -1

T + 219 — w3 + 14

zvolime x3 =p a x4 = q,
—ZTo -+ 25(73 — X4

pak xo=2p—¢q, x;= —3p+q. Tedy feSeni je

- “3p 4+ g 3 1
o 5 4

Sl L Dt .q. kde p, g €R.

3 p 1 0

Ty q 0 1
Priklad 5. / ) .

. x T " (x "

W) @)= fao) + P (o gy T (o gy T (e,



pouzijeme zndmy polynom

2 3

. x x
b) f(r)=x-e = 2 (e D) 2
emil-l—m-l—?—kgvbodéxO:O 2 6
2  axt
=z +2°+ — + — =Ty().
2 6
[ ]
Priklad 6. /
a X arc xTrar = = — . arc T — — - dr =
& N T2 YT ) Tiva?
1+ a2 2
2 1 1 2 1
:%.arctgg;_§/<1_1+x2)da¢:%~arctgm—g+§arctg:€+0, r € R.

b) Pouzili jsme vétu o integraci per partes.

Maji-li funkce u(z) a wv(x) spojité derivace

v intervalu I, potom na tomto intervalu plati
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