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2. Integrace užit́ım základńıch vzorc̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
3. Substitučńı metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
4. Integrace metodou per partes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

5. Integrály typu
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1. Tabulka základńıch integrál̊u

(1)

∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ C, α ∈ Rr {−1}

(2)

∫
1

x
dx = ln |x|+ C

(3)

∫
sinx dx = − cosx+ C

(5)

∫
1

cos2 x
dx = tgx+ C

(7)

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1

(4)

∫
cosx dx = sinx+ C

(6)

∫
1

sin2 x
dx = −cotgx+ C

(8)

∫
ex dx = ex + C

(9)

∫
1

1 + x2
dx = arctgx+ C1 = −arccotgx+ C2

(10)

∫
1√

1− x2
dx = arcsinx+ C1 = −arccosx+ C2

(11)

∫
1√

x2 ± a2
dx = ln |x+

√
x2 ± a2|+ C

Daľśı vzorce patř́ı k tzv. ”rozš́ı̌rené”tabulce:

(12)

∫
sin ax dx = −cos ax

a
+ C (13)

∫
cos ax dx =

sin ax

a
+ C

(14)

∫
eax dx =

eax

a
+ C

(15)

∫
1

a2 + x2
dx =

1

a
arctg

x

a
+ C

(16)

∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

x

a
+ C

(17)

∫
1

a2 − x2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C, resp.

∫
1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+C
(18)

∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C

(19)

∫
fα(x) · f ′(x) dx =

fα+1(x)

α + 1
+ C, α ∈ Rr {−1}

2



2. Integrace užit́ım základńıch vzorc̊u

• Vypočtěte dané integrály použit́ım tabulkových integrál̊u:

Př́ıklad 1.

∫
(3x2 − 16x+ 10) dx

Řešeńı:

∫
(3x2 − 16x+ 10) dx = 3

∫
x2 dx− 16

∫
x dx+ 10

∫
dx =

=
∣∣∣použijeme vzorec

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C

∣∣∣= 3 · x
3

3
−16 · x

2

2
+10x+C = x3−8x2+10x+C,

x ∈ R.

Př́ıklad 2. J =

∫ (
1

x
√
x

+ 4 3
√
x− 2√

x
+

5

x3

)
dx

Řešeńı: Integrál naṕı̌seme jako součet jednotlivých integrál̊u a současně každý integrál
naṕı̌seme ve tvaru

∫
xn dx:

J =

∫
x−

3
2 dx+4

∫
x

1
3 dx−2

∫
x−

1
2 dx+5

∫
x−3 dx =

x−
1
2

−1
2

+4· x
4
3

4
3

−2· x
1
2

1
2

−5· x
−2

−2
+C =

=− 2√
x

+ 3x 3
√
x− 4

√
x+

5

2x2
+ C, x ∈ (0,∞).

Př́ıklad 3. J =

∫ (
yπ +

1

ye
+

4√
y3

)
dy

Řešeńı: J =

∫
yπ dy +

∫
y−e dy + 4

∫
y−

3
2 dy =

yπ+1

π + 1
+
y−e+1

1− e
+ 4

y−
3
2
+1

−3
2

+ 1
+ C =

=
yπ+1

π + 1
− 1

(e− 1) ye−1
− 8
√
y

+ C, y ∈ (0,∞).

Př́ıklad 4.

∫ √
x3 + 1√
x+ 1

dx

Řešeńı:

∫ (√
x
)3

+ 1
√
x+ 1

dx = |použijeme vzorec a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2), kde a =
√
x, b = 1| =

=

∫ (√
x+ 1

)(
x−
√
x+ 1

)
√
x+ 1

dx =

∫ (
x−
√
x+ 1

)
dx = |integrujeme člen po členu | =
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=
x2

2
− 2x

3
2

3
+ x+ C =

x2

2
− 2

3
x
√
x+ x+ C, x ∈ 〈0,∞).

Př́ıklad 5.

∫
(2− z)3

z
dz

Řešeńı:

∫
(2− z)3

z
dz = | rozeṕı̌seme třet́ı mocninu a potom vyděĺıme čitatel (člen po členu) jmenovatelem| =

=

∫
8− 12z + 6z2 − z3

z
dz =

∫ (
8

z
− 12 + 6z − z2

)
dz =

= 8 ln |z| − 12z + 3z2 − z3

3
+ C, z ∈ (−∞, 0), z ∈ (0,∞).

Př́ıklad 6.

∫
1

x2
(
1 + x2

) dx
Řešeńı: Integrál neńı tabulkový, proto nejdř́ıve provedeme vhodnou úpravu. V čitateli

přičteme a odečteme x2 a potom zlomek naṕı̌seme jako součet dvou zlomk̊u.∫
1

x2
(
1 + x2

) dx =

∫
1 +x2 − x2

x2
(
1 + x2

) dx =

∫ (
1 + x2

x2
(
1 + x2

) − x2

x2
(
1 + x2

)) dx =

=

∫
1

x2
dx−

∫
1

1 + x2
dx =

∫
x−2 dx−

∫
1

1 + x2
dx =

x−1

−1
− arctgx+ C =

= −1

x
− arctgx+ C, x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0,∞).

Př́ıklad 7.

∫
x4

x2 + 1
dx

Řešeńı:

∫
x4

x2 + 1
dx =

∫
x4 − 1 + 1

x2 + 1
dx =

∫ (
x4 − 1

x2 + 1
+

1

x2 + 1

)
dx =

=

∫ ((
x2 − 1

)(
x2 + 1

)
x2 + 1

+
1

x2 + 1

)
dx =

∫ (
x2 − 1 +

1

x2 + 1

)
dx =

=
x3

3
− x+ arctgx+ C, x ∈ R.

Př́ıklad 8.

∫ (
2x + 3x

)2
dx

Řešeńı: Integrovaný výraz umocńıme a pak člen po členu integrujeme podle vzorce∫
ax dx =

ax

ln a
+ C :
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∫ (
2x + 3x

)2
dx =

∫ (
2x · 2x + 2 · 2x · 3x + 3x · 3x

)
dx =

∫ (
4x + 2 · 6x + 9x

)
dx =

=
4x

ln 4
+ 2

6x

ln 6
+

9x

ln 9
+ C, x ∈ R.

Př́ıklad 9.

∫
2x+1 − 5x−1

10x
dx

Řešeńı: Použijeme úpravy: 2x+1 = 2 · 2x, 5x−1 =
1

5
· 5x a 10x = (2 · 5)x = 2x · 5x. Potom∫

2x+1 − 5x−1

10x
dx =

∫
2 · 2x − 1

5
5x

2x · 5x
dx =

∫ (
2

5x
− 1

5
· 1

2x

)
dx =

=

∫ (
2 ·
(1

5

)x
− 1

5

(1

2

)x)
dx = 2 ·

(
1
5

)x
ln 1

5

− 1

5

(
1
2

)x
ln 1

2

=
2

− ln 5

(1

5

)x
+

1

5

1

ln 2

(1

2

)x
=

=
−2

5x ln 5
+

1

2x 5 ln 2
+ C, x ∈ R.

Př́ıklad 10.

∫
tg2 x dx

Řešeńı:

∫
tg2 x dx =

∫
sin2 x

cos2 x
dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx =

= tgx− x+ C, x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 11.

∫
cos 2x

sinx+ cosx
dx

Řešeńı:

∫
cos 2x

sinx+ cosx
dx =

∫
cos2 x− sin2 x

sinx+ cosx
dx =

∫
(cosx+ sinx)(cosx− sinx)

sinx+ cosx
dx =

=

∫
(cosx− sinx) dx = sinx+ cosx+ C,

sinx+ cosx 6= 0 ⇒ x 6= −π
4

+ kπ ⇒ x ∈
(
−π

4
+ kπ,

3

4
π + kπ

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 12.

∫
1

sin2 x cos2 x
dx

Řešeńı:

∫
1

sin2 x cos2 x
dx = | použijeme: 1 = sin2 x+ cos2 x | =

∫
sin2 x+ cos2 x

sin2 x cos2 x
dx =

=

∫ (
sin2 x

sin2 x cos2 x
+

cos2 x

sin2 x cos2 x

)
dx =

∫ (
1

cos2 x
+

1

sin2 x

)
dx = tgx−cotgx+C,

x 6= k
π

2
→ x ∈

(
k
π

2
, (k + 1)

π

2

)
, k ∈ Z.
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Př́ıklad 13.

∫
sin2 x

2
dx

Řešeńı:

∫
sin2 x

2
dx =

∣∣∣ použijeme vzorec: sin2 x

2
=

1− cosx

2

∣∣∣= ∫ 1− cosx

2
dx =

=
1

2

∫
(1− cosx) dx =

1

2
(x− sinx) + C, x ∈ R

Př́ıklad 14.

∫
(1 + cotg2x) dx

Řešeńı:

∫
(1 + cotg2x) dx =

∫ (
1 +

cos2 x

sin2 x

)
dx =

∫
sin2 x+ cos2 x

sin2 x
dx =

∫
1

sin2 x
dx =

= −cotgx+ C, x 6= kπ ⇒ x ∈
(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 15.

∫ √
1 + x2 +

√
1− x2√

1− x4
dx

Řešeńı:

∫ √
1 + x2 +

√
1− x2√

1− x4
dx =

∫ √
1 + x2 +

√
1− x2√

(1 + x2)(1− x2)
dx =

=

∫ ( √
1 + x2√

(1 + x2)(1− x2)
+

√
1− x2√

(1 + x2)(1− x2)

)
dx =

∫
dx√

1− x2
+

∫
dx√

1 + x2
=

= arcsinx+ ln
∣∣∣x+

√
x2 + 1

∣∣∣+C, |x| < 1 ⇒ x ∈ (−1, 1).

Př́ıklad 16. Ověřte, že F1(x) =
1

4
ln(2x2 + 4) a F2(x) =

1

4
ln(x2 + 2) jsou primitivńı

funkce ke stejné funkci f(x). Na jakém intervalu?

Řešeńı: Vypoč́ıtáme f(x) = F ′1(x) =
1

4

4x

2x2 + 4
=

x

2(x2 + 2)
a přesvědč́ıme se, že

F ′2(x) =
1

4

2x

x2 + 2
= F ′1(x) = f(x) pro x ∈ R.

Existuje i daľśı postup: Dvě funkce jsou primitivńı ke stejné funkci f(x) právě tehdy,
když se lǐśı nejvýše aditivńı konstantou. Skutečně:

F1(x) =
1

4
ln(2x2 + 4) =

1

4
ln 2(x2 + 2) =

1

4
ln 2 +

1

4
ln(x2 + 2) =

1

4
ln 2 + F2(x).

• Vypoč́ıtejte integrály:

17.

∫ (
2x−

√
x
√
x+

3

x2

)
dx

[
x2 − 4

7
x

4
√
x3 − 3

x
+ C, x ∈ (0, +∞)

]
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18.

∫ (
x− 2

x

)2
dx

[
x3

3
− 4x− 4

x
+ C, x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, +∞)

]

19.

∫
(3 + x2)3

x4
dx

[
− 9

x3
− 27

x
+ 9x+

x3

3
+ C, x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, +∞)

]

20.

∫
x3 + 8

x+ 2
dx

[
x3

3
− x2 + 4x+ C, x ∈ (−∞, −2), x ∈ (−2, +∞)

]

21.

∫
5 · 3x+1 + 3 · 5x

15x
dx

[
− 3

5x−1 ln 5
− 1

3x−1 ln 3
+ C, x ∈ R

]

22.

∫
x2

x2 + 1
dx [x− arctgx+ C, x ∈ R]

23.

∫
9− sin2 x

cos2 x
dx

[
8tgx+ x+ C, x 6= (2k + 1)

π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z

]

24.

∫
sin 2x

cosx
dx

[
−2 cosx+ C, x 6= (2k + 1)

π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z

]

25.

∫
1 + sin2 x

1− cos 2x
dx

[
−1

2
cotgx+

1

2
x+ C, x ∈

(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z

]

26.

∫ √
x2 − 9 +

√
x2 + 9√

x4 − 81
dx

[
ln |x+

√
x2 + 9|+ ln |x+

√
x2 − 9|+ C,

x ∈ (−∞, −3), x ∈ (3, +∞)

]

27.

∫ √
1 + cos 2x dx

[√
2 sinx+ C, x ∈ R

]

28.

∫
2

1− cos 2x
dx

[
−cotgx+ C, x ∈

(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z

]
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3. Substitučńı metoda

• Vypočtěte integrály:

Př́ıklad 29.

∫
(x+ 5)20 dx

Řešeńı: Zvoĺıme-li substituci x+ 5 = t, pak se integrál vypoč́ıtá velmi snadno:∫
(x+ 5)20 dx =

∣∣∣ x+ 5 = t
dx = dt

∣∣∣ =

∫
t20 dt =

t21

21
+ C =

(x+ 5)21

21
+ C, x ∈ R.

Poznámka:

∫
f(x+ a) dx =

∣∣∣ x+ a = t
dx = dt

∣∣∣ =

∫
f(t) dt Tyto jednoduché substituce

často neṕı̌seme a rovnou integrujeme.

Př́ıklad 30.

∫
1

x2 + 4x+ 5
dx

Řešeńı:

∫
1

x2 + 4x+ 5
dx =

∫
1

(x+ 2)2 + 1
dx =

∣∣∣ x+ 2 = t
dx = dt

∣∣∣ =

∫
1

t2 + 1
dt =

= arctg t+ C = arctg (x+ 2) + C, x ∈ R.

Př́ıklad 31.

∫
1√

x2 + 2x
dx

Řešeńı:

∫
1√

x2 + 2x
dx =

∫
1√

(x+ 1)2 − 1
dx =

∣∣∣ x+ 1 = t
dx = dt

∣∣∣ =

= ln
∣∣∣x+ 1 +

√
(x+ 1)2 − 1

∣∣∣+ C, pro x ∈ (−∞,−2) a x ∈ (0,+∞).

Př́ıklad 32. a)

∫
eax dx; b)

∫
sin ax dx; c)

∫
cos ax dx pro a 6= 0, a 6= 1.

Řešeńı: V této trojici př́ıklad̊u použijeme stejnou substituci:

ax = t, a dx = dt ⇒ dx =
1

a
dt .

a)

∫
eax dx =

1

a

∫
et dt =

1

a
et + C =

eax

a
+ C, x ∈ R;

b)

∫
sin ax dx =

1

a

∫
sin t dt =

1

a
(− cos t) + C =

− cos ax

a
+ C, x ∈ R;

c)

∫
cos ax dx =

1

a

∫
cos t dt =

1

a
sin t+ C =

sin ax

a
+ C, x ∈ R.

8



T́ım jsme odvodili vzorce (12), (13) a (14) rozš́ı̌rené tabulky, která je uvedená
v prvńı kapitole.

Př́ıklad 33. a)

∫
dx

a2 + x2
; b)

∫
dx√
a2 − x2

pro a > 0.

Řešeńı:

a)

∫
dx

a2 + x2
=

∫
dx

a2
(

1 +
x2

a2

) =
1

a2

∫
dx

1 +
(x
a

)2 =

∣∣∣∣ x

a
= t

dx = a dt

∣∣∣∣ =
1

a2

∫
a dt

1 + t2
=

=
1

a
arctg t+ C =

1

a
arctg

x

a
+ C, x ∈ R;

b)

∫
dx√
a2 − x2

=

∫
dx√

a2
(

1− x2

a2

) =

∫
dx

a

√
1−

(x
a

)2 =

∣∣∣∣ x

a
= t

dx = a dt

∣∣∣∣ =

∫
a dx

a
√

1− t2
=

= arcsin t+ C = arcsin
x

a
+ C, x ∈ (−a, a).

Odvodili jsme vzorce (15) a (16) rozš́ı̌rené tabulky.

Poznámka: Je-li
∫
f(x) dx = F (x) + C, pak

∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) + C .

Př́ıklad 34. a)

∫
dx

x2 + 9
; b)

∫
dx√
x2 + 9

; c)

∫
dx√
x2 − 9

; d)

∫
dx

x2 − 9
;

e)

∫
dx

9− x2
; f)

∫
dx√

9− x2
; g)

∫
dx

1 + 9x2
; h)

∫
dx√

1− 9x2
.

Řešeńı: Př́ıklady jsou zvoleny tak, aby čtenáři pochopili rozd́ıly jednotlivých integraćı.
Př́ıklady a) - f) vyřeš́ıme pomoćı tabulky. V př́ıkladech g) a h) bude nutná
substituce.

a)

∫
dx

x2 + 9
=

∫
dx

x2 + 32

(15)
=

1

3
arctg

x

3
+ C, x ∈ R;

b)

∫
dx√
x2 + 9

(11)
= ln

∣∣∣x+
√
x2 + 9

∣∣∣+ C, x ∈ R;

c)

∫
dx√
x2 − 9

(11)
= ln

∣∣∣x+
√
x2 − 9

∣∣∣+ C, |x| > 3 ⇒ x ∈ (−∞,−3), x ∈ (3,+∞);

d)

∫
dx

x2 − 9

(17)
=

1

6
ln

∣∣∣∣x− 3

x+ 3

∣∣∣∣+ C, x 6= ±3 ⇒

⇒ x ∈ (−∞,−3), x ∈ (−3, 3), x ∈ (3,+∞);

e)

∫
dx

9− x2
(17)
=

1

6
ln

∣∣∣∣3 + x

3− x

∣∣∣∣+ C, x ∈ (−∞,−3), x ∈ (−3, 3), x ∈ (3,+∞);
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f)

∫
dx√

9− x2
=

∫
dx√

32 − x2
(16)
= arcsin

x

3
+ C, |x| < 3 ⇒ x ∈ (−3, 3);

g)

∫
dx

1 + 9x2
=

∫
dx

1 + (3x)2
=
∣∣∣ 3x = t

3dx = dt

∣∣∣ =
1

3

∫
dt

1 + t2
=

1

3
arctg t+ C =

=
1

3
arctg 3x+ C, x ∈ R;

h)

∫
dx√

1− 9x2
=

∫
dx√

1− (3x)2
=
∣∣∣ 3x = t

3dx = dt

∣∣∣ =
1

3

∫
dt√

1− t2
=

1

3
arcsin t+ C =

=
1

3
arcsin 3x+ C, |3x| < 1 ⇒ x ∈

(
−1

3
,

1

3

)
.

Př́ıklad 35. Použit́ım vzorce

∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C vypoč́ıtejte integrály:

a)

∫
tgx dx; b)

∫
x

x2 + 4
dx; c)

∫
sin 2x

3 + cos2 x
dx;

d)

∫
e2x

e2x + 5
dx; e)

∫
1

x lnx
dx; f)

∫
dx

(1 + x2) arctgx
.

Řešeńı:

a)

∫
tgx dx =

∫
sinx

cosx
dx =

∣∣∣∣ cosx = f(x)

− sinx = f ′(x)

∣∣∣∣ = −
∫ − sinx

cosx
dx = − ln | cosx|+ C,

x 6= (2k + 1)
π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z;

b)

∫
x

x2 + 4
dx =

∣∣∣ x2 + 4 = f(x)

2x = f ′(x)

∣∣∣ =
1

2

∫
2x

x2 + 4
dx =

1

2
ln |x2 + 4|+ C, x ∈ R;

c)

∫
sin 2x

3 + cos2 x
dx =

∣∣∣∣ 3 + cos2 x = f(x)

−2 cosx sinx = f ′(x)

∣∣∣∣ = −
∫ −2 sinx cosx

3 + cos2 x
dx =

= − ln |3 + cos2 x|+ C, x ∈ R;

d)

∫
e2x

e2x + 5
dx =

∣∣∣∣ e2x + 5 = f(x)

2 e2x = f ′(x)

∣∣∣∣ =
1

2

∫
2 e2x

e2x + 5
dx =

1

2
ln |e2x + 5|+ C, x ∈ R;

e)

∫
1

x lnx
dx =

∫ 1
x

lnx
dx = ln | lnx|+ C,

x lnx 6= 0
x > 0

}
⇒ x ∈ (0, 1), x ∈ (1,+∞);
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f)

∫
dx

(1 + x2) arctgx
=

∫ 1
1+x2

arctgx
dx = ln |arctgx|+ C,

x 6= 0 ⇒ x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0,∞).

Př́ıklad 36. Použit́ım vzorce

∫
fα(x) · f ′(x) dx =

fα+1(x)

α + 1
+ C, α 6= −1 vypoč́ıtejte

integrály:

a)

∫
x (x2 + 3)14 dx; b)

∫
sin5 x cosx dx; c)

∫
sinx√

3 + cos x
dx;

d)

∫
ln3 x

x
dx; e)

∫
x2
√
x3 + 8 dx; f)

∫
sin2 x

cos4 x
dx.

Řešeńı:

a)

∫
x (x2 + 3)14 dx =

∣∣∣ x2 + 3 = f(x)

2x = f ′(x)

∣∣∣ =
1

2

∫
(x2 + 3)14 · 2x dx =

1

2

(x2 + 3)15

15
+ C,

x ∈ R;

b)

∫
sin5 x cosx dx =

∣∣∣ sinx = f(x)
cosx = f ′(x)

∣∣∣ =
sin6 x

6
+ C, x ∈ R;

c)

∫
sinx√

3 + cos x
dx =

∣∣∣∣∣ pro přehlednost dosad́ıme substituci
3 + cosx = t
− sinx dx = dt

∣∣∣∣∣ =

∫
−dt√
t

= −
∫
t−

1
2 dt = −t

1
2

1
2

=

= −2
√

3 + cos x+ C, x ∈ R;

d)

∫
ln3 x

x
dx =

∣∣∣∣ lnx = f(x)
1

x
= f ′(x)

∣∣∣∣ =
ln4 x

4
+ C, x ∈ (0,+∞);

e)

∫
x2
√
x3 + 8 dx =

∣∣∣ x3 + 8 = t
3x2dx = dt

∣∣∣ =
1

3

∫ √
t dt =

1

3

t
3
2

3
2

+ C =
2

9

√(
x3 + 8

)3
+ C,

x3 + 8 ≥ 0 ⇒ x ∈ 〈−2,+∞);

f)

∫
sin2 x

cos4 x
dx =

∫
sin2 x

cos2 x

dx

cos2 x
=

∫
tg2 x · dx

cos2 x
=

tg3 x

3
+ C,

(
substituce: tgx = t

)
,

x 6= (2k + 1)
π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 37. Vhodnou substitućı vypoč́ıtejte integrály:

a)

∫
sin
√
x√

x
dx; b)

∫
x

x4 + 4
dx; c)

∫
dx

x (1 + ln2 x)
;

d)

∫
x2√

16− x6
dx; e)

∫
1

sinx
dx; f)

∫
(1 + ex)2

1 + e2x
dx.
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Řešeńı:

a)

∫
sin
√
x√

x
dx =

∣∣∣∣ √
x = t

1

2
√
x
dx = dt ⇒ dx√

x
= 2 dt

∣∣∣∣ = 2

∫
sin t dt = −2 cos t+C = −2 cos

√
x+ C,

x ∈ (0,+∞);

b)

∫
x

x4 + 4
dx =

∫
x

(x2)2 + 4
dx =

∣∣∣∣ x2 = t

2x dx = dt ⇒ x dx =
dt

2

∣∣∣∣ =
1

2

∫
dt

t2 + 4
=

=
1

2
· 1

2
arctg

t

2
+ C =

1

4
arctg

x2

2
+ C, x ∈ R;

c)

∫
dx

x (1 + ln2 x)
=

∣∣∣∣ lnx = t
1

x
dx = dt

∣∣∣∣ =

∫
dt

1 + t2
= arctg t+ C = arctg (lnx) + C,

x ∈ (0,+∞);

d)

∫
x2√

16− x6
dx =

∫
x2√

16− (x3)2
dx =

∣∣∣∣ x3 = t

3x2 dx = dt ⇒ x2 dx =
1

3
dt

∣∣∣∣ =
1

3

∫
dt√

16− t2
=

=
1

3
arcsin

t

4
+ C =

1

3
arcsin

x3

4
+ C, |x| < 3

√
4 ⇒ x ∈

(
− 3
√

4,
3
√

4
)
;

e)

∫
1

sinx
dx =

∫
1

2 sin x
2

cos x
2

dx =

∫
1

2
sin x

2

cos x
2

· cos2 x
2

dx =

∫
1

2 tg x
2
· cos2 x

2

dx =

=

∫ 1
2 cos2 x

2

tg x
2

dx =

∣∣∣∣(tg
x

2

)′
=

1

2 cos2 x
2

∣∣∣∣ (18)= ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+ C,

x 6= kπ ⇒ x ∈
(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z;

f)

∫
(1 + ex)2

1 + e2x
dx =

∫
1 + 2 ex + e2x

1 + e2x
dx =

∫ (
1 + e2x

1 + e2x
+ 2

ex

1 + e2x

)
dx =

∫
1 dx+

+ 2

∫
ex

1 +
(
ex
)2 dx =

∣∣∣∣∣ ex = t, exdx = dt,∫
ex

1 +
(
ex
)2 dx =

∫
dt

1 + t2
= arctg t

∣∣∣∣∣ = x+ 2 arctg ex + C, x ∈ R.

• Vypoč́ıtejte integrály:

38.

∫
(3x− 2)11 dx

[
(3x− 2)12

36
+ C, x ∈ R

]

39.

∫
1√

(x+ 1)5
dx

[
−2

3
√

(x+ 1)3
+ C, x ∈ (−1,+∞)

]

40.

∫ (
e2x − 1

ex

)2
dx

[
e4x

4
− 2ex − 1

2 e2x
+ C, x ∈ R

]

41.

∫
sin2 x dx

[
1

2
x− sin 2x

4
+ C, x ∈ R

]
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42.

∫
cotgx dx

[
ln | sinx|+ C, x ∈

(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z

]
43.

∫
dx

x (4 + ln x)

[
ln |4 + lnx|+ C, x > 0, x 6= e−4 ⇒

x ∈ (0, e−4), x ∈ (e−4,+∞),

]

44.

∫
cotgx

ln sinx
dx

 ln | ln sinx|+ C, x ∈
(

2kπ, 2kπ +
π

2

)
,

x ∈
(
2kπ +

π

2
, (2k + 1)π

)
, k ∈ Z


45.

∫
dx

1 + ex
[x− ln(1 + ex) + C, x ∈ R]

46.

∫
sinx√

4 + cos2 x
dx

[
− ln

∣∣∣cosx+
√

4 + cos2 x
∣∣∣+ C, x ∈ R

]

47.

∫
arctgx

1 + x2
dx

[
arctg2 x

2
+ C, x ∈ R

]

48.

∫
1

cos2 x (1 + tg x)
dx

 ln |1 + tgx|+ C, x ∈
(
−π

4
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
,

x ∈
(π

2
+ kπ,

3π

4
+ kπ

)
, k ∈ Z


49.

∫
sin 2x

cos4 x
dx

[
1

cos2 x
+ C, x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z

]

50.

∫
dx

4x2 + 9

[
1

6
arctg

2x

3
+ C, x ∈ R

]
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4. Integrace metodou per partes

• Vypočtěte dané integrály metodou per partes:

Př́ıklad 51. a)

∫
x sinx dx; b)

∫
(2x+ 1) cos 3x dx; c)

∫
x2 ex dx; d)

∫
x tg2 x dx .

Řešeńı: Připomeňme větu: Necht’ funkce u(x) a v(x) maj́ı spojité derivace v intervalu I.
Potom na tomto intervalu plat́ı:∫

u(x) · v′(x) dx = u(x) · v(x)−
∫
u′(x) · v(x) dx .

a)

∫
x sinx dx =

∣∣∣ u = x, v′ = sinx
u′ = 1, v = − cosx

∣∣∣ = −x cosx+

∫
cosx dx = −x cosx+ sinx+ C,

x ∈ R;

b)

∫
(2x+ 1) cos 3x dx =

∣∣∣ u = 2x+ 1, v′ = cos 3x
u′ = 2, v = 1

3
sin 3x

∣∣∣ =
1

3
(2x+ 1) sin 3x− 2

3

∫
sin 3x dx =

=
1

3
(2x+ 1) sin 3x+

2

3

cos 3x

3
+ C, x ∈ R;

c)

∫
x2 ex dx =

∣∣∣ u = x2, v′ = ex

u′ = 2x, v = ex

∣∣∣ = x2ex − 2

∫
x ex dx =

∣∣∣ u = x, v′ = ex

u′ = 1, v = ex

∣∣∣ =

= x2ex − 2
(
x ex −

∫
ex dx

)
= x2ex − 2x ex + 2 ex + C, x ∈ R;

d)

∫
x tg2 x dx =

∣∣∣∣∣ u = x, v′ = tg2 x

u′ = 1, v =

∫
tg2 x dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx = tgx− x

∣∣∣∣∣ =

= x(tgx− x)−
∫

(tgx− x) dx = x (tgx− x) +

∫
− sinx

cosx
dx+

∫
x dx =

= x tgx− x2 + ln | cosx|+ x2

2
+ C = x tgx− x2

2
+ ln | cosx|+ C,

x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 52. a)

∫
arctgx dx; b)

∫
arcsinx dx; c)

∫
lnx dx; d)

∫
(x− 1) lnx dx.

Řešeńı:

a)

∫
arctgx dx =

∣∣∣∣ u = arctgx, v′ = 1

u′ =
1

1 + x2
, v = x

∣∣∣∣ = x arctgx−
∫

x

1 + x2
dx = x arctgx−1

2

∫
2x

1 + x2
dx =

= x arctgx− 1

2
ln |1 + x2|+ C, x ∈ R;
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b)

∫
arcsinx dx =

∣∣∣∣ u = arcsinx, v′ = 1

u′ =
1√

1− x2
, v = x

∣∣∣∣ = x arcsinx−
∫

x√
1− x2

dx =

= x arcsinx+
1

2

∫
−2x√
1− x2

dx = x arcsinx+
1

2

(1− x2) 1
2

1
2

+ C =

= x arcsinx+
√

1− x2 + C, x ∈ (−1, 1);

c)

∫
lnx dx =

∣∣∣∣ u = lnx, v′ = 1

u′ =
1

x
, v = x

∣∣∣∣ = x lnx−
∫

1

x
· x dx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+C,

x ∈ (0, ∞);

d)

∫
(x− 1) lnx dx =

∣∣∣∣ u = lnx, v′ = x− 1

u′ =
1

x
, v =

x2

2
− x

∣∣∣∣ =
(x2

2
− x
)

lnx−
∫

1

x
·
(x2

2
− x
)
dx =

=
(x2

2
− x
)

lnx−
∫ (x

2
− 1
)
dx =

(x2
2
− x
)

lnx− x2

4
+ x+ C, x ∈ (0, ∞).

Př́ıklad 53. a)

∫
eax cos bx dx; b)

∫
sin
(
lnx
)
dx.

Řešeńı: Označme daný integrál J . Po dvojnásobné aplikaci metody per partes dostaneme
p̊uvodńı integrál J . Ze vzniklé lineárńı rovnice vypoč́ıtáme
samotný integrál J .

a) J =

∫
eax cos bx dx =

∣∣∣∣ u = eax, v′ = cos bx

u′ = a eax, v =
sin bx

b

∣∣∣∣ =
1

b
eax sin bx− a

b

∫
eax sin bx dx =

=

∣∣∣∣ u = eax, v′ = sin bx

u′ = a eax, v = −cos bx

b

∣∣∣∣ =
1

b
eax sin bx− a

b

(
−1

b
eax cos bx+

a

b

∫
eax cos bx dx︸ ︷︷ ︸

J

)
.

Nyńı sestav́ıme rovnici, ze které vypoč́ıtáme J :

J =
1

b
eax sin bx+

a

b2
eax cos bx− a2

b2
J ⇒ J

(
1 +

a2

b2

)
= eax

(1

b
sin bx+

a

b2
cos bx

)
,

J =
eax

a2 + b2

(
b sin bx+ a cos bx

)
+ C, x ∈ R;

b) J =

∫
sin
(
lnx
)
dx =

∣∣∣∣ u = sin(lnx), v′ = 1

u′ = cos(lnx) · 1

x
, v = x

∣∣∣∣ = x · sin(lnx)−
∫

cos(lnx) dx =

=

∣∣∣∣ u = cos(lnx), v′ = 1

u′ = − sin(lnx) · 1

x
, v = x

∣∣∣∣ = x sin(lnx)−
(
x cos(lnx) +

∫
sin(lnx) dx

)
.

J =x sin(lnx)− x cos(lnx)− J ⇒ 2J = x
(

sin(lnx)− cos(lnx)
)
,

J =
x

2

(
sin(lnx)− cos(lnx)

)
+ C, x ∈ (0,∞).
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Př́ıklad 54. a)

∫
cos
√
x dx; b)

∫
x3 e−2x

2

dx; c)

∫
cosx · ln(sin2 x+ 1) dx.

Řešeńı: V této trojici př́ıklad̊u začneme volbou vhodné substituce a teprve potom použijeme
metodu per partes:

a)

∫
cos
√
x dx =

∫
cos
√
x·
√
x√
x
dx =

∫ √
x · cos

√
x · dx√

x
=

∣∣∣∣ substituce:
√
x = t

1

2
√
x
dx = dt ⇒ dx√

x
= 2 dt

∣∣∣∣ =

= 2

∫
t cos t dt =

∣∣∣ u = t, v′ = cos t
u′ = 1, v = sin t

∣∣∣ = 2
(
t sin t−

∫
sin t dt

)
= 2

(
t sin t+ cos t

)
+

+C = 2
(√

x sin
√
x+ cos

√
x
)

+ C, x ∈ (0,∞);

b)

∫
x3 e−2x

2

dx =

∫
x2 e−2x

2

x dx =

∣∣∣∣∣ −2x2 = t ⇒ x2 = − t
2

−4x dx = dt ⇒ x dx = −dt
4

∣∣∣∣∣ =

∫
− t

2
et ·
(
−dt

4

)
=

=
1

8

∫
t et dt =

∣∣∣ u = t, v′ = et

u′ = 1, v = et

∣∣∣ =
1

8

(
t et −

∫
et dt

)
=

1

8

(
t et − et

)
+ C =

=
1

8
et(t− 1) + C =

1

8
e−2x

2

(−2x2 − 1) + C = −1

8
e−2x

2

(2x2 + 1) + C, x ∈ R;

c)

∫
cosx · ln(sin2 x+ 1) dx =

∫
ln(sin2 x+ 1) · cosx dx

∣∣∣ sinx = t
cosx dx = dt

∣∣∣ =

∫
ln(t2 + 1) dt =

=

∣∣∣∣ u = ln(t2 + 1), v′ = 1

u′ =
2t

t2 + 1
, v = t

∣∣∣∣ = t ln(t2+1)−2

∫
t2

t2 + 1
dt = t ln(t2+1)−2

∫
t2 + 1− 1

t2 + 1
dt =

= t ln(t2 + 1)− 2

∫ (
1− 1

t2 + 1

)
dt = t ln(t2 + 1)− 2t+ 2 arctg t+ C =

= sinx · ln
(
sin2 x+ 1

)
− 2 sinx+ 2 arctg (sin x) + C, x ∈ R.

Př́ıklad 55. Odvod’te rekurentńı vzorec pro výpočet integrálu Jn, n ∈ N◦, jestliže:

a) Jn =

∫
xn ex dx, x ∈ R; b) Jn =

∫
lnn x dx, x > 0;

c) Jn =

∫
1(

x2 + a2
)n dx, n ≥ 2, x ∈ R; d) Jn =

∫
sinn x dx, n ≥ 2, x ∈ R.

Řešeńı:

a) Jn =

∫
xn ex dx =

∣∣∣ u = xn, v′ = ex

u′ = nxn−1, v = ex

∣∣∣ = xn ex − n
∫
xn−1 ex dx.

Posledńı integrál je stejného typu jako p̊uvodńı, pouze index n přecháźı v n− 1.
Jde tedy o integrál Jn−1. Potom hledaný rekurentńı vzorec je:

Jn =xn ex − n Jn−1

Održeli jsme posloupnost integrál̊u Jn, Jn−1, · · · ,J0, posledńı integrál je

J0 =

∫
ex dx = ex + C;
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b) Jn =

∫
lnn x dx =

∣∣∣∣ u = lnn x, v′ = 1

u′ =
n lnn−1 x

x
, v = x

∣∣∣∣ = x lnn x− n
∫

lnn−1 x dx ⇒

Jn = x lnn x− nJn−1.

Vzniklá posloupnost integrál̊u Jn, Jn−1, · · · ,J1 konč́ı integrálem

J1 =

∫
lnx dx = x lnx− x+ C.

c) Jn =

∫
1(

x2 + a2
)n dx =

1

a2

∫
a2(

x2 + a2
)n dx =

1

a2

∫
a2 + x2 − x2(
x2 + a2

)n dx =

=
1

a2

∫
a2 + x2(
x2 + a2

)n dx− 1

a2

∫
x2(

x2 + a2
)n dx =

1

a2

∫
1(

x2 + a2
)n−1 dx−

− 1

a2

∫
x2(

x2 + a2
)n dx =

1

a2
Jn−1 −

1

a2

∫
x · x(

x2 + a2
)n dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
posledńı integrál rozeṕı̌seme metodou per partes

u = x, v′ =
x(

x2 + a2
)n

u′ = 1, v =

∫
1

2

2x(
x2 + a2

)n dx =

∣∣∣∣ x2 + a2 = t
2x dx = dt

∣∣∣∣ =
1

2

∫
t−n dt =

1

2

t−n+1

−n+ 1
=

−1

2(n− 1)
(
x2 + a2

)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1

a2
Jn−1 −

1

a2

(
−x

2(n− 1)
(
x2 + a2

)n−1 +
1

2(n− 1)

∫
1(

x2 + a2
)n−1 dx

)
=

=
1

a2
Jn−1 +

x

2a2(n− 1)
(
x2 + a2

)n−1 − 1

2a2(n− 1)
Jn−1 =

=
x

2a2(n− 1)
(
x2 + a2

)n−1 +
1

a2

(
1− 1

2(n− 1)

)
Jn−1,

Jn =
x

2a2(n− 1)
(
x2 + a2

)n−1 +
1

a2
2n− 3

2(n− 1)
Jn−1.

Posloupnost integrál̊u Jn, Jn−1, · · · ,J1 konč́ı integrálem

J1 =

∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctg

x

a
+ C.

d) Jn =

∫
sinn x dx =

∫
sinn−2 x · sin2 x dx =

∫
sinn−2 x ·

(
1− cos2 x

)
dx =

=

∫
sinn−2 x dx−

∫
sinn−2 x cos2 x dx = Jn−2 −

∫
sinn−2 x · cosx · cosx dx =

=

∣∣∣∣∣∣
v posledńım integrálu použijeme metodu per partes
u = cosx, v′ = sinn−2 x · cosx

u′ = − sinx, v =

∫
sinn−2 x · cosx dx =

sinn−1 x

n− 1

∣∣∣∣∣∣ =
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= Jn−2−
(

cosx · sinn−1 x
n− 1

+
1

n− 1

∫
sinn x dx

)
= Jn−2−

cosx · sinn−1 x
n− 1

− 1

n− 1
Jn.

Jn vypoč́ıtáme ze vzniklé rovnice:

Jn
(

1 +
1

n− 1

)
= Jn−2 −

cosx · sinn−1 x
n− 1

, Jn ·
n

n− 1
= Jn−2 −

cosx · sinn−1 x
n− 1

,

Jn =
n− 1

n
Jn−2 −

1

n
cosx · sinn−1 x.

Posloupnost integrál̊u Jn, Jn−2, Jn−4 · · · , konč́ı

• pro n = 2k (sudé č́ıslo) integrálem J0 =

∫
dx = x+ C nebo

• pro n = 2k + 1 (liché č́ıslo) integrálem J1 =

∫
sinx dx = − cosx+ C.

• Vypoč́ıtejte integrály:

56.

∫
(2x− 1) cos x dx [(2x− 1) sinx+ 2 cosx+ C, x ∈ R]

57.

∫
3
√
x lnx dx

[
3

4
x 3
√
x lnx− 9

16
x 3
√
x+ C, x > 0

]

58.

∫
ln(x2 + 1) dx

[
x ln(x2 + 1)− 2x+ 2 arctgx+ C, x ∈ R

]
59.

∫
x cos2 x dx

[
x2

4
+
x sin 2x

4
+

cos 2x

8
+ C, x ∈ R

]

60.

∫
x e−2x dx

[
−x e−2x

2
− e−2x

4
+ C, x ∈ R

]

61.

∫
e2x sin 3x dx

[
e2x

13
(2 cos 3x− 3 sin 3x) + C, x ∈ R

]

62.∗
∫

arctgx

x2 (1 + x2)
dx

[
ln

|x|√
1 + x2

− 1

x
arctgx− 1

2
arctg2 x+ C, x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0,+∞)

]

63.

∫
x2(

x2 + 1
)2 dx [

−x
2 (x2 + 1)

+
1

2
arctgx+ C, x ∈ R

]

64.∗
∫

ln(sinx)

sin2 x
dx

[
−cotgx (ln sinx+ 1)− x+ C, x ∈

(
2kπ, (2k + 1)π

)
, k ∈ Z

]
65.

∫
arctg

√
x dx

[
(x+ 1) arctg

√
x−
√
x+ C, x > 0

]
66.

∫
ln
(
x+
√
x2 + 4

)
dx

[
x ln

(
x+

√
x2 + 4

)
−
√
x2 + 4 + C, x ∈ R

]

67.

∫
x

sinx

cos3 x
dx

[
x

2 cos2 x
− 1

2
tgx+ C, x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z

]
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68. Použit́ım rekurentńıch vzorc̊u z př́ıkladu 55) vypoč́ıtejte integrály:

a)

∫ (
x3 − 2x2

)
ex dx; b)

∫
ln4 x dx; c)

∫
1(

x2 + 1
)3 dx; d)

∫
sin5 x dx.



a) ex
(
x3 − 5x2 + 10x− 10

)
+ C, x ∈ R;

b) x
(
ln4 x− 4 ln3 x+ 12 ln2 x− 24 lnx+ 24

)
C, x > 0;

c)
x

4
(
x2 + 1

)2 +
3x

4
(
x2 + 1

) +
3

8
arctgx+ C, x ∈ R;

d) − 1

5
cosx sin4 x− 4

15
cosx sin2 x− 8

15
cosx+ C, x ∈ R


69. Odvod’te rekurentńı vzorec pro výpočet integrálu Jk =

∫
xk lnx dx (k 6= −1, k ∈ R)

a použijte jej k výpočtu integrál̊u:

a)

∫
x5 lnx dx; b)

∫
lnx

x3
dx; c)

∫
x2
√
x lnx dx.

Jk−1 =
xk+1 lnx

k + 1
− xk+1

(k + 1)2
+ C, x > 0;

a)
x6 lnx

6
− x6

36
+ C; b)

− lnx

2x2
− 1

4x2
+ C;

c)
2x3
√
x lnx

7
− 4x3

√
x

49
+ C.
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5. Integrály typu

∫
Mx+N

ax2 + bx+ c
dx a

∫
Mx+N√
ax2 + bx+ c

dx

Z integrál̊u

∫
Mx+N

ax2 + bx+ c
dx rozlǐsujeme dva př́ıpady podle toho, zda kvadratická

rovnice ax2 + bx+ c = 0 má nebo nemá reálné kořeny. V daľśıch př́ıkladech se vyskytnou
obě možnosti:

Př́ıklad 70. a)

∫
x+ 3

x2 + 3x+ 2
dx; b)

∫
18− 5x

2x2 + x− 6
dx; c)

∫
1

x2 − a2
dx, a > 0.

Řešeńı:

a) Předevš́ım zjist́ıme, zda rovnice x2 + 3x+ 2 = 0 má reálné kořeny:

x1,2 =
−3±

√
9− 8

2
=
〈 −1
−2

.

Kvadratický trojčlen rozlož́ıme na součin kořenových činitel̊u x2 + 3x+ 2 =
= (x+ 1)(x+ 2) a daný zlomek naṕı̌seme jako součet dvou parciálńıch zlomk̊u:

x+ 3

x2 + 3x+ 2
=

A

x+ 1
+

B

x+ 2
=
A(x+ 2) +B(x+ 1)

(x+ 1)(x+ 2)
⇒

⇒ x+ 3 = A(x+ 2) +B(x+ 1).

Porovnáńım koeficient̊u u mocnin x1 a x0 dostáváme soustavu pro A a B:

x1 ⇒ 1 = A+B
x0 ⇒ 3 = 2A+B

, ze které snadno vypoč́ıtáme A = 2 a B = −1.

Ted’ se vrát́ıme k danému integrálu:∫
x+ 3

x2 + 3x+ 2
dx =

∫ ( 2

x+ 1
− 1

x+ 2

)
dx = 2 ln |x+1|−ln |x+2| = ln

∣∣∣∣(x+ 1)2

x+ 2

∣∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞, −2), x ∈ (−2, −1), x ∈ (−1, +∞).

b)

∫
18− 5x

2x2 + x− 6
dx ⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣
2x2 + x− 6 = 0

x1,2 =
−1±

√
1 + 48

4
=
−1± 7

4
=
〈 3

2
−2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⇒

⇒ 2x2 + x− 6 = 2
(
x− 3

2

)
(x+ 2) = (2x− 3)(x+ 2) ⇒

18− 5x

2x2 + x− 6
=

A

2x− 3
+

B

x+ 2
=
A(x+ 2) +B(2x− 3)

(2x− 3)(x+ 2)
⇒

⇒ 18− 5x = A(x+ 2) +B(2x− 3).

Porovnáńım koeficient̊u u mocnin x1 a x0 dostáváme soustavu pro A a B:

x1 ⇒ −5 = A+ 2B
x0 ⇒ 18 = 2A− 3B

, ze které snadno vypoč́ıtáme A = 3 a B = −4.
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∫
18− 5x

2x2 + x− 6
dx =

∫
3

2x− 3
dx−

∫
4

x+ 2
dx =

3

2

∫
2

2x− 3
dx− 4

∫
1

x+ 2
dx =

=
3

2
ln |2x− 3| − 4 ln |x+ 2|+ C,

x ∈ (−∞, −2), x ∈
(
−2,

3

2

)
, x ∈

(3

2
, +∞

)
;

c)

∫
1

x2 − a2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

x2 − a2
=

1

(x− a)(x+ a)
=

A

x− a
+

B

x+ a
=
A(x+ a) +B(x− a)

x2 − a2
⇒

1 = A(x+ a) +B(x− a) = (A+B)x+ (A−B)a ⇒
A+B = 0 ⇒ B = −A
(A−B)a = 1 ⇒ 2A · a = 1 ⇒ A = 1

2a
, B = −1

2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ ( 1

2a

1

x− a
− 1

2a

1

x+ a

)
dx =

1

2a

∫ ( 1

x− a
− 1

x+ a

)
dx =

=
1

2a

(
ln |x− a| − ln |x+ a|

)
+ C =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C,

|x| 6= a ⇒ x ∈ (−∞, −a), x ∈ (−a, a), x ∈ (a, +∞).

T́ım jsme odvodili vzorec (17) uvedený v rozš́ı̌rené tabulce základńıch integrál̊u.

Př́ıklad 71. a)

∫
3x− 5

x2 + 6x+ 13
dx; b)

∫
7− 9x

x2 − 2x+ 3
dx.

Řešeńı: V obou př́ıkladech nelze jmenovatele rozložit na součin kořenových činitel̊u.
Abychom mohli provést integraci, muśıme udělat několik úprav.

a)

∫
3x− 5

x2 + 6x+ 13
dx = 3

∫
x

x2 + 6x+ 13
dx+

∫
−5

x2 + 6x+ 13
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
čitatel levého zlomku doplńıme tak, aby byl derivaćı jmenovatele:(

x2 + 6x+ 13
)′

= 2x+ 6
a jmenovatel pravého zlomku naṕı̌seme jako součet čtverc̊u:

x2 + 6x+ 13 = x2 + 6x+ 9 + 4 = (x+ 3)2 + 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

3

2

∫
2x + 6↗ -6

x2 + 6x+ 13
dx+

∫ −5 −6 · 3
2

(x+ 3)2 + 4
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
levý integrál je typu

∫
f ′

f
dx

a pravý

∫
dt

t2 + a2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
3

2
ln |x2 + 6x+ 13| − 14 · 1

2
arctg

x+ 3

2
+ C, x ∈ R;

b)

∫
7− 9x

x2 − 2x+ 3
dx = −9

∫
x

x2 − 2x+ 3
dx+

∫
7

x2 − 2x+ 3
dx =
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=

∣∣∣∣ (x2 − 2x+ 3)′ = 2x− 2,
x2 − 2x+ 3 = (x− 1)2 + 2

∣∣∣∣ = −9

2

∫
2x − 2↗ +2

x2 − 2x+ 3
dx+

∫ 7 +2 ·
(
−9

2

)
(x− 1)2 + 2

dx =

= −9

2
ln |x2 − 2x+ 3| − 2 · 1√

2
arctg

x− 1√
2

+ C, x ∈ R;

Př́ıklad 72. a)

∫
2− x√

x2 + 4x+ 6
dx; b)

∫
3x+ 1√
x2 − 4x

dx;

c)

∫
3x− 2√
4− x2

dx; d)

∫
5x+ 3√

8 + 2x− x2
dx.

Řešeńı: Je-li ve jmenovateli
√
ax2 + bx+ c, kde a 6= 0, pak neńı d̊uležité, zda kvadratická

rovnice ax2 + bx+ c = 0 má či nemá reálné kořeny. Rozhoduj́ıćı je znaménko
koeficientu a.

Podle toho rozlǐsujeme dva př́ıpady:

1) a > 0 - v našem zadáńı to budou př́ıklady a) a b),
2) a < 0 - př́ıklady c) a d).

Úpravy se budou podobat úpravám z př́ıkladu 71), avšak závěrečné integrace budou
odlǐsné.

a)

∫
2− x√

x2 + 4x+ 6
dx = −

∫
x√

x2 + 4x+ 6
dx+

∫
2√

x2 + 4x+ 6
dx =

=

∣∣∣∣ (x2 + 4x+ 6)′ = 2x+ 4,
x2 + 4x+ 6 = (x+ 2)2 + 2

∣∣∣∣ = −1

2

∫
2x + 4↗ -4

√
x2 + 4x+ 6

dx+

∫
2 +2√

(x+ 2)2 + 2
dx =

= −1

2

∫
2x+ 4√
x2 + 4x+ 6

dx+ 4

∫
1√

(x+ 2)2 + 2
dx =

=

∣∣∣∣∣∣
Polož́ıme-li x2 + 4x+ 6 = t, (2x+ 4) dx = dt, pak

levý integrál bude

∫
dt√
t

a pravý integrál je tabulkový.

∣∣∣∣∣∣ =

= −1

2
· 2
√
x2 + 4x+ 6 + 4 ln

∣∣∣x+ 2 +
√
x2 + 4x+ 6

∣∣∣+ C =

= −
√
x2 + 4x+ 6 + 4 ln

∣∣∣x+ 2 +
√
x2 + 4x+ 6

∣∣∣+ C, x ∈ R;

b)

∫
3x+ 1√
x2 − 4x

dx =

∣∣∣∣∣∣
(x2 − 4x)′ = 2x− 4,
x2 − 4x+ 4− 4 = (x− 2)2 − 4
integrace jsou stejné jako v a)

∣∣∣∣∣∣ =
3

2

∫
2x − 4↗ +4

√
x2 − 4x

dx+

+

∫
1 +6√

(x− 2)2 − 4
dx =

3

2
· 2
√
x2 − 4x+ 7 ln

∣∣∣x− 2 +
√

(x− 2)2 − 4
∣∣∣+ C =
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= 3
√
x2 − 4x+ 7 ln

∣∣∣x− 2 +
√
x2 − 4x

∣∣∣+ C, x ∈ (−∞, 0), x ∈ (4, ∞);

c)

∫
3x− 2√
4− x2

dx =
∣∣∣(4− x2)′ = −2x

∣∣∣ = − 3

2

∫ −2x√
4− x2

dx+

∫
−2√

4− x2
dx =

= −3

2
· 2
√

4− x2 − 2 · arcsin
x

2
+ C = −3

√
4− x2 − 2 · arcsin

x

2
+ C,

x ∈ (−2, 2);

d)

∫
5x+ 3√

8 + 2x− x2
dx = |

(
8 + 2x− x2

)′
= 2− 2x| = −5

2

∫ −2x + 2↗ -2

√
8 + 2x− x2

dx+

+

∫
3 +5√

9− (x− 1)2
dx = −5

2
· 2
√

8 + 2x− x2 + 8 · arcsin
x− 1

3
+ C =

= −5
√

8 + 2x− x2 + 8 · arcsin
x− 1

3
+ C, x ∈ (−2, 4).

• Vypoč́ıtejte integrály:

73.

∫
3x− 1

x2 − 2x− 3
dx

[
2 ln |x− 3|+ ln |x+ 1|+ C,

x ∈ (−∞,−1), x ∈ (−1, 3), x ∈ (3,+∞)

]

74.

∫
−3x+ 13

3x2 + 7x− 6
dx

 ln |3x− 2| − 2 ln |x+ 3|+ C,

x ∈ (−∞,−3), x ∈
(
−3,

2

3

)
, x ∈

(2

3
,+∞

) 
75.

∫
3x− 4

x2 + 4x+ 7
dx

[
3

2
ln |x2 + 4x+ 7| − 10√

3
arctg

x+ 2√
3

+ C, x ∈ R
]

76.

∫
x− 3

x2 + x+ 1
dx

[
1

2
ln |x2 + x+ 1| − 7√

3
arctg

2x+ 1√
3

+ C, x ∈ R
]

77.

∫
x+ 11√
x2 + 2x

dx

[ √
x2 + 2x+ 10 · ln |x+ 1 +

√
x2 + 2x|+ C,

x ∈ (−∞,−2), x ∈ (0,∞);

]

78.

∫
x− 1√
x2 + 3

dx
[√

x2 + 3− ln |x+
√
x2 + 3|+ C, x ∈ R

]

79.

∫
3x− 2√
2x− x2

dx
[
−3
√

2x− x2 + arcsin (x− 1) + C, x ∈ (0, 2)
]

80.

∫
5x− 6√

−x2 + 4x− 3
dx

[
−5
√
−x2 + 4x− 3 + 4 arcsin (x− 2) + C, x ∈ (1, 3)

]

81.

∫
x+ 2√
9− x2

dx
[
−
√

9− x2 + 2 arcsin
x

3
+ C, x ∈ (−3, 3)

]

82.

∫
x+ 2√
x2 − 9

dx

[ √
x2 − 9 + 2 ln |x+

√
x2 − 9|+ C,

x ∈ (−∞, −3), x ∈ (3, +∞)

]
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6. Integrace racionálńıch funkćı

Racionálńı funkćı nazýváme funkci typu
Pm(x)

Qn(x)
, kde Pm(x) je polynom m-tého

stupně a Qn(x) polynom n-tého stupně, n ≥ 1. Je-li m ≥ n, vyděĺıme čitatel jme-
novatelem. Dostaneme polynom stupně m − n a zbytek, který je racionálńı funkćı se
stupňem čitatele menš́ım než stupeň jmenovatele. Je-li m < n, pak zlomek rozlož́ıme na
součet parciálńıch zlomk̊u. T́ım integraci daného zlomku převedeme na integrace každého
parciálńıho zlomku zvlášt’. Tyto integrace vedou na následuj́ıćı čtyři typy:

(
I
) ∫ A

x− α
dx;

(
II
) ∫ A

(x− α)n
dx, n ≥ 2, n ∈ N;

(
III
) ∫ Mx+N

x2 + px+ q
dx, p2 − 4q < 0;

(
IV
)∗ ∫ Mx+N(

x2 + px+ q
)k dx, k ≥ 2, k ∈ N.

p2 − 4q < 0.

• Vypoč́ıtejte integrály:

Př́ıklad 83. a)

∫
2

x− 3
dx; b)

∫
5

(x+ 2)4
dx; c)

∫
x3 − 2x+ 3

x− 1
dx.

Řešeńı:

a)

∫
2

x− 3
dx =

∣∣∣∣ x− 3 = t
dx = dt

∣∣∣∣ = 2

∫
1

t
dt+ C = 2 ln |t| = 2 ln |x− 3|+ C,

x ∈ (−∞, 3), x ∈ (3, ∞);

b)

∫
5

(x+ 2)4
dx =

∣∣∣∣ x+ 2 = t
dx = dt

∣∣∣∣ = 5

∫
1

t4
dt = 5

t−3

−3
+ C = −5

3

1

(x+ 2)3
+ C,

x ∈ (−∞, −2), x ∈ (−2, ∞).

Poznámka: V daľśıch př́ıkladech substituci typu x+a = t nebudeme psát
(
viz př.29).

)
c) Zde je čitatel polynomem 3. stupně a jmenovatel polynomem 1. stupně, proto nejdř́ıve

provedeme děleńı:(
x3 − 2x+ 3

)
: (x− 1) = x2 + x− 1

−
(
x3 − x2

)
x2 − 2x+ 3

−
(
x2 − x

)
− x+ 3
−(−x+ 1)

zbytek 2 =⇒ x3 − 2x+ 3

x− 1
= x2 + x− 1 +

2

x− 1
.

Nyńı přistouṕıme k integraci:
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∫
x3 − 2x+ 3

x− 1
dx =

∫ (
x2 + x− 1 +

2

x− 1

)
dx =

x3

3
+
x2

2
− x+ 2 ln |x− 1|+ C,

x ∈ (−∞, 1), x ∈ (1, ∞).

Př́ıklad 84. a)

∫
2x3 + 5x− 2

x2 + 3
dx; b)∗

∫
x− 3

(x2 + 4)2
dx.

Řešeńı:

a) Čitatel vyděĺıme jmenovatelem:(
2x3 + 5x− 2

)
: (x2 + 3) = 2x

−
(
2x3 + 6x

)
zbytek - x+ 2∫

2x3 + 5x− 2

x2 + 3
dx =

∫ (
2x−

x+ 2

x2 + 3

)
dx = |viz kapitola 5.| = x2 − 1

2

∫
2x

x2 + 3
dx−

−2

∫
1

x2 + 3
dx = x2 − 1

2
ln |x2 + 3| − 2√

3
arctg

x√
3

+ C, x ∈ R;

b) Jde o integraci parcionálńıho zlomku typu IV a jeho výpočet je následuj́ıćı:∫
x− 3(
x2 + 4

)2 dx =
1

2

∫
2x(

x2 + 4
)2 dx− 3

4

∫
1 · 4(
x2 + 4

)2 dx =

=
∣∣∣ viz tabulkový integrál (19)

a př.55c) pro n = 2

∣∣∣ =
1

2

(
x2 + 4

)−1
−1

− 3

4

∫
4 +x2 − x2(
x2 + 4

)2 dx =

=
−1

2
(
x2 + 4

) − 3

4

(∫
1

x2 + 4
dx−

∫
x2(

x2 + 4
)2 dx

)
=

−1

2
(
x2 + 4

)−
−3

4
· 1

2
arctg

x

2
+

3

4

∫
x · x(
x2 + 4

)2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣
u = x, v′ =

x(
x2 + 4

)2
u′ = 1, v =

∫
x(

x2 + 4
)2 dx =

−1

2
(
x2 + 4

)
∣∣∣∣∣∣∣ =

=
−1

2
(
x2 + 4

)−3

8
arctg

x

2
+

3

4

(
−x

2
(
x2 + 4

) +
1

2

∫
1

x2 + 4
dx

)
=

−1

2
(
x2 + 4

)−3

8
arctg

x

2
−

− 3x

8
(
x2 + 4

) +
3

8
· 1

2
arctg

x

2
+ C =

−(4 + 3x)

8
(
x2 + 4

) − 3

16
arctg

x

2
+ C, x ∈ R.

• Pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky řešte integrály:

Př́ıklad 85.

∫
5x2 − 27x− 14

(x− 1)(x2 − x− 12)
dx

Řešeńı: Kvadratický trojčlen x2−x−12 má dva reálné kořeny 4 a −3. Proto lze provést
rozklad na kořenové činitele:
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(x− 1)(x2 − x− 12) = (x− 1)(x− 4)(x+ 3).

Daný zlomek se dá napsat jako součet parciálńıch zlomk̊u:

5x2 − 27x− 14

(x− 1)(x− 4)(x+ 3)
=

A

x− 1
+

B

x− 4
+

C

x+ 3
=

=
A(x− 4)(x+ 3) +B(x− 1)(x+ 3) + C(x− 1)(x− 4)

(x− 1)(x− 4)(x+ 3)
⇒

5x2 − 27x− 14 = A(x− 4)(x+ 3) +B(x− 1)(x+ 3) + C(x− 1)(x− 4).

Tato rovnost muśı platit pro všechna reálná x. Dosad́ıme postupně x = 1, x = 4,
x = −3 a vypoč́ıtáme A, B a C:

x = 1 ⇒ 5− 27− 14 = A(−3) · 4 ⇒ −36 = −12A ⇒ A = 3,
x = 4 ⇒ 80− 108− 14 = B · 3 · 7 ⇒ −42 = 21B ⇒ B = −2,
x = −3 ⇒ 45 + 81− 14 = C(−4)(−7) ⇒ 112 = 28C ⇒ C = 4.

Poznámka: KonstantyA, B, C bychom mohli určit též porovnáńım koeficient̊u u stejných
mocnin x na levé a pravé straně. Avšak v tomto př́ıkladu byl výhodněǰśı
postup, kterého jsme užili.

Nyńı se vrát́ıme k danému zlomku a pak i k danému integrálu:

5x2 − 27x− 14

(x− 1)(x− 4)(x+ 3)
=

3

x− 1
− 2

x− 4
+

4

x+ 3
,∫

5x2 − 27x− 14

(x− 1)(x− 4)(x+ 3)
dx = 3

∫
1

x− 1
dx− 2

∫
1

x− 4
dx+ 4

∫
1

x+ 3
dx =

= 3 ln |x− 1| − 2 ln |x− 4|+ 4 ln |x+ 3|+ C = ln

∣∣∣∣(x− 1)3(x+ 3)4

(x− 4)2

∣∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞, −3), x ∈ (−3, 1), x ∈ (1, 4), x ∈ (4, +∞).

Př́ıklad 86.

∫
3x2 + 5x

(x2 − 1)(x− 1)
dx

Řešeńı: Jmenovatel lze rozložit takto:

(x2 − 1)(x− 1) = (x+ 1)(x− 1)(x− 1),

tedy −1 je jednoduchým kořenem a +1 je dvojnásobným kořenem. Potom
integrovaný zlomek se dá napsat jako součet parciálńıch zlomk̊u:

3x2 + 5x

(x+ 1)(x− 1)2
=

A

x+ 1
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
=

=
A(x− 1)2 +B(x+ 1)(x− 1) + C(x+ 1)

(x+ 1)(x− 1)2
⇒

3x2 + 5x = A(x− 1)2 +B(x+ 1)(x− 1) + C(x+ 1)
= A(x2 − 2x+ 1) +B(x2 − 1) + C(x+ 1)
= (A+B)x2 + (−2A+ C)x+ A−B + C.

Porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin x dostáváme následuj́ıćı soustavu pro
A, B a C:
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 A +B = 3
−2A +C = 5
A −B +C = 0

⇒ A = −1

2
, B =

7

2
, C = 4.

∫
3x2 + 5x

(x2 − 1)(x− 1)
dx = −1

2

∫
1

x+ 1
dx+

7

2

∫
1

x− 1
dx+ 4

∫
1

(x− 1)2
dx =

= −1

2
ln |x+ 1|+ 7

2
ln |x− 1|− 4

x− 1
+C, x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, 1), x ∈ (1, +∞).

Př́ıklad 87.

∫
x3 + 4

x(x+ 2)3
dx

Řešeńı:

x3 + 4

x(x+ 2)3
=
A

x
+

B

x+ 2
+

C

(x+ 2)2
+

D

(x+ 2)3
=

=
A(x+ 2)3 +Bx(x+ 2)2 + Cx(x+ 2) +Dx

x(x+ 2)3
⇒

x3 + 4 = A(x+ 2)3 +Bx(x+ 2)2 + Cx(x+ 2) +Dx.

V tomto př́ıkladu urč́ıme konstanty A, B, C a D kombinováńım obou postup̊u.
Nejdř́ıve dosad́ıme za x oba reálné kořeny 0 a −2. Potom vybereme vhodnou
mocninu x, porovnáme jej́ı koeficienty a nakonec dosad́ıme třeba x = −1 a použijeme
již vypoč́ıtané koeficienty.

x = 0 ⇒ 4 = 8A ⇒ A =
1

2
,

x = −2 ⇒ −4 = −2D ⇒ D = 2,

x3 ⇒ 1 = A+B ⇒ B =
1

2
,

x = −1 ⇒ 3 = A−B − C −D ⇒ C = −5.∫
x3 + 4

x(x+ 2)3
dx =

1

2

∫
1

x
dx+

1

2

∫
1

x+ 2
dx− 5

∫
1

(x+ 2)2
dx+ 2

∫
1

(x+ 2)3
dx =

=
1

2
ln |x|+ 1

2
ln |x+ 2|+ 5

x+ 2
− 1

(x+ 2)2
+ C,

x ∈ (−∞, −2), x ∈ (−2, 0), x ∈ (0, +∞).

Př́ıklad 88.

∫
x2 + 2x− 3

(x+ 1)(4x2 + 1)
dx

Řešeńı:

x2 + 2x− 3

(x+ 1)(4x2 + 1)
=

A

x+ 1
+
Bx+ C

4x2 + 1
=
A(4x2 + 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

(x+ 1)(4x2 + 1)
Rightarrow

x2 + 2x− 3 = 4Ax2 + A+Bx2 +Bx+ Cx+ C.

Po porovnáńı koeficient̊u obdrž́ıme soustavu, ze které urč́ıme konstanty A, B a C:
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x2 ⇒ 1 = 4A +B
x1 ⇒ 2 = B +C
x0 ⇒ −3 = A +C

 ⇒ A = −4

5
, B =

21

5
, C = −11

5
.

Vrát́ıme se k danému integrálu a postupně dopoč́ıtáme:∫
x2 + 2x− 3

(x+ 1)(4x2 + 1)
dx = −4

5

∫
1

x+ 1
dx+

1

5

∫
21x− 11

4x2 + 1
dx = −4

5
ln |x+ 1|+

+
21

5 · 8

∫
8x

4x2 + 1
dx− 11

5

∫
1

(2x)2 + 1
dx = −4

5
ln |x+ 1|+ 21

40
ln |4x2 + 1|−

−11

5
· 1

2
arctg 2x+ C, x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, +∞).

Př́ıklad 89.

∫
x

x3 + 1
dx

Řešeńı: Jmenovatel rozlož́ıme x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1) a potom

x

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
=
A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
Rightarrow

x = Ax2 − Ax+ A+Bx2 +Bx+ Cx+ C.

x2 ⇒ 0 = A +B
x1 ⇒ 1 = −A +B +C
x0 ⇒ 0 = A +C

 ⇒ A = −1

3
, B =

1

3
, C =

1

3
.

Nyńı

∫
x

x3 + 1
dx = −1

3

∫
1

x+ 1
dx+

1

3

∫
x+ 1

x2 − x+ 1
dx = −1

3
ln |x+ 1|+

+
1

3

1

2

∫
2x − 1 ↗ +1

x2 − x+ 1
dx+

∫ 1 +
1

2(
x− 1

2

)2
+

3

4

dx

 =

∣∣∣∣ (x2 − x+ 1
)′

= 2x− 1

x2 − x+
1

4
+

3

4
=
(
x− 1

2

)2
+

3

4

∣∣∣∣ =

−1

3
ln |x+1|+ 1

3

1

2
ln |x2 − x+ 1|+ 3

2

∫
1(

x− 1

2

)2
+
(√3

2

)2 dx
 = −1

3
ln |x+1|+

+
1

6
ln |x2 − x+ 1|+ 1

2
· 1
√
3
2

arctg
x− 1

2√
3
2

+ C = −1

3
ln |x+ 1|+ 1

6
ln |x2 − x+ 1|+

+
1√
3

arctg
2x− 1√

3
+ C, x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, +∞).

Př́ıklad 90.∗
∫

2x2 + 21

x4 − 5x2 − 36
dx

Řešeńı: Prvńım krokem bude nalezeńı kořen̊u bikvadratické rovnice x4 − 5x2 − 36 = 0.
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Polož́ıme x2 = z a vyřeš́ıme vzhledem k z:

z2 − 5z − 36 = 0 ⇒ z1,2 =
5±
√

25 + 144

2
=

5± 13

2

〈 9

−4
.

Naṕı̌seme rozklad na součin kořenových činitel̊u:

(z − 9)(z + 4)
z=x2−→

(
x2 − 9

)(
x2 + 4

)
= (x− 3)(x+ 3)

(
x2 + 4

)
.

Daľśım krokem bude rozklad daného zlomku na parciálńı zlomky:
2x2 + 21

(x− 3)(x+ 3)
(
x2 + 4

) =
A

x− 3
+

B

x+ 3
+
Cx+D

x2 + 4
=

=
A(x+ 3)

(
x2 + 4

)
+B(x− 3)

(
x2 + 4

)
+ (Cx+D)(x+ 3)(x− 3)

(x− 3)(x+ 3)
(
x2 + 4

) ⇒

2x2 + 21 = A(x+ 3)
(
x2 + 4

)
+B(x− 3)

(
x2 + 4

)
+ (Cx+D)(x+ 3)(x− 3).

Konstanty A, B, C a D urč́ıme postupně dosazeńım za x = −3, 3, 2i:

x = −3 ⇒ 39 = −6 · 13B ⇒ B = −1

2

x = 3 ⇒ 39 = 6 · 13A ⇒ A =
1

2
x = 2i ⇒ x2 + 4 = 0 ⇒ 13 = (2i C +D)(−4− 9) ⇒ C = 0, D = −1

.

Nyńı dopoč́ıtáme daný integrál:∫
2x2 + 21

(x− 3)(x+ 3)
(
x2 + 4

) dx =
1

2

∫
1

x− 3
dx− 1

2

∫
1

x+ 3
dx−

∫
1

x2 + 4
dx =

=
1

2
ln |x− 3| − 1

2
ln |x+ 3| − 1

2
arctg

x

2
+ C =

1

2
ln
∣∣∣x− 3

x+ 3

∣∣∣− 1

2
arctg

x

2
+ C,

x ∈ (−∞, −3), x ∈ (−3, 3), x ∈ (3, +∞).

Př́ıklad 91.

∫
2x4 + 1

x4 − x2
dx.

Řešeńı: Všimneme si, že čitatel a jmenovatel jsou stejného stupně a proto začneme
děleńım:(

2x4 + 1
)

: (x4 − x2) = 2

−
(
2x4 − 2x2

)
zbytek 2x2 + 1 ⇒ 2x4 + 1

x4 − x2
= 2 +

2x2 + 1

x4 − x2
.

Zlomek
2x2 + 1

x4 − x2
rozlož́ıme na parciálńı zlomky:

2x2 + 1

x2
(
x2 − 1

) =
2x2 + 1

x2(x+ 1)(x− 1)
=
A

x
+
B

x2
+

C

x+ 1
+

D

x− 1
=

=
Ax
(
x2 − 1

)
+B

(
x2 − 1

)
+ Cx2(x− 1) +Dx2(x+ 1)

x2(x+ 1)(x− 1)
,
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2x2 + 1 = Ax
(
x2 − 1

)
+B

(
x2 − 1

)
+ Cx2(x− 1) +Dx2(x+ 1).

Do této identity dosad́ıme postupně za x = 0, 1, −1:

x = 0 ⇒ 1 = −B ⇒ B = −1

x = 1 ⇒ 3 = 2D ⇒ D =
3

2

x = −1 ⇒ 3 = −2C ⇒ C = −3

2

.

Zbývaj́ıćı konstantu A urč́ıme porovnáńım koeficient̊u u x3 :

0 = A+ C +D ⇒ A = 0,

2x2 + 1

x2
(
x2 − 1

) =
−1

x2
− 3

2

1

x+ 1
+

3

2

1

x− 1
.

Vrát́ıme se a dopoč́ıtáme daný integrál:∫
2x4 + 1

x4 − x2
dx =

∫ (
2− 1

x2
− 3

2

1

x+ 1
+

3

2

1

x− 1

)
dx = 2x+

1

x
− 3

2
ln |x+ 1|+

+
3

2
ln |x− 1|+ C = 2x+

1

x
+

3

2
ln
∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, 0), x ∈ (0, 1), x ∈ (1, +∞).

• Vypoč́ıtejte integrály:

92.

∫
1

(x− 3)3
dx

[
−1

2(x− 3)2
+ C, x ∈ (−∞, 3), x ∈ (3,+∞)

]

93.

∫
2x2 − 2x+ 8

x2 − x− 2
dx

 2x+ 4 ln
∣∣∣x− 2

x+ 1

∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞,−1), x ∈ (−1, 2), x ∈ (2, +∞)


94.

∫
1

x3 + 9x2
dx

 1

81
ln
∣∣∣x+ 9

x

∣∣∣− 1

9x
+ C,

x ∈ (−∞,−9), x ∈ (−9, 0), x ∈ (0, +∞)


95.

∫
1

x3 + 9x
dx

[
1

9
ln
∣∣∣ x√
x2 + 9

∣∣∣+ C, x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, +∞)

]

96.

∫
1

x3 − 9x
dx

 1

9

(1

2
ln |x2 − 9| − ln |x|

)
+ C,

x ∈ (−∞,−3), x ∈ (−3, 0), x ∈ (0, 3), x ∈ (3, +∞)


97.

∫
1 + 2x− 2x5

1− x4
dx

 x2 +
1

2
arctgx+

1

4
ln
∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞,−1), x ∈ (−1, 1), x ∈ (1, +∞)



98.∗
∫

dx(
x2 + 1

)(
x3 + x2

)  1

2
ln
|x+ 1|

√
x2 + 1

x2
− 1

2
arctgx− 1

x
+ +C,

x ∈ (−∞,−1), x ∈ (−1, 0), x ∈ (0, +∞)



99.∗
∫

dx

(x+ 1)
(
x2 + 1

)(
x2 − 1

)  1

8
ln
∣∣∣ (x− 1)

(
x2 + 1

)
(x+ 1)3

∣∣∣+
1

4(x+ 1)
− 1

4
arctgx+ +C,

x ∈ (−∞,−1), x ∈ (−1, 1), x ∈ (1, +∞)



100.∗
∫

(x+ 1)2(
x2 + 2x+ 5

)2
 použijte substituci x+ 1 = t

−(x+ 1)

2
(
x2 + 2x+ 5

) +
1

4
arctg

x+ 1

2
+ C, x ∈ R
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7. Integrály typu

∫
R
(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx

Předpokládáme, že ad−bc 6= 0 a n ∈ N. Pomoćı substituce
n

√
ax+ b

cx+ d
= t převedeme

daný integrál na integrál racionálńı funkce vzhledem k t.

• Vypoč́ıtejte integrály:

Př́ıklad 101.

∫
1

(2− x)2
3

√
2− x
2 + x

dx

Řešeńı: Použijeme substituci 3

√
2− x
2 + x

= t, pak
2− x
2 + x

= t3 ⇒

2− x = t3(2 + x) ⇒ 2− 2t3 = t3x+ x ⇒ x =
2
(
1− t3

)
t3 + 1

⇒

dx = 2
−3t2

(
t3 + 1

)
− 3t2

(
1− t3

)(
t3 + 1

)2 dt = 2
−6t2(
t3 + 1

)2 dt.
Dosad́ıme do daného integrálu a postupně uprav́ıme:∫

1

(2− x)2
3

√
2− x
2 + x

dx =

∫
1(

2−
2
(
1− t3

)
t3 + 1

)2 · t · −12 t2(
t3 + 1

)2 dt =

= −12

∫
1(

2
(
t3 + 1

)
− 2
(
1− t3

)
t3 + 1

)2 ·
t3(

t3 + 1
)2 dt = −12

∫
t3(

4t3
)2 dt =

−12

16

∫
1

t3
dt =

= −3

4

t−2

−2
+ C =

3

8

1

t2
+ C =

3

8

1

3

√(2− x
2 + x

)2 + C =
3

8
3

√(2 + x

2− x

)2
+ C;

x ∈ (−∞,−2), x ∈ (−2, 2), x ∈ (2,+∞).

Př́ıklad 102.

∫
2 + 6
√

1 + x
√

1 + x+ 3
√

(1 + x)2
dx

Řešeńı: Integrovaná funkce je racionálńı vzhledem k 6
√

1 + x, proto použijeme substituci

6
√

1 + x = t ⇒ 1 + x = t6 ⇒ dx = 6t5dt,

√
1 + x =

(
6
√

1 + x
)3

= t3, 3
√

(1 + x)2 =
(

3
√

1 + x
)2

=
(

6
√

1 + x
)4

= t4.
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Nyńı dosad́ıme do daného integrálu:∫
2 + 6
√

1 + x
√

1 + x+ 3
√

(1 + x)2
dx =

∫
2 + t

t3 + t4
· 6t5 dt = 6

∫
(2 + t)t5

t3(t+ 1)
dt = 6

∫
t3 + 2t2

t+ 1
dt =

∣∣∣∣ Vyděĺıme
t3 + 2t2

t+ 1
= t2 + t− 1 +

1

t+ 1
a pak př́ımo integrujeme.

∣∣∣∣ = 6

∫ (
t2 + t− 1 +

1

t+ 1

)
dt =

= 6
(t3

3
+
t2

2
−t+ln |t+ 1|

)
+C = 2t3+3t2−6t+6 ln |t+1|+C = 2

√
1 + x+3 3

√
1 + x−

−6 6
√

1 + x+ 6 ln | 6
√

1 + x+ 1|+ C; x ∈ (−1,+∞).

Př́ıklad 103.

∫
1

(1− x)
√

1− x2
dx

Řešeńı: Vzhledem k tomu, že kvadratický výraz pod odmocninou má reálné kořeny, je
možné provést takovou úpravu, aby pod odmocninou zbyl lineárně lomený výraz.∫

1

(1− x)
√

1− x2
dx =

∫
1

(1− x)
√

(1− x)(1 + x)
dx =

∫
1

(1− x)

√
(1− x)2

(1 + x)

1 − x

dx =

∫
1

(1− x)2
√

1 + x

1− x

dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
1 + x

1− x
= t ⇒ 1 + x

1− x
= t2 ⇒ 1 + x = t2 − x t2 ⇒ x =

t2 − 1

t2 + 1
,

dx =
2t
(
t2 + 1

)
−
(
t2 − 1

)
2t(

t2 + 1
)2 dt =

4t(
t2 + 1

)2 dt
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∫
1(

1− t2 − 1

t2 + 1

)2
· t
· 4t(
t2 + 1

)2 dt = 4

∫
1(t2 + 1− t2 + 1

t2 + 1

)2 · 1(
t2 + 1

)2 dt =

= 4

∫
1

4
dt =

∫
dt = t+ C =

√
1 + x

1− x
+ C; x ∈ (−1, 1).

Poznámka: Při úpravě výrazu pod odmocninou jsme použili, že
√

(1− x)2 = |1− x| =
= 1− x, protože x ∈ (−1, 1).

Př́ıklad 104.∗
∫

1
4
√

(2x− 1)3(x+ 3)5
dx

Řešeńı: Opět je možná taková úprava, po které pod odmocninou dostaneme lineárně
lomený výraz.
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∫
1

4
√

(2x− 1)3(x+ 3)5
dx =

∫
1

4

√
(2x− 1)3(2x − 1)

x+ 3

2x − 1
(x+ 3)4

dx =

∫
1

(2x− 1)(x+ 3) 4

√
x+ 3

2x− 1

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

√
x+ 3

2x− 1
= t ⇒ x+ 3

2x− 1
= t4 ⇒

x =
t4 + 3

2t4 − 1
⇒ dx =

−28t3(
2t4 − 1

)2 dt
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
1(2

(
t4 + 3

)
2t4 − 1

− 1
)
·
( t4 + 3

2t4 − 1
+ 3
)
· t
· −28t3(

2t4 − 1
)2 dt =

=

∫
1

2t4 + 6− 2t4 + 1

2t4 − 1
· t

4 + 3 + 6t4 − 3

2t4 − 1

· −28t2(
2t4 − 1

)2 dt =

∫
−28t2

7 · 7t4
dt =

=
−4

7

∫
1

t2
dt =

4

7

1

t
+ C =

4

7
4

√
2x− 1

x+ 3
+ C; x ∈

(1

2
,+∞

)
.

Poznámka: Během výpočtu integrálu jsme použili, že 4
√

(2x− 1)4 = |2x− 1| = 2x− 1

pro x ∈
(1

2
,+∞

)
. Kdybychom byli na intervalu x ∈ (−∞,−3), pak

|2x− 1| = 1− 2x a výsledek integrálu by měl opačné znaménko.

Poznámka: Provedená úprava v předcházej́ıćım př́ıkladu se dá aplikovat obecně
na odmocniny typu:

n
√

(ax+ b)k1n−1(cx+ d)k2n+1 = (ax+ b)k1(cx+ d)k2
n

√
cx+ d

ax+ b
, kde k1, k2 ∈ Z, n ∈ N.

• Vypoč́ıtejte integrály:

105.

∫ 1 +

√
2− x
x+ 1

2− x
dx

 ln
∣∣∣x+ 1

2− x

∣∣∣+ ln
∣∣∣ 3

x+ 1

∣∣∣− 2 arctg

√
2− x
x+ 1

+ C

x ∈ (−1, 2)


106.

∫
1√

x+ 3
√
x
dx

[
2
√
x− 3 3

√
x− ln |1 + 6

√
x|+ 6 6

√
x+ C

x ∈ (0,+∞)

]

107.

∫ √
x2 − 2x

x2
dx

 −2

√
x− 2

x
+ ln

∣∣∣∣√x− 2 +
√
x√

x− 2−
√
x

∣∣∣∣+ C

x ∈ (−∞, 0), x ∈ 〈2,+∞)



108.

∫
dx

3
√

(x+ 1)2(x− 1)4

 3

2
3

√
1 + x

1− x + C

x ∈ (−∞,−1), x ∈ (−1, 1), x ∈ (1,+∞)
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8. Integrály typu

∫
R
(
sinx, cosx

)
dx

Př́ıklad 109. Odvod’te vzorce pro vyjádřeńı funkćı sinx a cosx pomoćı proměnné t,
jestliže zvoĺıme:

a) t = tg
x

2
; b) t = tgx; c) t = cotgx;

Řešeńı:

a) sinx = 2 sin
x

2
· cos

x

2
=

2 sin
x

2
cos

x

2
1

=
∣∣∣1 = sin2 x

2
+ cos2

x

2

∣∣∣ =
2 sin

x

2
cos

x

2

sin2 x

2
+ cos2

x

2

=

=

2
sin x

2

cos x
2

sin2 x
2

cos2 x
2

+ 1

=
2 tg

x

2

tg2 x

2
+ 1

=
∣∣∣tg x

2
= t
∣∣∣ =

2t

t2 + 1
, podobně

cosx = cos2
x

2
− sin2 x

2
=

cos2
x

2
− sin2 x

2

sin2 x

2
+ cos2

x

2

=
1− tg2 x

2

tg2 x

2
+ 1

=
∣∣∣tg x

2
= t
∣∣∣ =

1− t2

t2 + 1
.

b) Nakresĺıme pomocný pravoúhlý trojúhelńık, ve kterém zvoĺıme úhel x a odvěsny tak,
aby tgx = t. Potom

�
�
�
�
�
�

1

x

t
√
t2 + 1 sinx =

t√
t2 + 1

a cosx =
1√
t2 + 1

.

c) Opět nakresĺıme pomocný pravoúhlý trojúhelńık, ve kterém zvoĺıme úhel x a odvěsny
tak,

aby cotgx = t. Potom

�
�
�
�
�
�

t

x

1
√
t2 + 1 sinx =

1√
t2 + 1

a cosx =
t√
t2 + 1

.

Než přistouṕıme k výpočtu integrál̊u typu

∫
R
(
sinx, cosx

)
dx připomeňme si použ́ıvané

substituce:

1) tg
x

2
= t : sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2

1 + t2
dt.

Tato substituce se dá použ́ıt v každém př́ıkladě, avšak neńı vždy nejvýhodněǰśı.

2) Je-li R
(
− sinx, cosx

)
= −R

(
sinx, cosx

)
, pak lze s výhodou použ́ıt sustituci

cosx = t : sinx =
√

1− t2, dx =
−dt√
1− t2

.
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3) Je-li R
(
sinx, − cosx

)
= −R

(
sinx, cosx

)
, pak lze s výhodou použ́ıt sustituci

sinx = t : cosx =
√

1− t2, dx =
dt√

1− t2
.

4) Je-li R
(
− sinx, − cosx

)
= R

(
sinx, cosx

)
, pak lze s výhodou použ́ıt sustituci

tgx = t : sinx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

, dx =
dt

1 + t2
,

(resp. cotgx = t.)

• Vhodnou substitućı vypoč́ıtejte integrály:

Př́ıklad 110.

∫
dx

5− 2 sinx+ cosx

Řešeńı: V tomto př́ıkladě lze z uvedených substitućı použ́ıt jedině substituci tg
x

2
= t,

protože integrovaná funkce nesplňuje žádnou z podmı́nek 2), 3) a 4).

∫
dx

5− 2 sinx+ cosx
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
tg
x

2
= t, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
,

x

2
= arctg t, x = 2 arctg t, dx =

2dt

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
1

5− 2 · 2t
1 + t2

+
1− t2

1 + t2

· 2 dt

1 + t2
=

∫
2 dt

5
(
1 + t2

)
− 4t+ 1− t2

=

∫
2 dt

4t2 − 4t+ 6
=

=
1

2

∫
dt

t2 − t+ 6
4

=
1

2

∫
dt(

t− 1
2

)2
+ 5

4

=
1

2
· 1√

5
4

· arctg
t− 1

2√
5
4

+ C =

=
1√
5

arctg
2t− 1√

5
+ C =

1√
5

arctg
2tg

x

2
− 1

√
5

+ C,

x

2
6= π

2
+ kπ ⇒ x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ), k ∈ Z.

Př́ıklad 111.

∫
dx

(2 + cos x) sin x

Řešeńı: Snadno zjist́ıme, že integrovaná funkce je lichá vzhledem k sinx:

R
(
− sinx, cosx

)
=

1

(2 + cos x) (− sinx)
= − 1

(2 + cos x) sin x
= −R

(
− sinx, cosx

)
,

proto zvoĺıme substituci cos x = t, x = arccos t, viz 2).∫
dx

(2 + cos x) sin x
=

∫
1

(2 + t) ·
√

1− t2
· −1√

1− t2
dt = −

∫
1

(2 + t)
(
1− t2

) dt =
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=

∫
1

(2 + t)
(
t2 − 1

) dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

(2 + t)(t− 1)(t+ 1)
=

A

2 + t
+

B

t− 1
+

C

t+ 1
,

1 = A
(
t2 − 1

)
+B(2 + t)(t+ 1) + C(2 + t)(t− 1),

t = 1 ⇒ 1 = 6B ⇒ B =
1

6
,

t = −1 ⇒ 1 = −2C ⇒ C = −1

2
,

t = −2 ⇒ 1 = 3A ⇒ A =
1

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫ (1

3

1

2 + t
+

1

6

1

t− 1
− 1

2

1

t+ 1

)
dt =

1

3
ln |2 + t|+ 1

6
ln |t− 1|− 1

2
ln |t+ 1|+C =

=
1

3
ln |2 + cos x|+ 1

6
ln | cosx− 1| − 1

2
ln | cosx+ 1| = +C,

sinx 6= 0, cosx 6= ±1 ⇒ x ∈
(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 112.

∫
1 + tg x

sin 2x
dx

Řešeńı: Integrovaná funkce je sudá současně vzhledem k sinx i cosx, viz 4).

R
(
sinx, cosx

)
=

1 +
sinx

cosx
2 sinx cosx

= R
(
− sinx, − cosx

)
= R

(
sinx, cosx

)
.

∫
1 + tg x

sin 2x
dx =

∣∣∣∣∣∣
tgx = t , dx =

1

1 + t2
dt

sinx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

∣∣∣∣∣∣ =

∫
1 + t

2 · t√
1 + t2

· 1√
1 + t2

· 1

1 + t2
dt =

=
1

2

∫
1 + t

t
dt =

1

2

∫ (1

t
+ 1
)
dt =

1

2

(
ln |t|+ t

)
+ C =

1

2

(
ln |tgx|+ tgx

)
+ C,

x 6= k · π
2
⇒ x ∈

(
k
π

2
, (k + 1)

π

2

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 113. Použijte všechny př́ıpustné substituce k výpočtu integrál̊u, srovnejte je a
vyberte nejvhodněǰśı z nich k výpočtu daného integrálu:

a)

∫
tg t

cos 2x
dx; b)

∫
sin3 x · cos5 x dx.

Řešeńı: V obou př́ıkladech lze použ́ıt všechny substituce:

a)

∫
tg t

cos 2x
dx =

∫ sinx

cosx
cos2 x− sin2 x

dx,

1) tg
x

2
= t :

∫ 2t

1− t2(1− t2

1 + t2

)2
−
( 2t

1 + t2

)2 · 2 dt

1 + t2
=

∫
4t
(
1 + t2

)(
1− t2

)((
1− t2

)2 − 4t2
) dt,

2) cosx = t :

∫ √
1− t2
t

t2 −
(
1− t2

) · −1√
1− t2

dt =

∫
−1

t
(
2t2 − 1

) dt,
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3) sinx = t :

∫ t√
1− t2

1− t2 − t2
· 1√

1− t2
dt =

∫
t(

1− 2t2
)(

1− t2
) dt,

4) tgx = t :

∫
t

1

1 + t2
− t2

1 + t2

· dt

1 + t2
=

∫
t

1− t2
dt.

Porovnáme-li výsledné integrály po provedeńı substitućı, vid́ıme, že nejsložitěǰśı je
integrál po použit́ı substituce tg x

2
tedy př́ıpad 1), daľśı je 3), pak 2) a nejjednodušš́ı

je 4). Proto dopoč́ıtáme integrál ze 4).∫
t

1− t2
dt = −1

2

∫
−2t

1− t2
dt = −1

2
ln
∣∣1− t2∣∣+ C = −1

2
ln
∣∣1− tg2x

∣∣+ C

tgx 6= ±1 ⇒ x 6= π
4

+ k π
2

cosx 6= 0 ⇒ x 6= π
2

+ k π ⇒


x ∈

(
−π

4
+ k π, π

4
+ k π

)
, k ∈ Z.

x ∈
(
π
4

+ k π, π
2

+ k π
)

x ∈
(
π
2

+ k π, 3π
4

+ k π
) .

b)

∫
sin3 x · cos5 x dx

1) tg
x

2
= t :

∫ ( 2t

1 + t2

)3(1− t2

1 + t2

)5
· 2 dt

1 + t2
=

∫
16t3

(
1− t2

)5(
1 + t2

)9 dt,

2) cosx = t :

∫ (√
1− t2

)3 · t5 · −1√
1− t2

dt = −
∫ (

1− t2
)
t5 dt,

3) sinx = t :

∫
t3
(√

1− t2
)5 · 1√

1− t2
dt =

∫
t3
(
1− t2

)2
dt,

4) tgx = t :

∫ ( t√
1 + t2

)3( 1√
1 + t2

)5
· 1

1 + t2
dt =

∫
t3(

1 + t2
)5 dt.

Okamžitě vid́ıme, že nejméně výhodná je substituce 1), pak 4), 3) a nejlepš́ı je 2):

−
∫ (

1− t2
)
t5 dt =

∫ (
t7 − t5

)
dt =

t8

8
− t6

6
+ C =

cos8 x

8
− cos6 x

6
+ C, x ∈ R.

Z těchto dvou př́ıklad̊u je jasné, že i když lze už́ıt všechny substituce, zálež́ı na in-
tegrované funkci, která substituce je nejvýhodněǰśı. Většinou nejhorš́ı bývá univerzálńı

substituce tg x
2

= t, i když existuj́ı výjimky. Např.

∫
1

sinx
dx lze vypoč́ıtat nejsnadněji

substitućı tg x
2

= t, viz př. 37e). Protože funkce
1

sinx
je lichá vzhledem k sinx, lze

použ́ıt též substituci cosx = t. Srovnáńı ponecháme čtenář̊um.

Posledńı integrál byl typu
∫

sinn x cosm x dx, kde m a n jsou celá č́ısla. V obecném
př́ıpadě je d̊uležité, zda některé z č́ısel je liché, pak použijeme bud’ substituci sinx = t (m
je liché) nebo cosx = t (n je liché). Jsou-li m a n č́ısla sudá, pak se někdy dá použ́ıt
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substituce tg x = t, resp. cotgx = t, ale pokud m a n jsou kladná sudá č́ısla, pak
zdvojnásobeńım úhlu sńıž́ıme exponenty m a n.

Př́ıklad 114. a)

∫
sin2 x dx; b)

∫
cos4 x dx; c)

∫
sin2 x · cos2 x dx;

d)

∫
sin2 x

cos4 x
dx; e)

∫
cos4 x

sin4 x
dx; f)

∫
1

sin4 x cos2 x
dx.

Řešeńı:

a)

∫
sin2 x dx =

∫
1− cos 2x

2
dx =

1

2

(
x− sin 2x

2

)
+ C, x ∈ R;

b)

∫
cos4 x dx =

∫ (
cos2 x

)2
dx =

∫ (1 + cos 2x

2

)2
dx =

1

4

∫ (
1 + 2 cos 2x+ cos2 2x

)
dx =

=
1

4

∫ (
1 + 2 cos 2x+

1 + cos 4x

2

)
dx =

1

4

(
x+ 2

sin 2x

2
+

1

2

(
x+

sin 4x

4

))
+ C =

=
1

4

(3

2
x+ sin 2x+

sin 4x

8

)
+ C, x ∈ R;

c)

∫
sin2 x · cos2 x dx =

1

4

∫
(2 sinx cosx)2 dx =

1

4

∫ (
sin 2x

)2
dx =

1

4

∫
1− cos 4x

2
dx =

=
1

8

(
x− sin 4x

4

)
+ C, x ∈ R;

d)

∫
sin2 x

cos4 x
dx =

∫ ( sinx

cosx

)2
· dx

cos2 x
=

∣∣∣∣ tgx = t

1

cos2 x
dx = dt

∣∣∣∣ =

∫
t2 dt =

t3

3
+C =

tg3 x

3
+C,

x 6= (2k + 1)
π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z;

e)

∫
cos4 x

sin4 x
dx =

∫
cos2 x

sin2 x
· cos2 x

dx

sin2 x
=

∣∣∣∣∣∣
cotgx = t, − dx

sin2 x
= dt

cos2 x =
t2

1 + t2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
t2 · t2

1 + t2
· (−dt) = −

∫
t4 −1 + 1

1 + t2
dt = −

∫ (
t2 − 1 +

1

1 + t2

)
dt =

= −
(t3

3
− t− arccotg t

)
+C =

∣∣∣∣ t = cotgx pro x ∈ (0, π)

je arccotg (cotgx) = x

∣∣∣∣ = −cotg3 x

3
+ cotg x+x+C,

x ∈ (0, π);

f)

∫
1

sin4 x cos2 x
dx =

∫
1

sin4 x
· dx

cos2 x
=

∣∣∣∣∣∣
tgx = t,

dx

cos2 x
= dt

sinx =
t√

1 + t2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫ (
1 + t2

)2
t4

dt =

∫
1 + 2t2 + t4

t4
dt =

∫ ( 1

t4
+

2

t2
+ 1
)
dt = − 1

3t3
− 2

t
+ t+ C =
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=

∣∣∣∣ t = tgx

1

t
= cotgx

∣∣∣∣ = −1

3
cotg3 x− 2 cotgx+ tgx+ C,

x 6= k
π

2
⇒ x ∈

(
k
π

2
, (k + 1)

π

2

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 115. a)

∫
sinx

cos5 x
dx; b)

∫
sin3 x

cos5 x
dx; c)

∫
1

sin3 x cosx
dx;

d)

∫
sin3 x · cos3 x dx; e)

∫
tg3 xdx; f)

∫
cos5 x

sin3 x
dx.

Řešeńı: V těchto př́ıkladech se daj́ı použ́ıt všechny čtyři substituce uvedené na začátku
této kapitoly. Vybereme vždy tu nejvhodněǰśı a zbývaj́ıćı ponecháme čtenáři.

a)

∫
sinx

cos5 x
dx =

∣∣∣∣ cosx

− sinx dx = dt

∣∣∣∣ = −
∫
dt

t5
=

1

4t4
+ C =

1

4 cos4 x
+ C,

x 6= (2k + 1)
π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z;

b)

∫
sin3 x

cos5 x
dx =

∫
sin3 x

cos3 x
· dx

cos2 x
=

∣∣∣∣ tgx = t

1

cos2 x
dx = dt

∣∣∣∣ =

∫
t3 dt =

t4

4
+ C =

tg4 x

4
+ C,

x 6= (2k + 1)
π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z;

c)

∫
1

sin3 x cosx
dx =

∫
1

sinx cosx
· dx

sin2 x
=

∣∣∣∣∣∣
cotgx = t,

dx

sin2 x
= −dt

sinx =
1√

1 + t2
, cosx =

t√
1 + t2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
−dt

1√
1 + t2

· t√
1 + t2

= −
∫

1 + t2

t
dt = −

∫ (1

t
+ t
)
dt = − ln |t| − t2

2
+ C =

= − ln |cotgx| − cotg2 x

2
+ C = ln |tgx| − cotg2 x

2
+ C,

x 6= k
π

2
⇒ x ∈

(
k · π

2
, (k + 1)

π

2

)
, k ∈ Z;

d)

∫
sin3 x · cos3 x dx =

1

8

∫ (
2 sin x cosx

)3
dx =

1

8

∫
sin3 2x dx =

1

8

∫
sin2 2x · sin 2x dx =

=
1

8

∫ (
1− cos2 2x

)
sin 2x dx =

∣∣∣∣ cos 2x = t

−2 sin 2x dx = dt

∣∣∣∣ = −1

8
· 1

2

∫ (
1− t2

)
dt =

= − 1

16

(
t− t3

3

)
+ C = − 1

16

(
cos 2x− cos3 2x

3

)
+ C, x ∈ R;

e)

∫
tg3 x dx =

∫
sin3 x

cos3 x
dx =

∫
sin2 x · sinx

cos3 x
dx =

∣∣∣∣ cosx = t

− sinx dx = dt

∣∣∣∣ =
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= −
∫

1− t2

t3
dt =

∫ (
− 1

t3
+

1

t

)
dt =

1

2t2
+ ln |t|+ C =

1

2 cos2 x
+ ln | cosx|+ C,

x 6= (2k + 1)
π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z;

f)

∫
cos5 x

sin3 x
dx =

∫
cos4 x · cosx

sin3 x
dx =

∫ (
1− sin2 x

)2 · cosx

sin3 x
dx =

∣∣∣∣ sinx = t

cosx dx = dt

∣∣∣∣ =

=

∫ (
1− t2

)2
t3

dt =

∫
1− 2t2 + t4

t3
dt =

∫ ( 1

t3
− 2

t
+ t
)
dt =

−1

2t2
−2 ln |t|+ t2

2
+C =

= − 1

2 sin2 x
− 2 ln | sinx|+ sin2 x

2
+ C,

x 6= k π ⇒ x ∈
(
k π, (k + 1)π

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 116. a)

∫
sin3 xcos4 x dx; b)

∫
sin2 x

cosx
dx.

Řešeńı:
a) Integrovaná funkce je lichá vzhledem k funkci sin x, proto použijeme substituci

t = cosx, dt = − sinx dx :∫
sin3 x · cos4 x dx =

∫
sin2 x · cos4 x · sinx dx = −

∫ (
1− t2

)
t4 dt = −t

5

5
+
t7

7
+C =

= −cos5 x

5
+

cos7 x

7
+ C, x ∈ R;

b) Integrovaná funkce je lichá k funkci cosx, proto t = sinx, dt = cosx dx :∫
sin2 x

cosx
dx =

∫
sin2 x · cosx

cos2 x
dx =

∫
t2

1− t2
dt = −

∫
t2 −1 + 1

t2 − 1
dt =

= −
∫ (

1 +
1

t2 − 1

)
dt = −

(
t+

1

2
ln
∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣)+C = −
(

sinx+
1

2
ln
∣∣∣sinx− 1

sinx+ 1

∣∣∣)+ C ,

x 6= (2k + 1)
π

2
⇒ x ∈

(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z;

Př́ıklad 117.∗ a)

∫
sinx · cos 4x dx; b)

∫
cos 2x · sin 4x dx;

c)

∫
sin 2x · sin x

3
dx; d)

∫
cosx · cos 3x · cos 5x dx.

Řešeńı: Integrály těchto typ̊u lze vypoč́ıtat použit́ım součtových vzorc̊u;

(1) sin ax · sin bx =
1

2

(
cos (a− b)x− cos (a+ b)x

)
,

(2) sin ax · cos bx =
1

2

(
sin (a+ b)x+ sin (a− b)x

)
,

40



(3) cos ax · cos bx =
1

2

(
cos (a+ b)x+ cos (a− b)x

)
.

a)

∫
sinx · cos 4x dx

(2)
=

1

2

∫ (
sin 5x+ sin (−3)x

)
dx =

1

2

∫ (
sin 5x− sin 3x

)
dx =

=
1

2

(− cos 5x

5
+

cos 3x

3

)
+ C, x ∈ R;

b)

∫
cos 2x · sin 4x dx

(2)
=

1

2

∫ (
sin 6x+ sin 2x

)
dx =

1

2

(
−cos 6x

6
− cos 2x

2

)
+ C, x ∈ R;

c)

∫
sin 2x·sin x

3
dx

(1)
=

1

2

∫ (
cos

5

3
x−cos

7

3
x
)
dx =

1

2

(3

5
sin

5

3
x−3

7
sin

7

3
x
)

+C, x ∈ R;

d)

∫
cosx · cos 3x · cos 5x dx

(3)
=

1

2

∫ (
cos 4x+ cos 2x

)
cos 5x dx =

=
1

2

∫ (
cos 4x·cos 5x+cos 2x·cos 5x

)
dx

(3)
=

1

4

∫ (
cos 9x+ cosx+ cos 7x+ cos 3x

)
dx =

=
1

4

(sin 9x

9
+

sin 7x

7
+

sin 3x

3
+ sinx

)
+ C, x ∈ R.

• Vypoč́ıtejte integrály:

118.

∫
dx

1 + sin x

[
−2

1 + tg x
2

+ C, x 6= −π
2

+ 2kπ

]

119.

∫
1 + sin x(

1 + sin2 x
)

cosx
dx

 1

4
ln |sin2 x+ 1| − 1

2
ln |sinx− 1|+ 1

2
arctg (sinx) + C,

x 6= (2k + 1)
π

2


120.

∫
(1 + cos x) sinx

2− sin2 x
dx

[
−1

2
ln |1 + cos2 x| − arctg (cosx) + C,

x ∈ R

]

121.

∫
dx

1 + sin2 x

[
1√
2

arctg
(√

2 tgx
)

+ C, x ∈ R
]

122.

∫
sin3 x cos2 x dx

[
−cos3 x

3
+

cos5 x

5
+ C, x ∈ R

]

123.

∫
sin3 x

cosx
dx

[
− ln |cosx|+ cos2 x

2
+ C, x 6= (2k + 1)

π

2

]

124.

∫ (
sin2 x cos2 x+ cos4 x

)
dx

[
1

2
x+

1

4
sin 2x+ C, x ∈ R

]

125.

∫
1

sin2 x cos2 x
dx

[
−2 cotg 2x+ C, x 6= k · π

2

]
126.

∫
cos5 x dx

[
sinx− 2

3
sin3 x+

1

5
sin5 x+ C, x ∈ R

]

127.

∫
cos 3x · cos2 x dx

[
sin 5x

20
+

sin 3x

6
+

sinx

4
+ C, x ∈ R

]

128.

∫
sin 4x · sin 7x · cosx dx

[
1

4

( sin 2x

2
+

sin 4x

4
− sin 10x

10
− sin 12x

12

)
+ C, x ∈ R

]

129.

∫
sin 2x · cos 2x · cos 4x dx

[
− 1

32
cos 8x+ C, x ∈ R

]
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9.∗ Integrály typu

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx - Eulerovy substituce

Integrály tohoto typu lze řešit užit́ım substitućı:

(1) a > 0 :
√
ax2 + bx+ c = ±x

√
a+ t

(2) c > 0 :
√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c

(3)
√
ax2 + bx+ c =

√
a(x− x1)(x− x2) = t(x− x1), kde x1, x2 ∈ R.

• Pomoćı Eulerových substitućı vypočtěte integrály:

Př́ıklad 130.

∫
1

x+
√
x2 + x+ 3

dx

Řešeńı: V tomto př́ıkladě lze použ́ıt jak substituci (1), tak i (2). Vybereme si (1),
abychom pracovali s celoč́ıselnými koeficienty:

∫
1

x+
√
x2 + x+ 3

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a = 1 :

√
x2 + x+ 3 = x+ t

x2 + x+ 3 = x2 + 2xt+ t2 ⇒ x− 2xt = t2 − 3

x =
t2 − 3

1− 2t
, dx =

−2
(
t2 − t+ 3

)
(1− 2t)2

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
1

t2 − 3

1− 2t
+
t2 − 3

1− 2t
+ t

·
−2
(
t2 − t+ 3

)
(1− 2t)2

dt = −2

∫
t2 − t+ 3(

2t2 − 6 + t− 2t2
)
(1− 2t)

dt =

= 2

∫
t2 − t+ 3

(t− 6)(2t− 1)
dt =

∣∣∣∣ vyděĺıme 2
(
t2 − t+ 3

)
:
(
2t2 − 13t+ 6

)
a rozlož́ıme na parciálńı zlomky

∣∣∣∣ =

∫ (
1 +

6

t− 6
−

− 1

2t− 1

)
dt = t+6 ln |t− 6|−1

2
ln |2t− 1|+C = |t =

√
x2 + x+ 3−x| =

√
x2 + x+ 3−

−x+ 6 ln |
√
x2 + x+ 3− x− 6| − 1

2
ln |2
√
x2 + x+ 3− 2x− 1|+ C.

Z podmı́nky x+
√
x2 + x+ 3 6= 0 ⇒ x 6= −3 ⇒ x ∈ (−∞,−3), x ∈ (−3,+∞).

Př́ıklad 131.

∫
1

x
√

4− 2x− x2
dx

Řešeńı: Zde je a = −1 < 0, ale c = 4 > 0, proto použijeme druhou substituci:

∫
1

x
√

4− 2x− x2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
4− 2x− x2 = xt+ 2

4− 2x− x2 = x2t2 + 4xt+ 4 ⇒ −2− x = xt2 + 4t

x =
−2− 4t

1 + t2
, dx =

4t2 + 4t− 4(
1 + t2

)2 dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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=

∫
1

−2− 4t

1 + t2
·
(−2− 4t

1 + t2
· t+ 2

) · 4t2 + 4t− 4(
1 + t2

)2 dt =

=

∫
4t2 + 4t− 4

(−2− 4t)
(
−2t− 4t2 + 2 + 2t2

) dt =

∫
4
(
t2 + t− 1

)
−2(1 + 2t) · (−2)

(
t2 + t− 1

) dt =

=

∫
1

1 + 2t
dt =

1

2
ln |1 + 2t|+ C =

∣∣∣∣∣∣
√

4− 2x− x2 = xt+ 2

t =

√
4− 2x− x2 − 2

x

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2
ln

∣∣∣∣∣1 +
2
(√

4− 2x− x2 − 2
)

x

∣∣∣∣∣+ C.

Z podmı́nek x 6= 0 a 4− 2x− x2 > 0 ⇒
{

x2 + 2x− 4 < 0 ⇒ x1,2 = −1±
√

5

x ∈
(
−1−

√
5, −1 +

√
5
)
r {0}

}
=

dostáváme x ∈
(
−1−

√
5, 0

)
, x ∈

(
0, −1 +

√
5
)
.

Př́ıklad 132.

∫
1

(x− 2)
√
−3 + 4x− x2

dx

Řešeńı: V tomto př́ıkladě je a = −1 < 0 a c = −3 < 0. Zbývá posledńı možnost, a sice
existence reálných kořen̊u rovnice

−x2 + 4x− 3 = 0 ⇒ x1,2 =
−4±

√
16− 12

−2
=
〈

1
3

.

Využijeme tyto kořeny a naṕı̌seme daný kvadratický trojčlen pomoćı kořenových
činitel̊u

−x2 + 4x− 3 = −
(
x2 − 4x+ 3

)
= −(x− 1)(x− 3) = (x− 1)(3− x).∫

1

(x− 2)
√
−3 + 4x− x2

dx =

∫
1

(x− 2)
√

(x− 1)(3− x)
dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
(x− 1)(3− x) = t · (x− 1) ⇒ (x− 1)(3− x) = t2(x− 1)2

3− x
x− 1

= t2 ⇒ 3− x = t2x− t2

x =
3 + t2

t2 + 1
⇒ dx =

−4t(
t2 + 1

)2 dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
1(3 + t2

t2 + 1
− 2
)
·
[
t ·
(3 + t2

t2 + 1
− 1
)] · −4t(

t2 + 1
)2 dt =

=

∫
−4t(

3 + t2 − 2t2 − 2
)
· t ·
(
3 + t2 − t2 − 1

) dt =

∫
−4(

1− t2
)
· 2
dt = 2

∫
dt

t2 − 1

(17)
=

= 2 · 1

2
ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t =

√
(x− 1)(3− x)

x− 1
=

=

√
3− x
x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
√

3− x
x− 1

− 1√
3− x
x− 1

+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+ C =
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= ln

∣∣∣∣∣
√

3− x−
√
x− 1√

3− x+
√
x− 1

∣∣∣∣∣+ C.

Z podmı́nek x− 2 6= 0 a −3 + 4x− x2 > 0 dostáváme x ∈ (1, 2), x ∈ (2, 3).

• Vypoč́ıtejte integrály:

133.

∫
dx

(1 + x)
√
x2 + x+ 1

 ln

∣∣∣∣√x2 + x+ 1− x− 2√
x2 + x+ 1− x

∣∣∣∣+ C

x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, +∞)


134.

∫
x− 1

x2
√

2x2 − 2x+ 1
dx

 1

x

√
2x2 − 2x+ 1 + C

x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, +∞)



135.

∫
dx

(x+ 4)
√
x2 + 3x− 4

 2

5

√
x− 1

x+ 4
+ C

x ∈ (−∞, −4), x ∈ (1, +∞)


136.

∫
x dx√

3− 2x2 − x4

 1

2
arcsin

x2 + 1

2
+ C

x ∈ (−1, 1)



Poznámka: Zpracováńı a dosazováńı Eulerových substitućı je velmi zdlouhavé až těžkopádné,
ale má tu výhodu, že vždy vede na integraci racionálńı funkce vzhledem
k proměnné t.

Poznámka: V daľśı kapitole budeme opět řešit integrály

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx,

avšak použijeme goniometrické substituce.
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10. Integrály typu

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx - goniometrické substituce

Kvadratický výraz ax2+bx+c uprav́ıme na součet nebo rozd́ıl čtverc̊u pomoćı substituce

z = x+
b

2a
a označeńı a = ±m2, c− b2

4a
= ±n2:

I. m2z2 + n2 II. n2 −m2z2

III. m2z2 − n2 IV. −m2z2 − n2,

kde IV. nenastane, protože pracujeme v oboru reálných č́ısel. Potom daný integrál∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx přejde v jeden z integrál̊u:

I.

∫
R
(
z,
√
m2z2 + n2

)
dz, II.

∫
R
(
z,
√
n2 −m2z2

)
dz, III.

∫
R
(
z,
√
m2z2 − n2

)
dz.

Možné substituce v jednotlivých př́ıpadech jsou následuj́ıćı:

I.
√
m2z2 + n2 = n

√
m2z2

n2
+ 1 ⇒ substituce :

mz

n
= tg t,

(
resp. cotg t

)
z =

n

m
tg t, dz =

n

m

dt

cos2 t
,

√
m2z2 + n2 = n

√
tg2 t+ 1 = n

√
sin2 t

cos2 t
+ 1 =

n

cos t
;

II.
√
n2 −m2z2 = n

√
1− m2z2

n2
⇒ substituce :

mz

n
= sin t,

(
resp. cos t

)
z =

n

m
sin t, dz =

n

m
cos t dt,

√
n2 −m2z2 = n

√
1− sin2 t = n cos t;

III.
√
m2z2 − n2 = n

√
m2z2

n2
− 1 ⇒ substituce :

mz

n
=

1

sin t
,

(
resp.

1

cos t

)
z =

n

m

1

sin t
, dz =

n

m
· − cos t

sin2 t
dt,

√
m2z2 − n2 = n

√
1

sin2 t
− 1 = n

√
1− sin2 t

sin2 t
= n

cos t

sin t
.

Př́ıklad 137.

∫ √
x2 + 9

x
dx

Řešeńı: Integrál je typu I.

∫ √
x2 + 9

x
dx =

∫ 3 ·
√
x2

9
+ 1

x
dx = 3

∫ √(x
3

)2
+ 1

x
dx =

45



=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x

3
= tg t, x = 3 tg t, dx =

3

cos2 t
dt,√(x

3

)2
+ 1 =

√
tg2 t+ 1 =

1

cos t

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∫ 1

cos t
3 tg t

· 3 dt

cos2 t
= 3

∫
1

sin t · cos2 t
dt =

= 3

∫
sin t dt

sin2 t · cos2 t
=

∣∣∣∣ cos t = u

− sin t dt = du

∣∣∣∣ = 3

∫
−du(

1− u2
)
u2

= −3

∫
1 −u2 + u2(

1− u2
)
u2

du =

= −3

∫ ( 1

u2
+

1

1− u2
)
du = −3

(
−1

u
+

1

2
ln
∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣)+ C =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u = cos t, tg t =
x

3
,

t = arctg
x

3
, u = cos

(
arctg

x

3

)
=

1√
1 +

[
tg
(

arctg
x

3

)]2 =
1√

1 +
x2

9

=
3√

9 + x2
,

použijeme-li, že cosα =
1√

1 + tg2 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
3
√

9 + x2

3
− 3

2
ln

∣∣∣∣∣
√

9 + x2 + 3√
9 + x2 − 3

∣∣∣∣∣+ C, x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0,∞).

Př́ıklad 138.

∫ √
2x− x2 dx

Řešeńı: Výraz pod odmocninou doplńıme na čtverec a pak vybereme vhodnou substituci:∫ √
1 −

(
x2 − 2x+1

)
dx =

∫ √
1− (x− 1)2 dx =

∣∣∣∣∣∣
Podle II.substituce

x− 1 = sin t, dx = cos t dt,√
1− (x− 1)2 =

√
1− sin2 t = cos t

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
cos t · cos t dt =

∫
1 + cos 2t

2
dt =

1

2

(
t+

sin 2t

2

)
+C =

∣∣∣∣ sin t = x− 1, t = arcsin (x− 1)

cos t =
√

1− sin2 t =
√

2x− x2

∣∣∣∣ =

=
1

2

(
t+ sin t · cos t

)
+ C =

1

2

(
arcsin (x− 1) + (x− 1)

√
2x− x2

)
+ C.

Z podmı́nky 2x− x2 ≥ 0 plyne x ∈ 〈0, 2〉.

Př́ıklad 139.

∫
1

x2
√

4x2 − 1
dx

Řešeńı: Substituce bude III. typu:

∫
1

x2
√

4x2 − 1
dx =

∣∣∣∣∣∣
√

4x2 − 1 =
√

(2x)2 − 1 ⇒ 2x =
1

sin t
, x =

1

2 sin t
,

dx =
− cos t

2 sin2 t
dt,

√
4x2 − 1 =

√
1

sin2 t
− 1 =

cos t

sin t

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫
1

1

4 sin2 t
· cos t

sin t

· − cos t

2 sin2 t
dt = −2

∫
sin t dt = 2 cos t+ C =
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=

∣∣∣∣∣∣
x =

1

2 sin t
, sin t =

1

2x
,

cos t =
√

1− sin2 t =

√
1−

( 1

2x

)2
∣∣∣∣∣∣ = 2

√
1− 1

4x2
+ C =

√
4x2 − 1

x
+ C.

Z podmı́nek x 6= 0, 4x2 − 1 > 0 ⇒ x ∈
(
−∞,−1

2

)
, x ∈

(1

2
,+∞

)
.

Poznámka: Teoreticky v každém integrálu

∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx lze použ́ıt jak

Eulerovy tak i goniometrické substituce, ale výběr výhodné substituce je
závislý na konkrétńım integrálu, který poč́ıtáme. Obecně můžeme psát:∫

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

Eul. sub.−→
∫
R1(t) dt,∫

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

gon. sub.−→
∫
R1(sin t, cos t) dt

tg t
2
=z

−→
∫
R2(z) dz.

• Vypoč́ıtejte integrály:

140.

∫ √
1− x2 dx

[
1

2

(
arcsinx+ x

√
1− x2

)
+ C,

x ∈ 〈−1, 1〉

]

141.

∫ √
x2 − 9

x3
dx

 −1

6

(
arcsin

3

x
+

3
√
x2 − 9

x2

)
+ C,

x ∈ (−∞, −3〉, x ∈ 〈3, +∞)



142.

∫ √
1 + 9x2

x2
dx

 −
√

1 + 9x2

x
+

3

2
ln

∣∣∣∣√1 + 9x2 + 3x√
1 + 9x2 − 3x

∣∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, +∞)



143.

∫ √
a2 − x2
x

dx

 √
a2 − x2 +

a

2
ln

∣∣∣∣√a2 − x2 − a√
a2 − x2 + a

∣∣∣∣+ C,

x ∈ 〈−a, 0), x ∈ (0, a〉


144.

∫
x
√
x2 + 5 dx

[
1

3
(x2 + 5)

√
x2 + 5 + C,

x ∈ R

]

145.

∫ √
4− x2
x2

dx

 −√4− x2
x

− arcsin
x

2
+ C,

x ∈ 〈−2, 0), x ∈ (0, 2〉
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11. Smı́̌sené př́ıklady

• V jednotlivých př́ıkladech uved’te všechny zp̊usoby vedoućı k řešeńı integrál̊u,
porovnejte je a vyberte nejvhodněǰśı z nich ke konkrétńımu výpočtu:

Př́ıklad 146.

∫
x3

(x− 2)10
dx

Řešeńı:
1) Prvńı možnost́ı je rozklad na parciálńı zlomky, avšak představa, že jich bude 10( A1

x− 2
+

A2

(x− 2)2
+ . . .+

A10

(x− 2)10

)
nás okamžitě odrad́ı.

2) Druhá možnost je použ́ıt substituci x− 2 = t, dx = dt, x = t+ 2. Potom∫
x3

(x− 2)10
dx =

∫
(t+ 2)3

t10
dt =

∫
t3 + 6t2 + 12t+ 8

t10
dt =

=

∫ ( 1

t7
+

6

t8
+

12

t9
+

8

t10

)
dt =

−1

6t6
− 6

7t7
− 12

8t8
− 8

9t9
+ C =

=
−1

6(x− 2)6
− 6

7(x− 2)7
− 3

2(x− 2)8
− 8

9(x− 2)9
+ C,

x ∈ (−∞, 2), x ∈ (2, +∞).

Př́ıklad 147.

∫
x3
(
1− 2x2

)19
dx

Řešeńı:
1) Čistě teoreticky můžeme

(
1− 2x2

)19
rozepsat pomoćı binomické věty, potom vše

člen po členu vynásobit x3 a zintegrovat.

2) Vzhledem k tomu, že máme před závorkou lichou mocninu x3, lze použ́ıt substituci

1− 2x2 = t, x2 =
1− t

2
, 2x dx = −1

2
dt, x dx = −1

4
dt. Potom∫

x3
(
1− 2x2

)19
dx =

∫
x2
(
1− 2x2

)19 · xdx =

∫
1− t

2
· t19 ·

(
−1

4

)
dt =

= −1

8

∫
(1− t) t19 dt = −1

8

∫ (
t19 − t20

)
dt = −1

8

(t20
20
− t21

21

)
+ C =

= −1

8

((
1− 2x2

)20
20

−
(
1− 2x2

)21
21

)
+ C, x ∈ R.
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Př́ıklad 148.

∫
cosx√

1 + sin2 x
dx

Řešeńı: Jediná pro nás možná substituce je sinx = t, cosx dx = dt. Potom∫
cosx√

1 + sin2 x
dx =

∫
dt√

1 + t2
= ln |t+

√
1 + t2|+ C = ln

∣∣∣sinx+
√

1 + sin2 x
∣∣∣+C,
x ∈ R.

Př́ıklad 149.

∫
x arctgx√

1 + x2
dx

Řešeńı:
1) Použijeme integračńı metodu per partes.

∫
x arctgx√

1 + x2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣
u = arctgx, v′ =

x√
1 + x2

u′ =
1

1 + x2
v =

1

2

∫
2x√

1 + x2
dx =

√
1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
√

1 + x2 · arctgx−
∫ √

1 + x2

1 + x2
dx =

√
1 + x2 · arctgx−

∫
dx√

1 + x2
=

=
√

1 + x2 arctgx− ln
∣∣x+

√
1 + x2

∣∣+ C, x ∈ R;

2) Použijeme substituci x = tg t, potom arctgx = t, dx =
1

cos2 t
dt,

√
1 + x2 =

√
1 + tg2 t =

1

cos t
:∫

x arctgx√
1 + x2

dx =

∫
tg t · t

1

cos t

· dt

cos2 t
=

∫
t · sin t

cos2 t
dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = t, v′ =

sin t

cos2 t

u′ = 1 v =

∫
sin t

cos2 t
dt =

1

cos t

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
t

cos t
−
∫

1

cos t
dt = . . .

Prvńı možnost byla lepš́ı, protože integrál jsme dopoč́ıtali bez použit́ı substituce.
Ve druhém př́ıpadě jsme začali substitućı, potom jsme použili metodu per partes

a je zapotřeb́ı daľśı substituce k výpočtu integrálu

∫
1

cos t
dt.

Př́ıklad 150.

∫
tg5 x dx

Řešeńı: V tomto př́ıkladu jsou možné všechny substituce z kapitoly 7.

1) tg
x

2
= t :

∫ (
2t

1− t2

)5

· 2dt

1 + t2
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2) sinx = t :

∫
t5(

1− t2
)3 dt

3) cosx = t : −
∫ (

1− t2
)2

t5
dt

4) tgx = t :

∫
t5 · dt

1 + t2

Z praktického hlediska je nejlepš́ı 3. substituce. O málo horš́ı je 4. substituce.
Integrál dopoč́ıtáme právě pomoćı 3. substituce.∫

tg5 x dx =
∣∣cosx = t

∣∣ = −
∫ (

1− t2
)2

t5
dt = −

∫
1− 2t2 + t4

t5
dt =

= −
∫ ( 1

t5
− 2

t3
+

1

t

)
dt =

1

4t4
− 1

t2
− ln |t|+ C =

1

4 cos4 x
− 1

cos2 x
− ln |cosx|+ C,

x ∈
(
−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 151.

∫
x3√
x2 + 1

dx

Řešeńı:
1) 1. Eulerova substituce:

√
x2 + 1 = x+ t ⇒ x2 + 1 = x2 + 2xt+ t2 ⇒ x =

1− t2

2t
, dx =

1

2

−t2 − 1

t2
dt,

∫
x3√
x2 + 1

dx =

∫ (1− t2

2t

)3
1− t2

2t
+ t

· 1

2
· −t

2 − 1

t2
dt =

∫ (
1− t2

)3(−t2 − 1
)

8t3 · 1− t2 + 2t2

2t
· 2t2

dt =

= −1

8

∫ (
1− t2

)3
t4

dt;

2) 2. Eulerova substituce:

√
x2 + 1 = xt+ 1 ⇒ x2 + 1 = x2t2 + 2xt+ 1 ⇒ x =

2t

1− t2
, dx =

2
(
1 + t2

)(
1− t2

)2 dt,
∫

x3√
x2 + 1

dx =

∫ ( 2t

1− t2
)3

2t

1− t2
· t+ 1

·
2
(
1 + t2

)(
1− t2

)2 dt =

=

∫
16t3

(
1 + t2

)
(
1− t2

)3 · 2t2 + 1− t2

1− t2
·
(
1− t2

)2 dt = 16

∫
t3(

1− t2
)4 dt;
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3) x = tg t, dx =
1

cos2 t
dt,
√
x2 + 1 =

1

cos t
,

∫
x3√
x2 + 1

dx =

∫
tg3 t

1

cos t

· 1

cos2 t
dt =

∫
sin3 t

cos4 t
dt.

4) Všimneme-li si, že integrál je typu
∫
f(x2) · x dx, kde f(x2) =

x2√
x2 + 1

,

pak se nab́ıźı jednoduchá substituce x2 = t, dokonce výhodněǰśı bude zvolit

1 + x2 = t, 2x dx = dt :∫
x3√
x2 + 1

dx =
1

2

∫
t− 1√
t
dt =

1

2

∫ (√
t− 1√

t

)
dt =

1

2

(2t
3
2

3
− 2t

1
2

)
+ C =

=
1

3
t
√
t−
√
t+ C =

√
t
(1

3
t− 1

)
+ C =

√
x2 + 1 ·

(1

3

(
x2 + 1

)
− 1
)

+ C =

=
√
x2 + 1 · x

2 − 2

3
+ C, x ∈ R.

Př́ıklad 152.

∫
1 +
√

1− x2

1−
√

1− x2
dx

Řešeńı: K výpočtu tohoto integrálu lze použ́ıt čtyři odlǐsné postupy:

1) 2. Eulerova substituce:

√
1− x2 = xt+ 1 ⇒ 1− x2 = x2t2 + 2xt+ 1 ⇒ x = − 2t

1 + t2
, dx =

2
(
t2 − 1

)(
1 + t2

)2 dt,
∫

1 +
√

1− x2

1−
√

1− x2
dx =

∫ 1− 2t2

1 + t2
+ 1

1 +
2t2

1 + t2
− 1

·
2
(
t2 − 1

)(
1 + t2

)2 dt = 2

∫
t2 − 1

t2
(
1 + t2

)2 dt;

2) 3. Eulerova substituce:
√

1− x2 =
√

(1− x)(1 + x) = (1 + x) · t ⇒ (1− x)(1 + x) = (1 + x)2 t2 ⇒

⇒ 1− x = (1 + x) t2 ⇒ x =
1− t2

1 + t2
, dx =

−4t(
1 + t2

)2 dt,
∫

1 +
√

1− x2

1−
√

1− x2
dx =

∫ 1 +
(

1 +
1− t2

1 + t2

)
· t

1−
(

1 +
1− t2

1 + t2

)
· t
· −4t(

1 + t2
)2 dt = −4

∫
(1 + t)2 · t

(1− t)2
(
1 + t2

)2 dt;

3) Odmocninu uprav́ıme, a t́ım dostaneme substituci jako v předcházej́ıćım př́ıkladu.
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√
1− x2 =

√
(1− x)(1 + x) =

√
1− x
1 + x

· (1 + x)2 = (1 + x)

√
1− x
1 + x

⇒

⇒
√

1− x
1 + x

= t ⇒ 1− x
1 + x

= t2.

4)
√

1− x2 = |x = sin t, dx = cos t dt| = cos t∫
1 +
√

1− x2

1−
√

1− x2
dx =

∫
1 + cos t

1− cos t
· cos t dt =

∫
(1 + cos t)2 cos t

(1− cos t)(1 + cos t)
dt =

=

∫ (
1 + 2 cos t+ cos2 t

)
· cos t

1− cos2 t
dt =

∫
cos t+ 2 cos2 t+ cos3 t

sin2 t
dt =

∫
cos t+ cos3 t

sin2 t
dt+

+2

∫
2 cos2 t

sin2 t
dt = | označme zkráceně| = J + 2J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
J =

∫
cos t+ cos3 t

sin2 t
dt =

∫ (
1 + cos2 t

)
cos t

sin2 t
dt =

∣∣∣∣ sin t = z

cos t dt = dz

∣∣∣∣ =

=

∫
1 + 1− z2

z2
dz =

∫ ( 2

z2
− 1
)
dz = −2

z
− z = − 2

sin t
− sin t,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣J =

∫
cos2 t

sin2 t
dt =

∫
1− sin2 t

sin2 t
dt =

∫ ( 1

sin2 t
− 1
)
dt = −cotg t− t,

∣∣∣∣
= − 2

sin t
− sin t− 2 cotg t− 2t+ C =

∣∣∣sin t = x, cos t =
√

1− x2, t = arcsinx
∣∣∣ =

= −2

x
− x− 2

√
1− x2
x

− 2arcsinx+ C,

Z podmı́nek 1− x2 ≥ 0, 1−
√

1− x2 6= 0 plyne x ∈ 〈−1, 0), x ∈ (0, 1〉.

Př́ıklad 153.

∫ √
x2 + 2x

x
dx

Řešeńı: V tomto př́ıkladu vyjmenujeme všechny pro nás použitelné substituce (provedeńı
ponecháme čtenář̊um). Naṕı̌seme výsledný integrál a pak vybereme jednu
z možnost́ı k výpočtu.

1)
√
x2 + 2x = x+ t, (1. Eulerova substituce),∫ √

x2 + 2x

x
dx =

1

2

∫
(2− t)2

(1− t)2
dt;

2)
√
x2 + 2x =

√
x(x+ 2) = xt, (3. Eulerova substituce),∫ √

x2 + 2x

x
dx = −4

∫
t2(

t2 − 1
)2 dt;
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3)
√
x2 + 2x = x

√
x+ 2

x
⇒

√
x+ 2

x
= t,

∫ √
x2 + 2x

x
dx = −4

∫
t2(

t2 − 1
)2 dt;

4)
√
x2 + 2x =

√
(x+ 1)2 − 1 ⇒ x+ 1 =

1

sin t
,

∫ √
x2 + 2x

x
dx = −

∫ (
1

sin2 t
+

1

sin t

)
dt.

Jako nejjednodušš́ı se jev́ı posledńı integrál, proto vybereme 4. možnost
k výpočtu integrálu (viz př́ıklad 37e)∫
− 1

sin2 t
dt−

∫
1

sin t
dt = cotg t− ln

∣∣∣tg t
2

∣∣∣+ C =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sin t =

1

x+ 1
, cos t =

√
1− 1

(x+ 1)2
=

√
x2 + 2x

x+ 1

cotg t =
√
x2 + 2x, tg

t

2
=

√
1− cos t

1 + cos t
=

√
x+ 1−

√
x2 + 2x

x+ 1 +
√
x2 + 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
√
x2 + 2x− 1

2
ln

∣∣∣∣∣x+ 1−
√
x2 + 2x

x+ 1 +
√
x2 + 2x

∣∣∣∣∣+ C, x ∈ (−∞, −2〉, x ∈ (0, +∞).

Př́ıklad 154.

∫
1(

x2 + 1
)2 dx

Řešeńı: Př́ıklad se dá spoč́ıtat použit́ım př́ıkladu 29c), kde a = 1, n = 2.

Ukážeme i daľśı možnost, a sice substituci x = tg t, pak

x2 + 1 = tg2 t+ 1 =
1

cos2 t
, dx =

1

cos2 t
dt.

Potom∫
1(

x2 + 1
)2 dx =

∫
1( 1

cos2 t

)2 · 1

cos2 t
dt =

∫
cos2 t dt =

∫
1 + cos 2t

2
dt =

=
1

2

(
t+

sin 2t

2

)
+C =

1

2

(
t+sin t cos t

)
+C =

∣∣∣∣∣∣
tg t = x, t = arctgx

sin t =
x√

1 + x2
, cos t =

1√
1 + x2

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2

(
arctgx+

x

1 + x2

)
+ C, x ∈ R.
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Př́ıklad 155.

∫
3x2 + 14x(

x2 + 2x+ 2
)(
x2 + 4x+ 8

) dx
Řešeńı: Provedeme rozklad na parciálńı zlomky:

3x2 + 14x(
x2 + 2x+ 2

)(
x2 + 4x+ 8

) =
Ax+B

x2 + 2x+ 2
+

Cx+D

x2 + 4x+ 8
,

3x2 + 14x =
(
Ax+B

)(
x2 + 4x+ 8

)
+
(
Cx+D

)(
x2 + 2x+ 2

)
.

Konstanty A, B, C a D urč́ıme porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých mocnin x :

x3 ⇒ 0 = A + C
x2 ⇒ 3 = 4A + B + 2C + D
x1 ⇒ 14 = 8A + 4B + 2C + 2D
x0 ⇒ 0 = 8B + 2D

 ⇒ A = 3, B = 1,
C = −3 D = −4

Nyńı dopoč́ıtáme daný integrál (viz kapitolu 5):∫
3x2 + 14x(

x2 + 2x+ 2
)(
x2 + 4x+ 8

) dx =

∫
3x+ 1

x2 + 2x+ 2
dx−

∫
3x+ 4

x2 + 4x+ 8
dx =

=
3

2

∫
2x + 2

x2 + 2x+ 2
dx+

∫
1 −3

(x+ 1)2 + 1
dx−3

2

∫
2x + 4

x2 + 4x+ 8
dx+

∫
−4 + 6

(x+ 2)2 + 4
dx =

=
3

2
ln |x2 + 2x+ 2|−2 arctg (x+1)−3

2
ln |x2 + 4x+ 8|+2·1

2
arctg

x+ 2

2
+C, x ∈ R.

Př́ıklad 156.

∫ (
x2 + 3

)
x

√
x4 − 1

dx

Řešeńı: Okamžitě je vidět, že lze použ́ıt substituci x2 = t, 2x dx = dt.∫ (
x2 + 3

)
x

√
x4 − 1

dx =
1

2

∫
t+ 3√
t2 − 1

dt =

∣∣∣∣ Integrál vypoč́ıtáme př́ımo, viz kapitolu 5,

ostatńı substituce jsou pracné.

∣∣∣∣ =

=
1

2 · 2

∫
2t√
t2 − 1

dt+
3

2

∫
1√
t2 − 1

dt =
1

4
· 2
√
t2 − 1 +

3

2
ln
∣∣t+
√
t2 − 1

∣∣+ C =

=
1

2

√
x4 − 1 +

3

2
ln
∣∣x2 +

√
x4 − 1

∣∣+ C, x ∈ (−∞, −1), x ∈ (1, +∞).

Př́ıklad 157.

∫
2 ex

e2x − 6ex + 18
dx

Řešeńı: Použijeme substituci ex = t, ex dx = dt. Potom∫
2 ex

e2x − 6ex + 18
dx =

∫
2 dt

t2 − 6t+ 18
= 2

∫
1

(t− 3)2 + 9
dt = 2· 1

3
arctg

t− 3

3
+C =

=
2

3
arctg

ex − 3

3
+ C, x ∈ R.
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Př́ıklad 158.

∫
lnx− 1

ln2 x
dx

Řešeńı: Použijeme substituci lnx = t ⇒ x = et, dx = et dt :∫
lnx− 1

ln2 x
dx =

∫
t− 1

t2
·et dt =

∫
et

t
dt−

∫
et

t2
dt =

∣∣∣∣ Prvńı integrál nelze spoč́ıtat,

ve druhém použijeme per partes.

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ u = et v′ =
1

t2

u′ = et v = −1

t

∣∣∣∣∣ =

∫
et

t
dt−

(
−et

t
+

∫
et

t
dt

)
+ C =

et

t
+ C =

x

lnx
+ C,

x ∈ (0, 1), x ∈ (1, +∞).

• Vypoč́ıtejte integrály:

159.

∫
2x+ sin 2x

1 + cos 2x
dx

(Návod: vyjádřete sin 2x a cos 2x pomoćı jednoho x a napǐste integrál jako součet

dvou integrál̊u, z nichž jeden se bude poč́ıtat metodou per partes a druhý př́ımo.) x tgx+ C,

x ∈
(
−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ

) 

160.

∫
dx

sinx
√

1 + cos x
(Návod: 1 + cosx = t2)

 1√
1 + cosx

+
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣√1 + cosx−
√

2√
1 + cosx+

√
2

∣∣∣∣+ C,

x ∈
(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z



161.

∫
dx

x3
√
x2 + 1

 − 1

2x2

√
x2 + 1 +

1

2
ln

∣∣∣∣1 +
√
x2 + 1

x

∣∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, +∞)


162.

∫
dx

x3
√
x− 1

 √x− 1(3x+ 2)

4x2
+

3

4
arctg

√
x− 1 + C,

x ∈ (1, +∞)


163.

∫
dx

x
√

4− lnx

[
−2
√

4− lnx+ C,

x ∈ (0, e4)

]

164.

∫
4x+ 1

2x3 + x2 − x
dx

 ln
(2x− 1)2

|x2 + x| + C,

x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, 0), x ∈
(

0, 1
2

)
, x ∈

(
1
2
, +∞

)


165.

∫
x3 + 1

x3 − x2
dx

 x+
1

x
+ ln

(x− 1)2

|x| + C,

x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0, 1), x ∈ (1, +∞)



166.

∫
x2

1− x4
dx

 1

4
ln
∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣− 1

2
arctgx+ C,

x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, 1), x ∈ (1, +∞)


167.

∫
x dx

x4 − 1

 1

4
ln
∣∣∣x2 − 1

x2 + 1

∣∣∣+ C,

x ∈ (−∞, −1), x ∈ (−1, 1), x ∈ (1, +∞)



168.

∫
cos4 x

sin6 x
dx

 −cotg5 x

5
+ C,

x ∈
(
kπ, (k + 1)π

)
, k ∈ Z


169.

∫
3x− 1√
x2 + 2

dx

[
3
√
x2 + 2− ln |x+

√
x2 + 2|+ C,

x ∈ R

]

170.

∫
x− 1√
4− x2

dx

[
−
√

4− x2 − arcsin
x

2
+ C,

x ∈ (−2, 2)

]
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171.

∫
dx

1 + cos2 x

 1√
2

arctg
tgx√

2
+ C,

x ∈ R



172.

∫
sin3 x

cos2 x
dx

 1

cosx
+ cosx+ C,

x ∈
(
−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ), k ∈ Z



173.

∫
x− 1(

x2 − 2x
)√

x2 − 2x
dx

 − 1√
x2 − 2x

+ C,

x ∈ (−∞, 0), x ∈ (2, +∞)



174.

∫ √
16− 9x2 dx

 8

3
arcsin

3x

4
+
x

2

√
16− 9x2 + C,

x ∈
〈
− 4

3
, 4

3

〉


175.

∫
1− cosx

1 + cos x
dx

[
2 tg

x

2
− x+ C,

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ), k ∈ Z

]

176.

∫ (
sinx cos2 x+ 2 sin2 x cosx

)
dx

 −cos3 x

3
+

2

3
sin3 x+ C,

x ∈ R
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12. Řešeńı diferenciálńıch rovnic separaćı proměnných

Diferenciálńı rovnićı se separovatelnými proměnnými nazýváme rovnici typu

y′ = f1(x) · f2(y), kde f1(x) je spojitá funkce na intervalu I1 a f2(y) a f ′2(y) jsou
spojité funkce na intervalu I2. Jestlǐze v bodě y1 ∈ I2 je f2(y1) = 0, pak funkce y(x) = y1
je konstantńım řešeńım dané rovnice.

Předpokládejme, že je f2(y) 6= 0 pro všechna y na podintervalech I2i intervalu I2,

potom každým bodem [x0, y0] ∈ I1 × I2i procháźı právě jedna maximálńı integrálńı
křivka nebo jedno maximálńı řešeńı dané diferenciálńı rovnice. Bod [x0, y0] se nazývá

počátečńı bod, resp. y(x0) = y0 se nazývá počátečńı podmı́nkou. Úloha určit řešeńı
dané rovnice splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku se nazývá Cauchyovou úlohou.

Př́ıklad 177. Najděte řešeńı diferenciálńıch rovnic separaćı proměnných a stanovte obory
existence řešeńı:
a) x y′ + y2 = y; b) y′ tgx = y + 3;

c) y′ = 32x+y; d) x y dx+
√

1− x2 dy = 0.

Řešeńı: Ve všech př́ıkladech uprav́ıme rovnici na tzv. normálńı tvar y′ = f1(x) · f2(y),
zjist́ıme obory spojitosti funkćı f1(x), f2(y) a f ′2(y), z podmı́nky f2(y) = 0
urč́ıme konstantńı řešeńı (pokud existuje), pak provedeme separaci proměnných
s podmı́nkou f2(y) 6= 0 a nakonec zintegrujeme obě části rovnice.

a) x y′+ y2 = y ⇒ y′ =
1

x
·
(
y− y2

)
, kde f1(x) =

1

x
, f2(y) = y− y2, f ′2(y) = 1− 2y

jsou spojité pro všechna x 6= 0, y ∈ R.

Z f2(y) = y − y2 = y(1− y) = 0 dostáváme dvě konstantńı řešeńı y1 = 0, y2 = 1.

Dále za předpokladu, že x 6= 0, y 6= 0 a y 6= 1, načrtneme obory existence řešeńı:

-

x

6y

0

1

D1

D3

D5

D2

D4

D6

Nyńı provedeme separaci a integraci:

dy

dx
=

1

x
·
(
y − y2

)
⇒ dy

y − y2
=
dx

x
⇒

∫
1 − y + y

y(1− y)
dy =

∫
dx

x
⇒

∫ (1

y
− 1

y − 1

)
dy =

∫
dx

x
⇒ ln |y| − ln |y − 1| = ln |x|+ lnC, C > 0 ⇒

ln
∣∣∣ y

y − 1

∣∣∣ = lnC |x| ⇒
∣∣∣ y

y − 1

∣∣∣ = C |x|.
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Po vynecháńı absolutńıch hodnot, mohou nastat tyto dva př́ıpady:
y

y − 1
= C x

nebo
y

y − 1
= −C x. Naṕı̌seme je společně

y

y − 1
= ±C x a uprav́ıme:

y = ±C x (y − 1) ⇒ y = ±C x y ∓ C x ⇒

⇒ ±C x = ±C x y − y ⇒ y =
±C x
±C x− 1

.

Označ́ıme-li nyńı C = ±K, K 6= 0, pak y =
K x

K x− 1
, kde K x 6= 1.

Poznámka: V daľśıch př́ıkladech po odlogaritmováńı ponecháme konstantu C s jediným
předpokladem C 6= 0.

b) y′ tgx = y + 3 ⇒ y′ =
y + 3

tgx
⇒ y′ = cotgx · (y + 3) ⇒

x ∈
(
kπ, (k + 1)π

)
a y ∈ R.

Konstantńı řešeńı je y1 = −3.

Je-li y 6= −3, pak obory existence řešeńı jsou:

-
x

6y

−3

0
−π π 2π

D6

D1

D2

D5

D3

D4

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

D1 = {[x, y] ∈ E2 : −π < x < 0, y > −3},
D2 = {[x, y] ∈ E2 : −π < x < 0, y < −3},
D3 = {[x, y] ∈ E2 : 0 < x < π, y > −3}, . . .

dy

dx
= cotgx · (y + 3) ⇒ dy

y + 3
=

cosx

sinx
dx ⇒

∫
dy

y + 3
=

∫
cosx

sinx
dx ⇒

ln |y + 3| = ln | sinx|+ lnC, C > 0 (viz úpravu předcházej́ıćıho př́ıkladu) ⇒
⇒ y + 3 = C sinx ⇒ y = C sinx− 3.

c) y′ = 32x+y ⇒ y′ = 32x · 3y ⇒ dy

dx
= 9x · 3y.

V tomto př́ıkladě konstantńı řešeńı neexistuje a obor existence řešeńı je R× R.

dy

3y
= 9xdx ⇒

∫
3−y dy =

∫
9x dx ⇒ −3−y

ln 3
=

9x

ln 9
+ C ⇒
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−3−y

ln 3
=

9x

2 ln 3
+ C ⇒ −2 · 3−y = 9x + 2C ln 3 ⇒ 3−y = −1

2
9x − C ln 3 ⇒

označme −C · ln 3 = K. pak 3−y = −1

2
9x +K ⇒ −y = log3

(
K− 1

2
9x
)
⇒

y = log3

1

K − 1
2

9x
, K − 1

2
9x > 0.

d) x y dx+
√

1− x2 dy = 0 ⇒
√

1− x2 dy = −xy dy ⇒

dy

dx
= − x√

1− x2
· y ⇒ x ∈ (−1, 1)

Konstantńı řešeńı je y1 = 0.

Dále předpokládáme, že y 6= 0. Pak obory existence řešeńı jsou:

[x, y] ∈ (−1, 1)× (−∞, 0) = D1 a [x, y] ∈ (−1, 1)× (0, +∞) = D2.

dy

y
= − x√

1− x2
dx ⇒

∫
dy

y
=

1

2

∫ − 2x√
1− x2

dx ⇒

⇒ ln |y| =
√

1− x2 + lnC, C > 0 ⇒

y = C e
√
1−x2 , kde plat́ı C > 0 pro řešeńı v D2 a C < 0 pro řešeńı v D1.

• Řešte Cauchyovy úlohy:

Př́ıklad 178. y′ = y2 sin 2x, y
(π

4

)
= −4

Řešeńı: Funkce f1(x) = sin 2x, f2(y) = y2, f ′2(y) = 2y jsou spojité pro [x, y] ∈ R×R.
Konstantńı řešeńı diferenciálńı rovnice je y1 = 0.

Pro y 6= 0 provedeme separaci:

dy

y2
= sin 2x dx ⇒

∫
dy

y2
=

∫
sin 2x dx ⇒ −1

y
= −cos 2x

2
− C

2

1

y
= −cos 2x+ C

2
⇒ y =

2

cos 2x+ C
.

Nyńı použijeme počátečńı podmı́nku y
(π

4

)
= −4 nebo též bod A =

[π
4
, −4

]
,

kterým muśı procházet hledaná integrálńı křivka:

−4 =
2

cos π
2

+ C
⇒ C = −1

2
⇒ y =

2

cos 2x− 1
2

⇒ y =
4

2 cos 2x− 1
.

Z podmı́nky 2 cos 2x− 1 6= 0 zpřesńıme interval existence :
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cos 2x 6= 1

2
⇒ 2x 6= ±π

3
+ 2kπ ⇒ x 6= ±π

6
+ kπ

ud d d d
x

π
4−5

6
π −π

6
π
6

5
6
π

Dostali jsme x ∈
(π

6
,

5π

6

)
, protože

π

4
∈
(π

6
,

5π

6

)
.

Maximálńı řešeńı je y =
4

2 cos 2x− 1
, x ∈

(π
6
,

5π

6

)
.

x

y

π

6

uA

5π

6

Př́ıklad 179. y′ =
x
(
y2 − 4

)
y
(
x2 − 9

) , y(0) = −1.

Řešeńı: Funkce y1 = −2 a y2 = 2 jsou konstantńı řešeńı diferenciálńı rovnice.
Obecné řešeńı existuje pro x 6= ±3, y 6= 0, y 6= ±2.

Vyřeš́ıme rovnici a pak z počátečńı podmı́nky najdeme konstantu C a
upřesńıme obor existence maximálńıho řešeńı:

dy

dx
=

x

x2 − 9
· y

2 − 4

y
⇒ y

y2 − 4
dy =

x

x2 − 9
dx ⇒

1

2

∫
2y

y2 − 4
dy =

1

2

∫
2x

x2 − 9
dx, ⇒ 1

2
ln |y2 − 4| = 1

2
ln |x2 − 9|+ 1

2
lnC, C > 0

⇒ y2 − 4 = C
(
x2 − 9

)
⇒ y2 = 4 + C

(
x2 − 9

)
⇒

y = ±
√

4 + C
(
x2 − 9

)
.

Z počátečńı podmı́nky y(0) = −1 je jasné, že před odmocninou vybereme znaménko
minus:

y = −
√

4 + C
(
x2 − 9

)
⇒ −1 = −

√
4− 9C ⇒ C =

1

3
,

y = −
√

4 +
1

3

(
x2 − 9

)
⇒ y = −

√
1 +

x2

3
.

Interval existence maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy je x ∈ (−3, 3) a oblast
existence tohoto řešeńı je G = (−3, 3)× (−2, 0).

d du
x

0 3−3
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Řešeńım je známá křivka:

y2 = 1 +
x2

3
⇒ y2 − x2

3
= 1.

Jde o část dolńı větve hyperboly,
která procháźı bodem A = [0, −1].

x

y

−3 0

u
−1

−2

3

Př́ıklad 180. y′x lnx = y, a) y(e) = 2; b) y
(1

e

)
= −3.

Řešeńı:
dy

dx
=

y

x lnx
⇒ x > 0, x 6= 1.

Konstantńı řešeńı je y1 = 0. Pro y 6= 0:

dy

y
=

dx

x lnx
⇒ ln |y| = ln |lnx|+ lnC, C > 0 ⇒ y = C lnx.

a) y(e) = 2 ⇒ 2 = C ln e ⇒ C = 2 ⇒ y = 2 ln x.

Graf maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy:

Interval existence Cauchyovy úlohy
je I = (1, +∞).

d
-

d u
x

1 e0 x

y

0 1

u
A = [e, 2]

Závěr: Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy: y = 2 ln x, x ∈ (1, +∞).

Oblast existence Cauchyovy úlohy: G = (1, +∞)× (0, +∞).

b) y
(1

e

)
= −3 ⇒ −3 = C ln

1

e
⇒ C = 3 ⇒ y = 3 ln x.

Graf maximálńıho řešeńı Cauchyovy úlohy:

Interval existence Cauchyovy úlohy
je I = (0, 1).

ud d
x

1
e 10 t

x

y

0

A

1
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Závěr: Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy: y = 3 ln x, x ∈ (0, 1).

Oblast existence Cauchyovy úlohy: G = (0, 1)× (−∞, 0).

Př́ıklad 181. y′ =
xy2 + x

y − x2y
, a) y(−2) = −1; b) y(0) = 1.

Řešeńı:
dy

dx
=
x(y2 + 1)

y(1− x2)
⇒ y 6= 0, x 6= ±1

Konstantńı řešeńı neexistuje.

1

2

∫
2 y

y2 + 1
dy = −1

2

∫
−2 x

1− x2
dx ⇒ 1

2
ln |y2 + 1| = −1

2
ln |1− x2|+ 1

2
lnC, C > 0,

y2 + 1 =
C

1− x2
⇒ y = ±

√
C

1− x2
− 1.

Nyńı použijeme počátečńı podmı́nky:

a) y(−2) = −1 < 0 ⇒ y = −
√

C

1− x2
− 1, −1 = −

√
C

−3
− 1 ⇒ C = −6,

y = −
√
−6

1− x2
− 1 ⇒ y = −

√
7− x2
x2 − 1

y 6= 0 ⇒ 7− x2

x2 − 1
> 0 ⇒ pro x = −2 ∈ (−∞, −1) je x2 − 1 > 0 ⇒

7− x2 > 0 ⇒ |x| <
√

7 a nyńı vše znázorńıme na ose x:

ud d d d
x

−2−
√

7 −1 1
√

7

Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy je y = −
√

7− x2
x2 − 1

, x ∈ (−
√

7, −1).

b) y(0) = 1 > 0 ⇒ y = +

√
C

1− x2
− 1, 1 =

√
C − 1 ⇒ C = 2,

y =

√
2

1− x2
− 1 ⇒ y =

√
1 + x2

1− x2

1 + x2

1− x2
> 0 ⇒ 1− x2 > 0 ⇒ x ∈ (−1, 1)

Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy je y =

√
1 + x2

1− x2
, x ∈ (−1, 1).
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Př́ıklad 182. y′ =
x2 − x+ 1

x2 − x− 2
, y(0) = 0

Řešeńı: Tato rovnice jako všechny rovnice typu y′ = f(x) nemá konstantńı řešeńı.

x2 − x− 2 = (x− 2)(x+ 1) ⇒ x 6= −1, x 6= 2.

y =

∫
x2 − x+ 1

x2 − x− 2
dx =

∫
x2 − x− 2 + 3

x2 − x− 2
dx =

∫ (
1 +

3

(x− 2)(x+ 1)

)
dx =∣∣∣ 3

(x− 2)(x+ 1)
=

1

x− 2
− 1

x+ 1

∣∣∣ =

∫ (
1 +

1

x− 2
− 1

x+ 1

)
dx =

= x+ ln |x− 2| − ln |x+ 1|+ C,

y = x+ ln
∣∣∣x− 2

x+ 1

∣∣∣+ C,

y(0) = 0 ⇒ 0 = ln 2 + C ⇒ C = − ln 2,

Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy je y = x+ ln
∣∣∣x− 2

x+ 1

∣∣∣− ln 2, x ∈ (−1, 2).

Př́ıklad 183. y′ = cos2 x− sinx

cos2 x
, y(π) = 0

Řešeńı: cosx 6= 0 ⇒ x 6= π

2
+ kπ,

y =

∫ (
cos2 x− sinx

cos2 x

)
dx =

∫
1 + cos 2x

2
dx+

∫
− sinx

cos2 x
dx =

=
1

2

(
x+

sin 2x

2

)
− 1

cosx
+ C,

y(π) = 0 ⇒ 0 =
π

2
+ 1 + C ⇒ C = −π

2
− 1,

d dd uπ
x

π
2

3π
2

−π
2

Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy:

y =
1

2

(
x+

sin 2x

2

)
− 1

cosx
− π

2
− 1, x ∈

(π
2
,

3π

2

)
.

Př́ıklad 184. Určete křivku procházej́ıćı bodem A = [2, 5], jestliže směrnice tečny v libo-
volném bodě křivky je rovna čtyřnásobku pod́ılu x-ové a y-ové souřadnice
bodu dotyku.

Řešeńı: Vı́me, že směrnice tečny ke křivce v libovolném bodě je rovna hodnotě derivace

v tomto bodě. Podle zadáńı y′ = kt = 4
x

y
. Dostali jsme velmi jednoduchou
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diferenciálńı rovnici, kterou snadno vyřeš́ıme:

dy

dx
= 4

x

y
, y 6= 0 ⇒

∫
y dy = 4

∫
x dx ⇒ y2

2
= 2x2 +

C

2
⇒

⇒ y2 = 4x2 + C ⇒ y = ±
√

4x2 + C.

Nyńı použijeme bod A = [2, 5] =⇒ y(2) = 5.

Jelikož je yA = 5 > 0, pak y = +
√

4x2 + C ⇒ 5 =
√

16 + C ⇒ C = 9.

Maximálńı řešeńı je y = +
√

4x2 + 9, x ∈ (−∞,+∞).

Tento vztah uprav́ıme a nakresĺıme graf řešeńı:

y =
√

4x2 + 9 ⇒ y2 = 4x2 + 9 ⇒

⇒ y2 − 4x2 = 9 ⇒ y2

9
− 4x2

9
= 1.

Obdrželi jsme horńı větev hyperboly.
x

y

3

0

At

Př́ıklad 185. Rychlost ochlazováńı libovolného tělesa na vzduchu je př́ımo úměrná rozd́ılu
teploty tělesa a teploty vzduchu. Řešte tuto úlohu: je-li teplota vzduchu
20oC a těleso se za 20 minut ochladilo ze 100oC na 60oC, za jak dlouho se
těleso ochlad́ı na 30oC?

Řešeńı: Označme teplotu tělesa v závislosti na čase y(t). Rychlost změny teploty bude

dy

dt
a podle úlohy sestav́ıme diferenciálńı rovnici:

dy

dt
= k(y − 20), kde k je konstanta úměrnosti a 20 je teplota vzduchu.

Rovnici vyřeš́ıme obecně:

dy

y − 20
= k dt ⇒

∫
dy

y − 20
= k

∫
dt ⇒ ln |y − 20| = kt+ lnC, C > 0 ⇒

⇒ y − 20 = C ekt ⇒ y(t) = 20 + C ekt.

Nyńı použijeme dané podmı́nky:

1) t0 = 0 minut ⇒ y0 = 100oC,

2) t1 = 20 minut ⇒ y1 = 60oC,

3) t2 =? ⇒ y2 = 30oC.

Dosazeńım prvńıch dvou vztah̊u urč́ıme konstanty k a C :

1) 100 = 20 + C ⇒ C = 80,

2) 60 = 20 + 80 e20k ⇒ 80e20k = 40 ⇒ e20k =
1

2
⇒ 20k = − ln 2 ⇒
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k = − ln 2

20
. T́ım jsme dostali teplotu y jako funkci času t : y(t) = 20 + 80 e−

ln 2
20

t.

Zbývá dopoč́ıtat, za jak dlouho bude teplota 30oC.

3) 30 = 20 + 80 e−
ln 2
20

t ⇒ e−
ln 2
20

t =
1

8
⇒ − ln 2

20
t = − ln 8 ⇒

⇒ t =
ln 8

ln 2
· 20 =

3 ln 2

ln 2
· 20 ⇒ t2 = 3 · 20 = 60 minut.

Těleso se ochlad́ı na 30oC za 1 hodinu.

Př́ıklad 186. Motorová lod’ se pohybuje v klidné vodě rychlost́ı 10 km/h. V plné rychlosti
byl vypnut motor. Za 20 sekund rychlost lodi klesla na 6 km/h. Vypoč́ıtejte
jej́ı rychlost za 2 minuty po vypnut́ı motoru, v́ıte-li, že odpor vody je př́ımo
úměrný rychlosti lodi.

Řešeńı: Označ́ıme rychlost v a čas t, pak
dv

dt
= k v, kde k je konstanta úměrnosti.

Rovnici vyřeš́ıme:

dv

v
= k dt ⇒ ln |v| = k t+ lnC, C > 0 ⇒ v(t) = C ekt.

Nyńı zaṕı̌seme a použijeme počátečńı podmı́nky:

1) t0 = 0 hodin ⇒ v0 = 10 km/h,

2) t1 = 20 sekund =
20

3600
hodin =

1

180
hodiny ⇒ v1 = 6 km/h,

3) t2 = 2 minuty =
1

30
hodin ⇒ v2 =?

Dosad́ıme a dokonč́ıme:

1) 10 = C e0 ⇒ C = 10,

2) 6 = 10 ek·
1

180 ⇒ k

180
= ln

3

5
⇒ k = 180 · ln 3

5
⇒

⇒ v(t) = 10 e180·t·ln
3
5 , kde ln

3

5
= − ln

5

3
< 0,

3) v2 = v
( 1

30

)
= 10 · e180·

1
30
·ln 3

5 = 10 e6 ln 3
5 = 10 ·

(3

5

)6
=

10 · 729

15625
= 0,466 km/h.

Za 2 minuty po vypnut́ı motoru se lod’ pohybuje rychlost́ı 0,466 km/h.

Př́ıklad 187. Určete funkci f a nčrtněte jej́ı graf, je-li dána směrnice k tečny ke grafu
funkce f a bod A, kterým graf funkce f procháźı:

a) k =
x√
x2 + 9

, A = [4, 6]; b) k =
1

4x2 + 1
, A =

[
−1

2
,
π

8

]
;

c) k =
x√

9− x2
, A = [0, 2].
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Řešeńı: Označme y = f(x), pak k = f ′(x) = y′.

a) y′ =
x√
x2 + 9

⇒ y =

∫
x√
x2 + 9

dx =
1

2

∫
2x√
x2 + 9

dx =
√
x2 + 9 + C.

Obecné řešeńı je y(x) =
√
x2 + 9 + C.

Konstantu C urč́ıme z podmı́nky A = [4, 6] −→ y(4) = 6 :

6 =
√

16 + 9 + C ⇒ C = 1 ⇒ y =
√
x2 + 9 + 1, x ∈ R.

Řešeńı uprav́ıme a urč́ıme o jakou křivku se jedná:

y − 1 =
√
x2 + 9 ⇒ (y − 1)2 = x2 + 9 ⇒ (y − 1)2 − x2 = 9.

x

y
A

0

4

1

t
Obdrželi jsme rovnici rovnoosé hyperboly
se středem v bodě S = [0, 1] a s ohnisky
na ose y. Grafem řešeńı y =

√
x2 + 9 + 1

je horńı větev hyperboly.

b) y′ =
1

4x2 + 1
⇒ y =

∫
1

4x2 + 1
dx =

∫
1(

2x
)2

+ 1
dx =

1

2
arctg 2x+ C.

Obecné řešeńı je y(x) =
1

2
arctg 2x+ C.

Z bodu A =
[
−1

2
,
π

8

]
⇒ y

(
−1

2

)
=
π

8
spoč́ıtáme C:

π

8
=

1

2
arctg (−1) + C ⇒ C =

π

8
+

1

2
· π

4
⇒ C =

π

4
.

Maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy je y =
1

2
arctg 2x+

π

4
, x ∈ R.

Graf maximálńıho řešeńı:

x

y

y =
π

2

0

A
π

4t

c) y′ =
x√

9− x2
⇒ y =

∫
x√

9− x2
dx = −1

2

∫
−2x√
9− x2

dx = −
√

9− x2 + C

s podmı́nkou existence řešeńı x ∈ (−3, 3).

Obecné řešeńı je y(x) = −
√

9− x2 + C.

A = [0, 2] =⇒ y(0) = 2 : 2 = −
√

9 + C ⇒ C = 5.
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Hledaná funkce je y(x) = −
√

9− x2 + 5, x ∈ (−3, 3).

Urč́ıme o jakou křivku jde a načrtneme jej́ı graf:

y − 5 = −
√

9− x2 ⇒ (y − 5)2 = 9− x2 ⇒ x2 + (y − 5)2 = 9.

Dostali jsme rovnici kružnice se středem S = [0, 5] a poloměrem r = 3. Grafem
maximálńıho řešeńı je dolńı polovina kružnice.

x

y

−3
0

A

3

t

dd

• Najděte řešeńı diferenciálńıch rovnic se separovatelnými proměnnými a sta-
novte jejich intervaly existence:

188. x2y′ − y + 10 = 0

[
konstantńı řešeńı je y = 10,

y = 10 + C e−
1
x , x ∈ (−∞, 0), x ∈ (0,+∞)

]

189. y2y′ = 1− 4x
[
y =

3
√

3x− 6x2 + C, x ∈ R
]

190.
√

1− y2 dx−
√

2 + x2 dy = 0

[
konstantńı řešeńı: y = 1 a y = −1,

y = sin
(
ln |x+

√
2 + x2|+ C

)
, x ∈ R

]

• Řešte Cauchyovy úlohy:

191.
(
y2 + 1

)
dx+

(
x2 − 2x

)
y dy = 0, y(1) = −2

[
y = −

√
2− 6x

x− 2
, x ∈

〈1

3
, 2
)]

192. y′ = y2 tgx, y(π) = −1

3

[
y =

1

ln |cosx| − 3
, x ∈

(π
2
,

3π

2

)]

193. y′ = y · x+ 2

x2 + 4x+ 7
, y(0) = 7

[
y =

√
7
(
x2 + 4x+ 7

)
, x ∈ R

]
194.

√
x2 − 9 y′ = y + 2, y(5) = 16

[
y = 2

(
x+

√
x2 − 9

)
− 2, x ∈ (3,+∞)

]
195. y′ =

y2

x2
(
1 + x2

) , y(1) =
4

π

[
y =

x

1 + x arctgx− x , x ∈ (0,+∞)

]

196. y′ = tgx+ cotgx, y
(π

4

)
= 0

[
y = ln

(
tgx

)
, x ∈

(
0,
π

2

)]
197. y′ = x

√
4− x2, y(0) = −3

[
y = −1

3

((
4− x2

)√
4− x2 + 1

)
, x ∈ 〈−2, 2〉

]
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• Určete funkci f a načrtněte jej́ı graf, jestliže graf funkce má v libovolném bodě
danou směrnici k a procháźı daným bodem A:

198. k = x ex
2+1, A = [0, e/2]


–3

–2

–1

0

1

2

3

4

5

y

–2 –1 1 2 3 4 5x

y =
1

2
ex

2+1, x ∈ R



199. k =
1√

9− 4x2
, A = [0, 0]


–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

y

–2 –1 1 2
x

y =
1

2
arcsin

2x

3
,

x ∈
(
−3

2
,

3

2

)


200. k =
−3x√
9− x2

, A = [0, 9]


–2

0

2

4

6

8

10

–4 –2 2 4

y = 3
√

9− x2,
x ∈ (−3, 3)



201. k =
2x√
x2 − 1

, A = [2, 2
√

3 + 1]


–2

0

2

4

6

8

10

–2 2 4 6

y = 1 + 2
√
x2 − 1,

x ∈ (1,+∞)
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13. Ukázky ṕısemných test̊u

1. TEST

1. Určete matici X splňuj́ıćı maticovou rovnici(
1 2

−2 −3

)
·X ·

(
1 1

0 −2

)
=

(
11 1

−18 −2

)
.

2. Je-li dána funkce y = 2x+
1

x
, určete:

a) definičńı obor a limity v krajńıch bodech definičńıho oboru;

b) intervaly ryźı monotónnosti;

c) lokálńı extrémy funkce f(x).

3. Vypoč́ıtejte integrál ∫ (
cos2 x+ sin3 x cosx

)
dx.

4. a) Napǐste Frobeniovu větu pro řešeńı nehomogenńı lineárńı soustavy rovnic.

b) Proved’te diskuzi řešeńı soustavy v závislosti na parametru k :

x + 2y − 3z = 7

2x − y − 4z = 10

−x + 3y + z = k

.

c) Určete řešeńı soustavy z bodu b), je-li k = 5.

5. a) Formulujte ĺ Hospitalovo pravidlo (včetně předpoklad̊u).

b) Vypoč́ıtejte:

lim
x→0+

x · e
1
x , lim

x→+∞

arctgx

x
.

6. Řešte Cauchyovu úlohu a napǐste interval existence maximálńıho řešeńı:

y′ =
1

x3 − x2
, y

(1

2

)
= 2.
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Řešeńı:

Př́ıklad 1. Rovnici naṕı̌seme ve zkráceném zápisu AXB = C, ze kterého vyjádř́ıme
matici X, kde

A =

(
1 2

−2 −3

)
, B =

(
1 1

0 −2

)
, C =

(
11 1

−18 −2

)
.

Protože matice A,B jsou regulárńı, existuj́ı matice inverzńı.

AXB = C ⇒ A−1AXB = A−1C ⇒ XB = A−1C ⇒
⇒ XBB−1 = A−1CB−1 ⇒ X = A−1CB−1.

Nyńı spoč́ıtáme matice A−1 a B−1.

detA = 1 ⇒ A−1 =
1

1

(
−3 −2

2 1

)
=

(
−3 −2

2 1

)
detB = −2 ⇒ B−1 =

1

−2

(
−2 −1

0 1

)
=

1

2

(
2 1

0 −1

)

X =

(
−3 −2

2 1

)
·
(

11 1

−18 −2

)
· 1

2

(
2 1

0 −1

)
=

(
3 1

4 0

)
· 1

2

(
2 1

0 −1

)

X =
1

2

(
6 2

8 4

)
=

(
3 1

4 2

)

Př́ıklad 2.

a) Definičńı obor: x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, +∞);

funkce je lichá, protože f(−x) = f(x);

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
2x+

1

x

)
= +∞;

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
2x+

1

x

)
= +∞;

Protože je funkce lichá, je lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→0−

f(x) = −∞;

b) f ′(x) = 2− 1

x2


> 0

< 0

= 0

⇔ 2
>
<
=

1

x2
⇔ x2

>
<
=

1

2
⇔ |x|

>
<
=

1√
2
,

f(x) je rostoućı pro x ∈
(
−∞, − 1√

2

〉
a pro x ∈

〈 1√
2
, +∞

)
,

f(x) je klesaj́ıćı pro x ∈
〈
− 1√

2
, 0
)

a pro x ∈
(

0,
1√
2

〉
;

c) f ′
(
± 1√

2

)
= 0 =⇒ body x1 = − 1√

2
a x2 =

1√
2

jsou stacionárńı.
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Z chováńı funkce zleva a zprava kolem x1 a x2 zjist́ıme, že

v bodě x1 = − 1√
2

nastává lokálńı maximum M1 =
[
− 1√

2
, −2
√

2
]
,

kde f
(
− 1√

2

)
= −2

√
2,

v bodě x2 =
1√
2

nastává lokálńı minimum M2 =
[ 1√

2
, 2
√

2
]
,

kde f
( 1√

2

)
= 2
√

2.

Lokálńı extrémy jsme mohli též zpřesnit i podle znaménka druhé derivace:

f ′′(x) =
2

x3
⇒ f ′′

(
− 1√

2

)
< 0 ⇒ M1 =

[
− 1√

2
, −2
√

2
]

je lokálńım maximem,

f ′′
( 1√

2

)
> 0 ⇒ M2 =

[ 1√
2
, 2
√

2
]

je lokálńım minimem.

Př́ıklad 3.

∫ (
cos2 x+ sin3 x cosx

)
dx =

∫
cos2 x dx+

∫
sin3 x cosx dx =

∣∣∣∣ sinx = t

cosx dx = dt

∣∣∣∣ =

=

∫
1 + cos 2x

2
dx+

∫
t3 dt =

1

2

(
x+

sin 2x

2

)
+
t4

4
+C =

1

2
x+

sin 2x

4
+

sin4 x

4
+C,

x ∈ R.

Př́ıklad 4.
a) Věta Frobeniova: Je dána soustava m lineárńıch rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

.

Užijeme-li označeńı:

A =

 a11 . . . a1n
...
am1 . . . amn

 , X =

 x1
...
xn

 , B =

 b1
...
bn

 ,

pak soustava AX = B má
〈 jediné řešeńı, právě když h(A) = h(A|B) = n,

nekonečně mnoho řešeńı, právě když h(A) = h(A|B) < n.

Je-li h(A) 6= h(A|B), pak soustava nemá řešeńı.

b)

 1 2 −3

2 −1 −4

−1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣
7

10

k

 ∼
 1 2 −3

0 −5 2

0 5 −2

∣∣∣∣∣∣∣
7

−4

k + 7

 ∼
 1 2 −3

0 −5 2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
7

−4

k + 3


Soustava pro žádné k nemůže mı́t jediné řešeńı, pro k = −3 má nekonečně mnoho řešeńı
a pro k 6= −3 nemá řešeńı.

c) k = 5 6= −3 ⇒ soustava nemá řešeńı.
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Př́ıklad 5.
a) Ĺ Hospitalovo pravidlo: Necht’ limity lim

x→c
f(x) a lim

x→c
g(x), c ∈ R∗ jsou bud’ obě nulové

nebo nevlastńı. Necht’ existuj́ı derivace f ′(x), g′(x) v okoĺı bodu c. Potom plat́ı

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
,

jestliže limita vpravo existuje. Totéž plat́ı pro limity zleva nebo zprava.

b) lim
x→0+

x · e
1
x = |0 · ∞| = lim

x→0+

e
1
x

1
x

=
∣∣∞
∞

∣∣ l′H= lim
x→0+

e
1
x ·
(
− 1
x2

)
− 1
x2

= lim
x→0+

e
1
x = +∞;

lim
x→∞

arctgx

x
= lim

x→∞

π

2
x

= 0.

Př́ıklad 6. y =

∫
1

x3 − x2
dx, x 6= 0, x 6= 1,

1

x3 − x2
=

1

x2(x− 1)
=
A

x
+
B

x2
+

C

x− 1
⇒

Ax(x− 1) +B(x− 1) + Cx2 = 1,

x2 ⇒ A + C = 0

x1 ⇒ −A + B = 0

x0 ⇒ −B = 1

⇒ B = −1, A = −1, C = 1,

y =

∫ (
−1

x
− 1

x2
+

1

x− 1

)
dx = − ln |x|+ 1

x
+ ln |x− 1|+ C =

1

x
+ ln

∣∣∣x− 1

x

∣∣∣+ C,

y
(1

2

)
= 2 : 2 = 2 + ln

∣∣∣∣−1
2

1
2

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸+C ⇒ C = 0,

0

y(x) =
1

x
+ ln

∣∣∣x− 1

x

∣∣∣, x ∈ (0, 1).
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2. TEST

1. Př́ımkou p :


x = 2 + t

y = −1 + 2t

z = 3− 4t

ved’te rovinu % kolmou k rovině σ : 3x−y+2z−7 = 0.

2. a) Ověřte, že rovnicemi

{
x = t2 + 1

y = t2 − t
, t ∈ (0, +∞) je parametricky definována

funkce y = f(x). Určete jej́ı definičńı obor D(f).

b) Určete
dy

dx
v bodě A = [2, ?].

c) Napǐste rovnici tečny ke grafu funkce f(x) v bodě A.

3. Řešte Cauchyovu úlohu y′ =
x+ 7

x2 + 2x− 3
· y, y(0) = 5 a určete definičńı obor

nalezeného řešeńı.

4. a) Napǐste Cramerovo pravidlo pro řešeńı lineárńı soustavy AX = B.

b) Vyřešte danou soustavu Cramerovým pravidlem:

x + 2y + 3z = 6

2x − y − z = 1

x + 3y + z = −2

.

5. a) Ověřte předpoklady Newtonovy metody pro přibližné řešeńı rovnice ex−x−3 = 0

na intervalu 〈1, 2〉.
b) Zvolte počátečńı aproximaci x0 a vypoč́ıtejte následuj́ıćı aproximaci x1.

6. a) Spoč́ıtejte integrál

∫ √
16− x2 dx.

b) Uved’te existenčńı obor daného integrálu.

c) Napǐste větu o substituci v neurčitém integrálu, kterou jste použili.
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Řešeńı:

Př́ıklad 1.

Z parametrických rovnic př́ımky p :


x = 2 + t

y = −1 + 2t

z = 3− 4t

⇔ (x, y, z) = [2,−1, 3]+t (1, 2,−4),

přečteme souřadnice bodu A = [2, −1, 3] a souřadnice směrového vektoru ~s = (1, 2, −4).
Z rovnice roviny σ : 3x − y + 2z − 7 = 0 přečteme souřadnice normálového vektoru
~nσ = (3, −1, 2). Rovina % procháźı bodem A a je rovnoběžná s vektory ~s a ~nσ. Označme

M = [x, y, z] libovolný bod roviny %. Potom vektory
−−→
AM, ~nσ a ~s muśı být komplanárńı

(lineárně závislé), což zaṕı̌seme pomoćı smı́̌seného součinu
−−→
AM · (~nσ × ~s) = 0. Nyńı vše

provedeme v souřadnićıch:

�
�
�
��

�
�
�
��

�
��*

6

σ

��
�
��

�

A
p~s

~nσ
a −−→

AM = (x− 2, y + 1, z − 3) ⇒∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 y + 1 z − 3

3 −1 2

1 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒

4(x− 2) + 2(y + 1) + 6(z − 3) + (z − 3)− 4(x− 2) + 12(y + 1) = 0 ⇒

14(y + 1) + 7(z − 3) = 0 ⇒ 2y + z − 1 = 0.

Hledaná rovina % : 2y + z − 1 = 0 je rovnoběžná s osou x.

Př́ıklad 2.
a) ẋ = 2t > 0 pro všechna t ∈ (0, +∞). T́ım jsme ověřili, že danými rovnicemi je
definována jediná funkce y = f(x).

t ∈ (0, +∞)
x(t) roste

=⇒ x ∈ (1, +∞) = D(f).

b) {
x = t2 + 1

y = t2 − t
, A = [2, ?]

{
2 = t2 + 1 ⇒ tA = 1 ∈ (0, +∞)

y(1) = 0 ⇒ A = [2, 0]
;

f ′(x) =
dy

dx
=
ẏ

ẋ
=

2t− 1

2t

∣∣∣
A

=
1

2
;

c) tečna: y − yA = f ′(A) · (x− xA) ⇒ y =
1

2
(x− 2)

Př́ıklad 3. y′ =
x+ 7

x2 + 2x− 3
· y ⇒

∫
dy

y
=

∫
x+ 7

x2 + 2x− 3
dx,

x+ 7

x2 + 2x− 3
=

x+ 7

(x+ 3)(x− 1)
=

A

x+ 3
+

B

x− 1
⇒ x 6= 1, x 6= −3,
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x+ 7 = A(x− 1) +B(x+ 3),

x = 1 ⇒ 8 = 4B ⇒ B = 2

x = −3 ⇒ 4 = −4A ⇒ A = −1
.

Integrály dopoč́ıtáme:∫
dy

y
=

∫ ( −1

x+ 3
+

2

x− 1

)
dx ⇒ ln |y| = − ln |x+3|+2 ln |x−1|+lnC, C > 0 ⇒

⇒ y =
C(x− 1)2

x+ 3
; y(0) = 5 ⇒ 5 =

C

3
⇒ C = 15,

Řešeńı Cauchyovy úlohy je y =
15 (x− 1)2

x+ 3
, x ∈ (−3, 1).

Př́ıklad 4.

a) Cramerovo pravidlo: Je-li matice A regulárńı (čtvercová s nenulovým determinantem),

pak soustava AX = B má jediné řešeńı a jednotlivé neznámé jsou xi =
∆i

∆
, kde

∆ = detA a ∆i je determinant matice, která vznikne z matice A výměnnou i-tého
sloupce za sloupec pravých stran, tj. za sloupcovou matici B.

b)
x + 2y + 3z = 6

2x − y − z = 1

x + 3y + z = −2

⇒

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 −1 −1

1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −1− 2 + 18 + 3 + 3− 4 = 17,

∆x =

∣∣∣∣∣∣∣
6 2 3

1 −1 −1

−2 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −6 + 4 + 9− 6 + 18− 2 = 17,

∆y =

∣∣∣∣∣∣∣
1 6 3

2 1 −1

1 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1− 6− 12− 3− 2− 12 = −34,

∆z =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 6

2 −1 1

1 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 2 + 2 + 36 + 6− 3 + 8 = 51,

x =
∆x

∆
= 1, y =

∆y

∆
= −2, z =

∆z

∆
= 3.
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Př́ıklad 5.

a) Plat́ı-li předpoklady:
1) funkce má v intervalu 〈a, b〉 druhou derivaci f ′′(x), která zde neměńı znaménko,
2) f ′(x) 6= 0 a f ′′(x) 6= 0 pro všechna x ∈ 〈a, b〉,
3) f(a) · f(b) < 0,
potom rovnice f(x) = 0 má v intervalu 〈a, b〉 právě jeden kořen ξ.

Zvoĺıme-li počátečńı aproximaci x0 ∈ {a, b}, tak aby f(x0) · f ′′(x0) > 0, pak

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
, obecně xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)
, n ∈ N

a posloupnost {xn} konverguje ke ξ.

Nyńı ověř́ıme všechny podmı́nky 1), 2) a 3):
1) f(x) = ex − x− 3, f ′(x) = ex − 1, f ′′(x) = ex > 0 pro všechna x ∈ 〈1, 2〉,
2) f ′(x) = ex − 1 6= 0 pro všechna x ∈ 〈1, 2〉,
3) f(1) = e− 1− 3 < 0, f(2) = e2 − 2− 3

.
= 7.387− 5 > 0.

b) x0 = 2, protože f(2) · f ′′(2) > 0,

x1 = 2− f(2)

f ′(2)
.
= 2− 2.387

6.387
= 2− 0.373 = 1.627.

Př́ıklad 6.

a)

∫ √
16− x2 dx =

∫
4

√
1−

(x
4

)2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x

4
= sin t√
1−

(x
4

)2
= cos t

dx = 4 cos t · dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 16

∫
cos2 t dt =

= 16

∫
1 + cos 2t

2
dt = 8

(
t+

sin 2t

2

)
+C = 8 (t+ sin t · cos t) +C =

∣∣∣t = arcsin
x

4

∣∣∣ =

= 8

(
arcsin

x

4
+
x

4

√
1−

(x
4

)2)
+ C = 8 arcsin

x

4
+
x

2

√
16− x2 + C;

b) 16− x2 ≥ 0 ⇒ x ∈ 〈−4, 4〉;

c) Věta o substituci. Integrál
∫
f(x) dx lze upravit substitućı x = g(t), jestliže:

1) g(t) je diferencovatelná a ryze monotónńı na intervalu J ,
2) g(t) zobrazuje interval J na interval I,
3) f(x) je definovaná na I a má primitivńı funkci na I.

Potom ∫
f(x) dx =

∫
f
(
g(t)

)
· g′(t) dt.
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3. TEST

1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

(
2 −3

−2 1

)
.

2. Stanovte globálńı extrémy funkce f(x) = x3 − 4x2 + 4x+ 10, x ∈ 〈0, 3〉.

3. Určete funkci f(x), v́ıte-li že jej́ı graf procháźı bodem A = [0, 3] a směrnice tečny

v libolném bodě má vyjádřeńı:

k =
x+ 1√
x2 + 1

.

4. a) Napǐste obecný tvar homogenńı soustavy m lineárńıch algebraických rovnic

pro n neznámých.

b) Jaká je dimenze vektorového prostoru, který je tvořen všemi řešeńımi této

soustavy?

c) Vyřešte soustavu

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

3x1 + 4x2 + x3 + x4 = 0

x1 + x2 + x3 = 0

.

5. a) Napǐste Taylor̊uv polynom n -tého stupně Tn(x) v bodě x0.

b) Stanovte T4(x) funkce f(x) = x ex v bodě x0 = 0.

6. a) Vypoč́ıtejte

∫
x arctgx dx.

b) Napǐste větu, kterou jste použili při výpočtu daného integrálu.
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Řešeńı:

Př́ıklad 1. ~u 6= ~0, A ~u = λ~u ⇒ =

(
2 −3

−2 1

) (
u1

u2

)
= λ

(
u1

u2

)
⇒

{
(2− λ)u1 −3u2 = 0

−2u1 +(1− λ)u2 = 0
⇒

∣∣∣∣ 2− λ −3

−2 1− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒

(2− λ)(1− λ)− 6 = 0 ⇒ λ2 − 3λ− 4 = 0 ⇒ (λ− 4)(λ+ 1) = 0.

λ1 = 4 : −2u1 − 3u2 = 0 ⇒ u2 = −2

3
u1 ⇒ ~u =

(
3

−2

)
· t, t ∈ Rr {0},

λ2 = −1 : 3v1 − 3v2 = 0 ⇒ v1 = v2 ⇒ ~v =

(
1

1

)
· s, s ∈ Rr {0},

A ~u = 4~u, A~v = −~v.

Vlastńı č́ısla jsou 4 a −1 a jim odpov́ıdaj́ı vlastńı vektory ~u a ~v.

Př́ıklad 2. f(x) = x3 − 4x2 + 4x+ 10, x ∈ 〈0, 3〉.
1) Stanov́ıme stacionárńı body dané funkce

f ′(x) = 3x2 − 8x+ 4 = 0 ⇒ x1,2 =
8±
√

64− 48

6
=

8± 4

6
=
〈 2

2

3

.

Jelikož x1 a x2 patř́ı do intervalu 〈0, 3〉, spoč́ıtáme funkčńı hodnoty ve stacionárńıch
bodech:

f(2) = 8− 16 + 8 + 10 = 10 a f
(2

3

)
=
(2

3

)3
− 4

(2

3

)2
+ 4 · 2

3
+ 10 =

302

27
= 11

5

27
.

2) Urč́ıme funkčńı hodnoty v krajńıch bodech daného intervalu:

f(0) = 10, f(3) = 27− 36 + 12 + 10 = 13.

Globálńı maximum = max

{
f(2), f

(3

2

)
, f(0), f(3)

}
= f(3) = 13,

globálńı minimum = min

{
f(2), f

(3

2

)
, f(0), f(3)

}
= f(0) = f(2) = 10.

Př́ıklad 3. Vı́me, že směrnice tečny v libovolném bodě je k = f ′(x) ⇒

f ′(x) =
x+ 1√
x2 + 1

⇒ f(x) =

∫
x+ 1√
x2 + 1

dx =
1

2

∫
2x√
x2 + 1

dx+

∫
1√

x2 + 1
dx =

=
1

2

(
x2 + 1

) 1
2

1

2

+ ln |x+
√
x2 + 1|+ C =

√
x2 + 1 + ln |x+

√
x2 + 1|+ C.
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Konstantu C urč́ıme z podmı́nky f(0) = 3, takže křivka procháźı bodem A = [0, 3]:

3 = 1 + ln 1 + C ⇒ C = 2.

Hledaná funkce je f(x) =
√
x2 + 1 + ln |x+

√
x2 + 1|+ 2, x ∈ R.

Př́ıklad 4.

a) Homogenńı soustava má následuj́ıćı zápis:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

nebo v maticovém tvaru: A ·X = 0, kde

A =

 a11 . . . a1n
...

am1 . . . amn

 , X =

 x1
...

xm

 .

b) Vektorový prostor všech řešeńı má dimenzi n− h(A).

c) x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

3x1 + 4x2 + x3 + x4 = 0

x1 + x2 + x3 = 0

⇒

 1 2 −1 1

3 4 1 1

1 1 1 0

 ∼
 1 2 −1 1

0 −2 4 −2

0 −1 2 −1

 ∼
 1 2 −1 1

0 −1 2 −1

0 −1 2 −1

 ⇒

⇒ h(A) = 2, n− h(A) = 4− 2 = 2.

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 0

−x2 + 2x3 − x4 = 0
zvoĺıme x3 = p a x4 = q,

pak x2 = 2p− q, x1 = −3p+ q. Tedy řešeńı je
x1

x2

x3

x4

 =


−3p + q

2p − q

p

q

 =


−3

2

1

0

 · p+


1

−1

0

1

 · q, kde p, q ∈ R.

Př́ıklad 5.

a) f(x)
.
= f(x0) +

f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n = Tn(x);
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b) f(x) = x · ex =

∣∣∣∣∣∣
použijeme známý polynom

ex
.
= 1 + x+

x2

2
+
x3

3!
v bodě x0 = 0

∣∣∣∣∣∣ .= x
(

1 + x+
x2

2
+
x3

6

)
=

= x+ x2 +
x3

2
+
x4

6
= T4(x).

Př́ıklad 6.

a)

∫
x arctgx dx =

∣∣∣∣∣∣
u = arctgx, v′ = x

u′ =
1

1 + x2
, v =

x2

2

∣∣∣∣∣∣ =
x2

2
· arctgx− 1

2

∫
x2 + 1− 1

1 + x2
dx =

=
x2

2
· arctgx− 1

2

∫ (
1− 1

1 + x2

)
dx =

x2

2
· arctgx− x

2
+

1

2
arctgx+ C, x ∈ R.

b) Použili jsme větu o integraci per partes. Maj́ı-li funkce u(x) a v(x) spojité derivace
v intervalu I, potom na tomto intervalu plat́ı∫

u(x) · v′(x) dx = u(x) · v(x)−
∫
u′(x) · v(x) dx.
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