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Teéna ke grafu funkce, Tayloruv polynom, Lagrangeuv tvar zbytku,
ptiblizny vypocet funkéni hodnoty, odhad chyby (nepfesnosti) tohoto vypoctu (pracovni text)
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Poznamka: V uvedenych textech lze nalézt varianty k nize uvedenym tloham.

Piedpoklad: Funkce f mé derivace az do fddu n v bodé z. Pak Tayloruv polynom n-tého stupné dané funkce
f (se stiedem) v bodé xq:
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To(x) = f(xo) + f'(x0)(x — 20) + (x —20)” + ...

(x — z0)".

Lagrangeuv tvar zbytku R, 1(x) vyjadiuje chybu (nepfesnost), které se dopustime pii nahrazeni funkéni hodnoty
f(z) hodnotou T,,(x), tj. Ryy1(x) = f(z) — Tn(z).

Véta ( Taylorova). Necht funkce f m4 spojité derivace az do fadu n + 1 v okoli U(zg) bodu xg.

f(n+1)(§) )7z+1
(n+1)! '

Pak pro kazdé « € U(xg) existuje mezi body zg a & bod & tak, ze R,41(z) = (x — xo

Protoze piesnou polohu bodu & zpravidla nezndme, muzeme zminénou neptesnost pomoci tvaru zbytku pouze

M, . .
odhadnout shora. Lze pouzit odhad |R,+1(x)| < ( _:11)' |(z — 20)|", kde M,,;1 je maximum funkece |f**+1| na
n !

intervalu (z, z), resp. (z,xq).

Poznamka: Lagrangetv tvar zbytku a jeho pouziti pro odhad nepfesnosti |R,+1(x)| = |f(x) — T, ()| nejsou
v pozadavcich zkousky Beta.

Je déna funkce f(z) = 2z +1) Inz.
a) Napiste rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé [zo, f(z0)], je-li o = 1. Teénu nacrtnéte.

b) Napiste Tayloruv polynom Ts(z) stupné dva se stfedem xg = 1 dané funkce f. Pomoci Th(z) urcete ptiblizné
hodnotu f(z) pro x = 1/2.

c¢) Napiste, co vyjadiuje zbytek Rs(x). Napiste Lagrangeuv tvar zbytku Rs(z) a R3(1/2).

1 2 1
Vijsledky: Derivace f'(z) =2 Inz + 2+ = f(x) = s 2 D(f)=D(f") = D(f") = (0,0), tetna: y = 3(x — 1),
T

1
To(z) =3(@ = 1)+ 5 (z = )%, f(1/2) = Tp(1/2) = —11/8,
¢) zbytek Rs(x) = f(z)—Tz(x) vyjadiuje chybu (nepfesnost) pii aproximaci funkéni hodnoty f(z) hodnotou Ts(z),

f"(x) = —— + =5, Lagrangeuv tvar zbytku: existuje bod ¢ lezici mezi zo = 1 a z,
R
o 1/ 2 2 , 1/ 2 2 1,
a to takovy, ze Rs(z) = G (52 + 53) (x—1)°, R3(1/2) = 6 (52 + 53> . (75) €€ (1/2,1).

V nasledujicich tulohach je dédna funkce f, stupeni n a body zq, Z.
a) Napiste rovnici tecny ke grafu dané funkce v bodeé [z, f(z0)]-
b) Napiste Tayloruv polynom T,,(x) dané funkce f se stfedem v bodé xo.
Pomoci T, (x) urcete ptiblizné hodnotu f(x) pro x = x; (ve tvaru zlomku).
c¢) Napiste Lagrangeuv tvar zbytku R, 4+1(z) a Rp4+1(T) pro tuto tlohu.
Pomoci R,,4+1(x1) odhadnéte velikost chyby pfiblizného vypocétu hodnoty f(Z) z tlohy b).
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f@)=v2r+1-2, n=2 z0=0,7=3/4.

2

1
[Vysl.:Derivace f'(z) =

1 " - —-i o o " "_ o .
Vamrr @ = Ty b PU) = (512,000, DY) = D) = (21/2,00),
3 1 5

To(x) =1+x —2?, f(3/4) = Tx(3/4) = 19/16 = 1.2, " (z) = W R3(z) = W 3,
[Rs(3/4)| = [f(3/4) — T2(3/4)] < 27/128 ]

Funkce f(z)=In(z+2), n=2, 29 = —1,7=—0.8.

. . / _ 1 " _ -1
[Vysl.: Derivace f'(z) = st () = EFTIER 1
D(f) = D(f') = D(f") = (=2,00), To(z) = (w +1) = 5 (z + 1)%,
F(=0.9) = To(—0.9) = 0.095, f" () ﬁ
1 1 1
R3(z) = T2 (z +1)3, R3(—0.9) = 3ETo7 108 £e(—1,-0.9) .

|R3(—0.9)| = |£(—0.9) — T5(—0.9)| < 1/3000.]

Funkce f(z)=¢e*"* n=2 zo=2,7=3/2.

[Vysl.: derivace f/(z) = 2e**™* D(f) = D(f') = (—00,00), f'(2) =2, tecna:
y=1+2(x—2), f'(x) =4e>1 f'(2) =4,
To(r) = 14200~ 2) 4 2(x — 22, F(3/2) = To(3/2) = 1/2, f"(x) = 824,

" e25—4
Ryt = T (oo 2 T

Ro(3/2) = = e (3/2,2), [Ra(3/2) = |£(3/2) — Ta(3/2)| < 1/6

(x —2)3, kde € lezi mezi o = 2 a ,

f(z) =sinz, n=3, 2o =0,T =3/4.

[Vysl.: derivace f'(z) = cosz, D(f) = D(f') = (—o00,0), f'(0) =1, tetna:y =z, f’(z) = —sinx,
0y =0, f"(z) = —cosz, f(0) = -1, Ts(x)=x— éaﬁ’, f(3/4) = Ty(3/4) = 87/128, fW(z) = sinx,

@) =0, je tedy Ts(x) = Ty(z). Pro odhad nepresnosti | f(z) — Ty(x)| lze pouiit |Ry(z)|, lepsi vysledek vsak
dostaneme, pouzijeme-li |Rs(x)|. Viimnéme si, ze f©®)(z) = cosxz = f/(z). V derivacich vysstho fadu uz se tedy
budou jenom periodicky opakovat fce sinz, cosx, —sinz, — cosx. V bodé zg = 0 to budou hodnoty 0, 1, 0, -1.

(5)
= / 5'(5) x’ = Clo;(f z°, kde ¢ lezi mezi z9 =0 a z.
' 1 3 8l

, , < _— = = —,
Odtud ziskdme odhad |R5(3/4)| < 120 1~ 20960

Pozndmka: Presnd hodnota sin(3/4) je 0,6816387..., ndmi vypoctend pribliznd hodnota je 0,6796875...Je tedy
skute¢nd chyba pfiblizného vypoctu 0,00195, zatimco jeji odhad shora je 0,00198. Odhad nepfesnosti v8ak casto

v vy

byva ”pesimistictéjsi”, nez je skutecnd chyba.

Pak je Rs(x)

Funkee f(z)=In(2z +1) — g n=2 zy=0,7=1/2.

2 1 -4
Vysl.: a) Derivace f'(x) = el 2 ' (x) = TR (f)=D(f") = (-1/2,+00).
b) f(0) =0, f'(0) = 3/2, rovnice teény: y = %x

¢) F1(0) = —4, Ty(x) = %x—2x2, F(1/2) = Ty(1/2) = 1/4.
" . 16 o fm(g) _ 8
VIO = G M= T T = sy

8 1 1
ro=0auz, 33(1/2)=m'§=m756<071/2>

[Rs(1/2)] = [f(1/2) = To(1/2)] <1/3.

23, kde € lezi mezi



Funkce f(x) :\/2x—1—%, n=2 xo=17=3/2
rl . : / _ 1 _2j "(p) = —1 _ _ 00
[Vysl.: Derivace f'(x) = —= "3 f(x) = TR 2/3, D(f) = (1/2,00),
D(f) = D) = (1/2,00), To(a) = = + 5 (e~ 1) = 20— 1%, £(3/2) = To(3/2) =58,
(@) = o Ra(2) = ———— (w — 1)?, |Rs(3/2)| = |£(3/2) — T5(3/2)| <1/16]

Tz —1p 2/(26 —1p



