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Tečna ke grafu funkce, Taylor̊uv polynom, Lagrange̊uv tvar zbytku,
přibližný výpočet funkčńı hodnoty, odhad chyby (nepřesnosti) tohoto výpočtu (pracovńı text)

Př́ıpadné náměty k tomuto textu sdělte laskavě F. Mrázovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Předpoklad: Funkce f má derivace až do řádu n v bodě x0. Pak Taylor̊uv polynom n-tého stupně dané funkce
f (se středem) v bodě x0 znač́ıme Tn(x) a je definován takto:

Tn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Poznámka 1. Postupným derivováńım lze ověřit významnou vlastnost Taylorova polynomu v bodě x0:

T (k)
n (x0) = f (k)(x0), k = 0, 1, ...n.

Taylor̊uv polynom n-tého stupně a daná funkce f tedy maj́ı v bodě x0 stejné hodnoty všech derivaćı až do řádu n.

Lagrange̊uv tvar zbytku Rn+1(x) vyjadřuje chybu (nepřesnost), které se dopust́ıme při nahrazeńı funkčńı hodnoty
f(x) hodnotou Tn(x), tj. Rn+1(x) = f(x)− Tn(x).

Věta ( Taylorova). Necht’ funkce f má spojité derivace až do řádu n+ 1 v okoĺı U(x0) bodu x0.

Pak pro každé x ∈ U(x0) existuje mezi body x0 a x bod ξ tak, že Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Poznámka2. Protože přesnou polohu bodu ξ zpravidla neznáme, můžeme zmı́něnou nepřesnost pomoćı tvaru

zbytku pouze odhadnout shora. Lze použ́ıt odhad |Rn+1(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
|(x−x0)|n+1, kde Mn+1 je maximum funkce

|f (n+1)| na intervalu 〈x0, x〉, resp. 〈x, x0〉.

Poznámka 3. Lagrange̊uv tvar zbytku a jeho použit́ı pro odhad nepřesnosti |Rn+1(x)| = |f(x) − Tn(x)|
nejsou v požadavćıch zkoušky Beta. V následuj́ıćıch př́ıkladech je to vždy úloha c).

V následuj́ıćıch úlohách je dána funkce f , stupeň polynomu n a body x0, x1.

a) Napǐste rovnici tečny ke grafu dané funkce v bodě [x0, f(x0)].

b) Napǐste Taylor̊uv polynom Tn(x) dané funkce f se středem v bodě x0.
Pomoćı Tn(x) určete přibližně hodnotu f(x) pro x = x1 (ve tvaru zlomku).

c) (pouze zkouška Alfa) Napǐste Lagrange̊uv tvar zbytku Rn+1(x) a Rn+1(x1) pro tuto úlohu.
Pomoćı Rn+1(x1) odhadněte velikost chyby přibližného výpočtu hodnoty f(x1) z úlohy b).

1. Funkce f(x) =
√

2x− 1− x2

3
, n = 2, x0 = 1, x1 = 3/2

Výsledky. a) Derivace f ′(x) =
1√

2x− 1
− 2x

3
, D(f) = 〈1/2,∞), D(f ′) = (1/2,∞), f(1) = 2/3, f ′(1) = 1/3,

tečna: y =
2

3
+

1

3
(x− 1),

b) f ′′(x) =
−1√

(2x− 1)3
− 2

3
, f ′′(1) = −5

3
, T2(x) =

2

3
+

1

3
(x− 1)− 5

6
(x− 1)2, f(3/2)

.
= T2(3/2) = 5/8,

c) f ′′′(x) =
3√

(2x− 1)5
, R3(x) =

1

2 ·
√

(2ξ − 1)5
(x− 1)3, kde ξ lež́ı mezi x0 = 1 a x,

R3(3/2) =
1

2 ·
√

(2ξ − 1)5
· 1

8
, ξ ∈ (1, 3/2). Existence bodu ξ je zaručena mezi daným středem x0 = 1 a daným

bodem x1 = 3/2, ale přesnou polohu neznáme. Funkce g(ξ) = 2 ·
√

(2ξ − 1)5 je nezáporná a rostoućı na intervalu

〈1, 3/2〉, proto převrácená hodnota
1

g(ξ)
=

1

2 ·
√

(2ξ − 1)5
je na tomto intervalu klesaj́ıćı.

Odhad shora pro |R3(1/2)| tedy źıskáme dosazeńım levého krajńıho bodu ξ = 1 do výrazu R3(3/2), což vede
k výsledku |R3(3/2)| = |f(3/2)− T2(3/2)| ≤ 1/16.

Poznámka 4. Vypočtený výsledek lze interpretovat takto: hodnota funkce f(3/2)
.
= 5/8 (přibližná hodnota),

přičemž přesná hodnota lež́ı v intervalu I = (
5

8
− 1

16
,

5

8
+

1

16
) = (

9

16
,

11

16
).
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2. Funkce f(x) = ln(x+ 2), n = 2, x0 = −1, x1 = −4/5.

Výsledky. a) Derivace f ′(x) =
1

x+ 2
, D(f) = D(f ′) = (−2,∞), f(−1) = 0, f ′(−1) = 1, tečna: y = x+ 1,

b) f ′′(x) =
−1

(x+ 2)2
, f ′′(−1) = −1, T2(x) = (x+ 1)− 1

2
(x+ 1)2, f(−4/5)

.
= T2(−4/5) = 9/50,

c) f ′′′(x) =
2

(x+ 2)3
, R3(x) =

1

3(ξ + 2)3
(x + 1)3, kde ξ lež́ı mezi x0 = 2 a x. V bodě x1 = −4/5 tedy plat́ı

R3(−4/5) =
1

3(ξ + 2)3
· 1

125
, ξ ∈ 〈−1,−4/5〉.

Funkce h(ξ) = 3 (ξ + 2)3 ve jmenovateli je nezáporná a rostoućı na intervalu 〈−2, +∞), tedy též na 〈−1, −4/5〉.
Proto jej́ı převrácená hodnota, tj. funkce g(ξ) =

1

3(ξ + 2)3
je nezáporná a klesaj́ıćı na intervalu 〈−1, −4/5〉.

Odhad shora pro |R3(−4/5)| tedy źıskáme dosazeńım levého krajńıho bodu ξ = −1 do výrazu R3(−4/5).

Tak dospějeme k výsledku

∣∣∣∣R3(−4

5
)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(−4

5
)− T2(−4

5
)

∣∣∣∣ ≤ 1

3
· 1

125
=

1

375
.

3. Funkce f(x) = e2x−4, n = 3, x0 = 2, x1 = 3/2.

Výsledky. a) Derivace f ′(x) = 2 e2x−4, D(f) = D(f ′) = (−∞,∞), f(2) = 1, f ′(2) = 2, tečna: y = 1 + 2(x− 2),

b) f ′′(x) = 4 e2x−4, f ′′(2) = 4, f ′′′(x) = 8 e2x−4, f ′′′(2) = 8,

T3(x) = 1 + 2(x− 2) + 2 (x− 2)2 + 4
3 (x− 2)3, f(3/2)

.
= T3(3/2) = 1/3,

c) f (4)(x) = 16 e2x−4, R4(x) =
f (4)(ξ)

4!
(x− 2)4 =

2 e2ξ−4

3
(x− 2)4, kde ξ lež́ı mezi x0 = 2 a x,

R4(3/2) =
2e2ξ−4

3
· 1

16
=

e2ξ−4

24
, ξ ∈ 〈3/2, 2〉, |R4(3/2)| = |f(3/2)− T3(3/2)| ≤ 1/24.

4 f(x) =
√

2x+ 1− x2

2
, n = 2, x0 = 0, x1 = 3/4.

Výsledky. a) Derivace f ′(x) =
1√

2x+ 1
− x, D(f) = 〈−1/2,∞), D(f ′) = (−1/2,∞), f(0) = 1, f ′(0) = 1,

tečna: y = 1 + x,

b) f ′′(x) =
−1√

(2x+ 1)3
− 1, f ′′(0) = −2, T2(x) = 1 + x− x2, f(3/4)

.
= T2(3/4) = 19/16,

c) f ′′′(x) =
3√

(2x+ 1)5
, R3(x) =

1

2
√

(2ξ + 1)5
x3, kde ξ lež́ı mezi x0 = 0 a x,

|R3(3/4)| = |f(3/4)− T2(3/4)| ≤ 27/128.

5. Funkce f(x) = (2x+ 1) lnx, n = 2, x0 = 1, x1 = 1/2

Výsledky. a) Derivace f ′(x) = 2 lnx+ 2 +
1

x
, D(f) = D(f ′) = (0,∞), f(1) = 0, f ′(1) = 3, tečna: y = 3(x− 1),

b) f ′′(x) =
2

x
− 1

x2
, f ′′(1) = 1, T2(x) = 3(x− 1) +

1

2
(x− 1)2, f(1/2)

.
= T2(1/2) = −11/8,

c) zbytek R3(x) = f(x)−T2(x) vyjadřuje chybu (nepřesnost) při aproximaci funkčńı hodnoty f(x) hodnotou T2(x),

f ′′′(x) = − 2

x2
+

2

x3
, Lagrange̊uv tvar zbytku: existuje bod ξ lež́ıćı mezi x0 = 1 a x, a to takový, že

R3(x) =
1

6

(
− 2

ξ2
+

2

ξ3

)
· (x− 1)3, R3(1/2) =

1

6

(
− 2

ξ2
+

2

ξ3

)
· (−1

2
)3 = − 1

24

(
1

ξ3
− 1

ξ2

)
, ξ ∈ (1/2, 1).

Funkce g(ξ) =
1

ξ3
− 1

ξ2
je nezáporná a klesaj́ıćı na intervalu 〈1/2, 1〉. Pro odhad |R3(1/2)| shora je tedy

M3 = g(1/2) = 4. Potom |R3(1/2)| = |f(1/2)− T2(1/2)| ≤ 1

24
· 4 = 1/6.
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6. f(x) = sinx, n = 3, x0 = 0, x1 = 3/4.

Výsledky. a) Derivace f ′(x) = cosx, D(f) = D(f ′) = (−∞,∞), f(0) = 0, f ′(0) = 1, tečna: y = x,

b) f ′′(x) = − sinx, f ′′(0) = 0, f ′′′(x) = − cosx, f ′′′(0) = −1, T3(x) = x− 1

6
x3, f(3/4)

.
= T3(3/4) = 87/128.

b) Pro odhad nepřesnosti |f(x)−T3(x)| lze použ́ıt |R4(x)|. Všimněme si však, že f (4)(x) = sinx, je tedy f (4)(0) = 0,
a proto plat́ı, že T3(x) = T4(x).

Pro nepřesnost výpočtu hodnoty f(3/4) lze tedy použ́ıt |R5(x)|. Po výpočtu f (5)(x) = cosx dostaneme

R5(x) =
f (5)(ξ)

5!
x5 =

cos ξ

120
x5, kde ξ lež́ı mezi x0 = 0 a x.

Protože | cos ξ| ≤ 1 pro každé ξ ∈ R, źıskáme tak odhad shora |R5(3/4)| ≤ 1

120
· 35

45
=

81

40960
.

Poznámka 5. Přesná hodnota sin(3/4) je 0,68163876..., námi vypočtená přibližná hodnota je 0,6796875...
Je tedy skutečná chyba přibližného výpočtu 0,00195, zat́ımco jej́ı odhad shora je 0,00198. To je však sṕı̌se
výjimečná situace, odhad nepřesnosti často bývá výrazněji ”pesimističtěǰśı”, než je skutečná chyba.

Poznámka(d̊uležitá). Protože f (4)(x) = sinx = f(x), budou se v derivaćıch funkce sinx periodicky opakovat
jenom funkce sinx, cosx,− sinx,− cosx. V bodě x0 = 0 to znamená hodnoty 0, 1, 0, -1. Analogicky plat́ı pro
funkci cosx, x0 = 0. Velmi rychle tak dostaneme např. následuj́ıćı Taylorovy polynomy se středem x0 = 0.

Taylor̊uv polynom 7. stupně (a též 8. stupně) funkce sinx je T7(x) = x− 1

6
x3 +

1

120
x5 − 1

5040
x7.

Taylor̊uv polynom 6. stupně (a též 7. stupně) funkce cosx je T6(x) = 1− 1

2
x2 +

1

24
x4 − 1

720
x6.

Za pozornost stoj́ı velmi rychlý pokles hodnoty koeficient̊u u vyšš́ıch mocnin. Pro dosažeńı ”malé nepřesnosti”přibližné
hodnoty f(x1) v bodě x1, který je ”bĺızko”x0, pak stač́ı ”ńızký”stupeň polynomu.

7. Funkce f(x) = ln(2x+ 1)− x

2
, n = 2, x0 = 0, x1 = 1/2.

Výsledky. a) Derivace f ′(x) =
2

2x+ 1
− 1

2
, D(f) = D(f ′) = (−1/2,+∞). f(0) = 0, f ′(0) = 3/2,

rovnice tečny: y =
3

2
x.

b) f ′′(x) = −4
(2x+1)2 , f ′′(0) = −4, T2(x) =

3

2
x− 2x2, f(1/2)

.
= T2(1/2) = 1/4.

c) f ′′′(x) =
16

(2x+ 1)3
, R3(x) =

f ′′′(ξ)

3!
x3 =

8

3 (2 ξ + 1)3
x3, kde ξ lež́ı mezi x0 = 0 a x,

R3(1/2) =
8

3 (2 ξ + 1)3
· 1

8
=

1

3 (2 ξ + 1)3
, ξ ∈ 〈0, 1/2〉

Funkce g(ξ) =
1

(ξ + 1)3
je nezáporná a klesaj́ıćı na intervalu 〈0, 1/2〉. Odhad shora pro |R3(1/2)| vypoč́ıtáme

dosazeńım levého krajńıho bodu ξ = 0 do výrazu R3(1/2).
Źıskáme tak výsledek |R3(1/2)| = |f(1/2)− T2(1/2)| ≤ 1/3.
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