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Tecna ke grafu funkce, Tayloruv polynom, Lagrangeuv tvar zbytku,
ptiblizny vypocet funkéni hodnoty, odhad chyby (nepfesnosti) tohoto vypoctu (pracovni text)

Pfipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Piedpoklad: Funkce f mé derivace az do fadu n v bodé zy. Pak Tayloruv polynom n-tého stupné dané funkce
f (se stiedem) v bodé xg znacime T, (z) a je definovan takto:

f/l(xo)
2!

() (5
(x —x0)* + ... + fT('O)(:c —x0)".

Tn(x) = f(zO) =+ f/(xo)(l‘ - ‘rO) +

Poznamka 1. Postupnym derivovanim lze ovérit vyznamnou vlastnost Taylorova polynomu v bodé xg:

T (20) = ) (x0), k=0,1,...n.

n

Tayloruv polynom n-tého stupné a dand funkce f tedy maji v bodé x( stejné hodnoty vSech derivaci az do fddu n.

Lagrangeuv tvar zbytku R, 1(x) vyjadiuje chybu (nepfesnost), které se dopustime pii nahrazeni funkéni hodnoty
f(z) hodnotou T,,(x), tj. Rny1(x) = f(z) — Tn(z).

Véta ( Taylorova). Necht funkce f mé spojité derivace az do fadu n + 1 v okoli U(zg) bodu xg.

(n+1)
Pak pro kazdé x € U(z) existuje mezi body xo a x bod £ tak, ze R,11(x) = fi(f)(x —

(n+ 1)! )n+1'

Pozndmka2. Protoze pfesnou polohu bodu £ zpravidla nezndme, muzeme zminénou nepiesnost pomoci tvaru

M,
zbytku pouze odhadnout shora. Lze pouzit odhad | Ry, 4+1(z)| < ( ++11)' |t
n !

|(z—x0) , kde M,, 11 je maximum funkce
| D] na intervalu (xg, z), resp. (z, xo).

Pozndmka 3. Lagrangeuv tvar zbytku a jeho pouziti pro odhad nepfesnosti |Ry+1(z)| = |f(z) — T, ()]
nejsou v pozadavcich zkousky Beta. V ndsledujicich piikladech je to vzdy dloha c).

V nasledujicich tlohach je ddna funkce f, stupen polynomu n a body xg, z1.
Napiste rovnici tecny ke grafu dané funkce v bodeé [z, f(z0)]-

Napiste Tayloruv polynom T, (z) dané funkce f se stfedem v bodé xy.
Pomoci T, (x) urcete ptiblizné hodnotu f(z) pro x = x; (ve tvaru zlomku).

(pouze zkouska Alfa) Napiste Lagrangeuv tvar zbytku R, 11(x) a R,41(x1) pro tuto dlohu.
Pomoc{ R, 41(z1) odhadnéte velikost chyby ptiblizného vypoctu hodnoty f(z1) z tlohy b).

Funkce f(z)=+v2zx—-1-—

22
—, n=2,x0=1,21 =3/2

3
Visledby. a) Derivace f'() = ——— = =, D(f) = (1/2,00), D(f') = (1/2,00), f(1) = 2/3, ['(1) = 1/3,
-
2 1

tecna: y = 3 + g(x - 1),
b) f(z) = ——— 2 = -2 Ty =24 1) = 2w - 12 £(3/2) = Ta(3/2) = 5/8

) f (x)—m—g,f ( )__57 2($)—§+§($— )—g(x— )7, f(3/2) = T5(3/2) = 5/8,

" _ 3 _ 1 _1\3 L, . _

c) f"(x) = 7(2w — Rs(x) 3 Tor—TE TImE (x —1)°, kde & lezf mezi o =1 a x,
R3(3/2) = 2(22_1)5 : é, ¢ € (1,3/2). Existence bodu & je zaru¢ena mezi danym stfedem zp = 1 a danym

bodem z; = 3/2, ale pfesnou polohu nezndme. Funkce g(§) = 2 - 1/(2§ — 1)° je nezdpornd a rostouci na intervalu
1

1
1, 3/2), proto pfevracena hodnota = je na tomto intervalu klesajici.
32 9(§)  2-/(26—1)
Odhad shora pro |R3(1/2)| tedy ziskdme dosazenim levého krajnfho bodu & = 1 do vyrazu R3(3/2), coz vede
k vysledku |R3(3/2)| = |f(3/2) — T2(3/2)| < 1/16.

Pozndmka 4. Vypocteny vysledek lze interpretovat takto: hodnota funkce f(3/2) = 5/8 (pfibliznd hodnota),

5 1 5 1 9 11
pricemz presnd hodnota lezi v intervalu I = (§ “16'% + Tﬁ) = (E, TG)



Funkce f(z)=In(x+2), n=2, 29 =—1,21 = —4/5.

Vijsledky. a) Derivace f'(x) = %H’D(f) =D(f") = (-2,00), f(=1) =0, f'(-1) =1, tetna:y=uaz+ 1,

b) £7e) = gy (1) = L le) = (a4 1) = e+ 1, J(-4/5) = Ta(-4/5) = 9/,

c) f"(z) = (1"—!—212)3’R 3(x) = m (x +1)%, kde ¢ lezf mezi 29 = 2 a x. V bodé x; = —4/5 tedy plati
R3(—4/5) = 3127 125 §e(-1,-4/5).

Funkce h(€) = 3 (€ + 2)® ve jmenovateli je nezdporna a rostouci na intervalu (—2, +00), tedy téz na (—1, —4/5).

1
———— je nezaporna a klesajici na intervalu (—1, —4/5).
3ET )7 ] p j ( /5)
Odhad shora pro |R3(—4/5)| tedy ziskdme dosazenim levého krajniho bodu £ = —1 do vyrazu R3(—4/5).
4 1 1 1

4
= ‘f(_5)_T2(_5) < 555 = %

Proto jeji pfevrdcend hodnota, tj. funkce g(&) =

4
Tak dospéjeme k vysledku Rg(—g)

Funkce f(z)=e*"* n=3, zg=2,1; = 3/2.

Vijsledky. a) Derivace f'(z) = 2e**~4, D(f) = D(
b) f’(x) =4e* 7, f(2) =4, f(x) =8> 4 f
Ty(z)=1+2(z—2)+2(z—2)%+ 1 (z—2)3, f(

C) f(4) (gj) =16 62174’ R4(I) _ f(j'(g) (.Z‘ o 2)4 =

224 1 Xt
Ry(3/2) = =S €2 3/2.2), IRiB/2) = 1(3/2) ~ Ty(3/2) < 1/24,

f)=(—00,00), f(2) =1, f'(2) =2, tetna:y=1+2(z—2),
///(2) _ 8’
3/2) = T5(3/2) = 1/3,

9 o26—14
¢ (z —2)*, kde € lezi mezi o = 2 a

316
flx)=v2zx+1— %2 n=2, x0=0z =3/4.
Visledty. 2) Derivace ['(x) = ——— — 2. Df) = (~1/2,50). D(f") = (~1/2:00). (0) = 1. /0) = 1.
teéna: y = 1+,
b) f(z) = (2;1“)3 1 £(0) = 2, To(2) = 1+ — 2, f(3/4) = Th(3/4) = 19/16,
c) f"(z) = (2:+1)5 R3(z) = 2(2;1)5:53, kde ¢ lezi mezi 29 = 0 a z,

[Rs(3/4)] = [f(3/4) — T2(3/4)] < 27/128.

Funkce f(z)=2z+1)Ilnz, n=2, zg=1,21 =1/2

Vijsledky. a) Derivace f'(z) =2 Inz + 2+ %, D(f)=D(f") =(0,00), f(1)=0, f'(1) =3, teéna: y = 3(z — 1),

2 1 1
b) f(z) = == —5, f'(1) =1, To(2) = 3(z = 1) + 5 (@ = 1), f(1/2) = T5(1/2) = —11/8,
¢) zbytek R3(x) = f(x)—Ta(x) vyjadiuje chybu (nepfesnost) pii aproximaci funkéni hodnoty f(z) hodnotou Ts(z),
2
f'(x) = —|— 5, Lagrangetv tvar zbytku: existuje bod ¢ lezicf mezi 29 = 1 a x, a to takovy, ze
a2
2

@)= (-5t 5) @0 R =g (-5 5) 5P =5 (g - @) ceaz.

1
Funkce g(§) = = — — je nezdporna a klesajici na intervalu (1/2, 1). Pro odhad |R3(1/2)| shora je tedy
€2

1
e
Ms = g(1/2) = 4. Potom |R3(1/2)| = |f(1/2) — T2(1/2)] < i -4=1/6.



flx)=sinz, n=3, o =0,27 = 3/4.
Visledky. a) Derivace f'(x) = cosz, D(f) = D(f') = (—o0, ), f(0) =0, f/(0) =1, tetna: y =,

b) f(z) = —sinz, f”(0) =0, f""(z) = —cosz, f"(0) = -1, T3(z)=z— éaﬁ, f(3/4) =T3(3/4) = 87/128.

b) Pro odhad nepresnosti | f(z) —Ts(z)| lze pouzit |Ry(x)|. Vsimnéme si viak, ze f)(z) = sinz, je tedy f® (0) =0,
a proto plati, ze T3(x) = Ty(x).

Pro nepiesnost vypoctu hodnoty f(3/4) lze tedy pouzit |Rs(x)|. Po vypoctu f©®)(x) = cosz dostaneme

_ f(S)(f) 5 cos§ o ., . .
Rs(z) = T A kde & lezi mezi 29 =0 a x. 5
3 81
Protoze | cos&| < 1 pro kazdé £ € R, ziskdme tak odhad shora |R5(3/4)| < 50 5 = 10960°

Poznamka 5. Presnd hodnota sin(3/4) je 0,68163876..., ndmi vypoctend piibliznd hodnota je 0,6796875...

Je tedy skutec¢na chyba pfiblizného vypoctu 0,00195, zatimco jeji odhad shora je 0,00198. To je vsak spiSe
vyjimecna situace, odhad nepfesnosti casto byva vyraznéji ” pesimistictéjsi”, nez je skutecnd chyba.
Poznamka(dilezitd). Protoze f(Y)(z) = sinz = f(x), budou se v derivacich funkce sinz periodicky opakovat
jenom funkce sinx,cosx, —sinz, —cosx. V bodé xg = 0 to znamena hodnoty 0, 1, 0, -1. Analogicky plati pro
funkei cos z, g = 0. Velmi rychle tak dostaneme napt. nasledujici Taylorovy polynomy se stifedem zy = 0.

L s L

Tayloritv pol 7. stupné (a 67 8. stupné) funkee sinz je Tr(z) = & — = &3 + —— a° — —— 7.

ayloruv polynom 7. stupné (a téz 8. stupné) funkce sinz je T7(x) =« g% + 1202 " 5om0 ®
1 1 1

Tayloruv polynom 6. stupné (a téz 7. stupné) funkce cosz je Tg(z) =1 — 3 %+ 21 xt — =50 28,

Za pozornost stoji velmi rychly pokles hodnoty koeficientu u vyssich mocnin. Pro dosazeni ”malé neptesnosti” piiblizné
hodnoty f(x1) v bodé z1, ktery je ”blizko” z¢, pak staci ”"nizky” stupenn polynomu.

Funkce f(x)=1In(2zx+1)— g, n=2, xo=0,21 =1/2.

2 1

— =, D(f) =D(f') = (~=1/2,+00). f(0) =0, f'(0) = 3/2,

Visledky. a) Derivace f'(z) = 5= — 5,

rovnice teény: y = 3 z.

b) f"(2) = margyzs [7(0) =4, Ta(z)= ggc—2x2, f(1/2) =Tx(1/2) = 1/4.
16 R _ f”’(f) 5 8

— 3 oy . _
o) f"(z) = TR 3(x) = T SEETT) x°, kde £ lezi mezi o =0 a x,
8 1 1
Ry(1/2) = = L€ (0,1/2
U2 = 55er 1y 5 T 3perp S0
1
Funkce ¢g(§) = —— je nezdpornd a klesajic{ na intervalu (0,1/2). Odhad shora pro |R3(1/2)| vypocitdme

€+1)?
dosazenim levého krajniho bodu ¢ = 0 do vyrazu R3(1/2).

Ziskdme tak vysledek |R3(1/2)] = |f(1/2) — T2(1/2)] < 1/3.
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