Trojny integral [ [ [, f(x,y,z)dxdydz

Nutnosti je znalost AG v [E3, kvadratické plochy
Predpoklad (NP pro existenci):

M C Ej je omezend mnozina, funkce f(x,y, z) je omezend na M
Fyzikdlni aplikace: hmotnost nehomogenniho télesa

I. (Specialni pripad)
Trojny integral na kvadru

a) déleni D
b) volba V bodu

¢) Riemanntiv soucet funkce f pii déleni D a volbé bodu V:
s(f,D,V)



Definice.

Rikdme, e funkce f (x,y, z) je integrovatelnd na kvadru K,
jestlize existuje vlastni limita Riemannovych soucti,

tj. lim”D”_,O S(f, D, V) = S.

II. Trojny integral na obecné mnoziné M
prevedeme na integral na kvadru, viz. kap. IL.5 (J. Neustupa).

Fubiniova véta - vypocet f f f v J dedydz
prevod integralu trojného na trojndsobny,
je-1i M tzv. elementarni obor integrace



Véta Fubiniova (I1.7.2.).
Nechf funkce f(x,y, z) je spojitd na M, kde M je elementérni obor
integrace vzhledem k roviné xy.

Pak existuje
/// f(z,y, z) dedydz =
M

(I)Z(may)
=// / f(z,y,2z)dz | dedy
Mgy ®q(x,y)

Poznamka: Podobné (cyklicky) pfi elementarnim oboru vzhledem k
roviné xz, resp. yz.

Pr.



Existence trojného integralu Analogicky jako pro dvojny integral

Nutna podminka pro existenci:
M je omezena mnoZina, fce f je omezend na M.

Postacujici podminka pro existenci

1. varianta

Funkce f(x,y) je spojitd na M, kde M je
elementarni obor integrace - viz Fubiniova véta

2. Pro obecnéjsi podm. potiebujeme novy pojem:

Mnozina M C [E5 se nazyva méritelna,

je-li omezena a existuje integral / / 1. dxedy.
M

Jeho hodnotu znacime po (M) a nazyvame
dvourozmérnou Jordanovou mirou mnoziny M



Véta.
Mnozina M C E, je méfitelnd <—=- M je omezend a puo(OM ) = 0.

Priklady

Megéritelna je libovolnd mnoZina M v Es, jejiz hranice 9 M je omezena
kiivka, nebof pus(OM) = 0.

Véta I1.2.1. (PostacCujici podminka pro existenci)

Nechf M je uzaviend a méfitelnd mnoZina v E, a fce f je spojitd na M.

Pak existuje / / f dxdy.
M

V odst. I1.2.1 jsou uvedeny dalsi varianty postacujici podminky,
napf.
fce f je spojitd a omezena na M ~ D, kde M je méfitelnd a puo(D) = 0



I1.2 Nékteré vlastnosti dvojného integralu
(za predpokladu existence integralii)

a) / /  konst - f dady = konst / / _ fdady
of [ora=[[ 4[]0

¢) Je-li My N M, = 0, pak

[ i =1t 1]

d)Je-lif(a:,y)ZOnaM,pak// f>0.
M

e) Je-li f omezena fce na mn. M a uy(M) = 0, pak // f=0.
M



Dalsi aplikace - mechanické charakteristiky desky
Aplikace integrall (prehled obecné)

Symbol [,, fdX

v tomto prehledu znamen3 integral

a) dvojny

b) trojny

c) kiivkovy

d) ploSny



