
V. Určitý (Riemannův) integrál∫∫∫ b

a

f(x) dx

Úloha: Obsah obrazce mezi grafem funkce f a osou x

Předpoklady (nutné podmı́nky pro existenci):
1. 〈a, b〉 je uzavřený a omezený interval
2. f je omezená funkce na 〈a, b〉.

Definice
Dělenı́ intervalu
Riemannův součet a jeho limita
Riemannův integrál
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? existence integrálu

Věta 3.1 (Postač.podm. pro existenci)

Je-li fce f spojitá v omezeném 〈a, b〉, pak je integrovatelná
v 〈a, b〉.

Zobecněná postač. podm. pro existenci

Fce f je omezená a po částech spojitá v omezeném 〈a, b〉,
tj. 〈a, b〉 lze rozdělit na konečně mnoho dı́lčı́ch intervalů
a fce f je spojitá ve vnitřku každého z nich.

Př.
∫∫∫ 1

−1

1

x2
dx neexistuje, ALE

∫∫∫ 1

−1

sinx

x
dx existuje
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Geometrický význam

Rozšı́řenı́ definice∫∫∫ b

a

f(x) dx = −
∫∫∫ a

b

f(x) dx∫∫∫ a

a

f(x) dx = 0

Střednı́ hodnota funkce f v 〈a, b〉
je čı́slo

µ =
1

b− a

∫∫∫ b

a

f(x) dx

geometrický význam
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Některé dalšı́ vlastnosti Riemannova integrálu

Věty 3.6 a 3.7

Jestliže existujı́ integrály vpravo, pak platı́:∫∫∫ b

a

konst·f(x) dx=konst·
∫∫∫ b

a

f(x) dx

∫∫∫ b

a

[f(x) + g(x)] dx =

∫∫∫ b

a

f(x) dx+

∫∫∫ b

a

g(x) dx

∫∫∫ b

a

f(x) dx =

∫∫∫ c

a

f(x) dx+

∫∫∫ b

c

f(x) dx
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Věta 3.8 (Riemannův integrál jako funkce hornı́ meze)

Necht’ funkce f je integrovatelná v 〈a, b〉. Pak platı́:

a) funkce F (x) =

∫∫∫ x

a

f(t) dt je spojitá v 〈a, b〉,

b) rovnost
d

dx

(∫∫∫ x

a

f(t) dt

)
= f(x) platı́ ve všech bodech

x ∈ (a, b), ve kterých je funkce f spojitá.

Důsledek.
Je-li funkce f spojitá v omezeném intervalu 〈a, b〉, pak

F (x) =

∫∫∫ x

a

f(t) dt je primitivnı́ funkce k funkci f v 〈a, b〉.
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Výpočet Riemannova integrálu

Věta 4.1 (Základnı́ věta integrálnı́ho počtu)

Je-li funkce f spojitá v intervalu 〈a, b〉 a F je funkce

primitivnı́ k funkci f v 〈a, b〉, pak

∫∫∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a)

.

Název: Newtonova-Leibnizova formule, zápis [F (x)]ba
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Věta 4.3 (Integrace per-partes v určitém integrálu)

Necht’ funkce u, v majı́ spojité derivace v 〈a, b〉.
Potom∫∫∫ b

a

u′ · v dx = [u · v]ba−
∫∫∫ b

a

u · v′ dx.
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Věta 4.5 (Substituce v určitém integrálu)

Necht’ funkce t = g(x) má spojitou derivaci v 〈a, b〉, který
zobrazuje do J .
Necht’ funkce f(t) je spojitá v J .

Potom platı́:∫∫∫ b

a

f(g(x)) · g′(x) dx =

∫∫∫ g(b)

g(a)

f(t) dt,

kde g(x) = t.
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Dalšı́ aplikace Riemannova integrálu

Objem rotačnı́ho tělesa

V = π

∫∫∫ b

a

f2(x) dx

Délka křivky C : y = f(x), x ∈ 〈a, b〉

l =

∫∫∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx
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Nevlastnı́ integrál

Nutná podm. pro existenci Riemannova integrálu:

Funkce f je omezená na omezeném intervalu 〈a, b〉

Nenı́-li tato podm. splněna, pak mluvı́me o singulárnı́ mezi a
o nevlastnı́m integrálu

Dvě situace:
nevlastnı́ vlivem meze, nevlastnı́ vlivem funkce
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Nevlastnı́ integrál se singulárnı́ hornı́ mezı́

Předpoklad: Fce f je definovaná v 〈a, b), kde

b = +∞ nebo fce f nenı́ omezená v 〈a, b).
Necht’ f je integrovatelná v 〈a, t〉 pro každé t < b.

Definice. Jestliže existuje lim
t→b−

(∫∫∫ t

a

f(x) dx

)
, pak jejı́ hod-

nota se nazývá nevlastnı́ integrál se singulárnı́ hornı́ mezı́,
zapisujeme

∫∫∫ b
a f(x) dx.

Je-li nevlastnı́ integrál konečný, pak řı́káme, že konverguje.
Pokud ne, pak řı́káme, že diverguje.

Nevlastnı́ integrál se singulárnı́ dolnı́ mezı́
je definován analogicky
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Př. 1a.
∫∫∫ +∞

1

1

x2
dx Př. 1b.

∫∫∫ 1

0

1

x2
dx

Poznámka:
∫∫∫ +∞

1

1

x
dx, viz Neustupa
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Výpočet nevlastnı́ho integrálu

1. Postupujeme podle definice NEBO
2. podle následujı́cı́ věty (pozor na předpoklady):
Věta 6.6 Necht’ funkce f je spojitá v intervalu (a, b).
Potom existuje integrál∫∫∫ b

a

f(x) dx = lim t→b− F (t)− lim t→a+ F (t),

pokud výraz na pravé straně má smysl (obě limity existujı́ a
jejich rozdı́l je definován). Zde F označuje funkci primitivnı́
k funkci f v (a, b).

Poznámka. Je-li funkce f spojitá v omezeném intervalu 〈a, b〉,
pak hodnoty limit jsou F (b), resp. F (a) a jedná se o Newtonovu-
Leibnizovu formuli pro ”běžný”Riemannův integrál.
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