V. Urcity (Riemannuyv) integral

/:f(a:) dx

Uloha: Obsah obrazce mezi grafem funkce f a osou

Predpoklady (nutné podminky pro existenci):
1. {a, b) je uzavieny a omezeny interval
2. f je omezena funkce na (a, b).

Definice

Déleni intervalu

Riemanntiv soucet a jeho limita
Riemanntv integral



? existence integralu

Véta 3.1 (PostaC.podm. pro existenci)

Je-li fce f spojita v omezeném (a, b), pak je integrovatelna
v {(a,b).

Zobecnéna postacC. podm. pro existenci

Fce f je omezend a po ¢astech spojitd v omezeném (a, b),
tj. (a, b) 1ze rozde€lit na kone¢né mnoho dil¢ich intervald
a fce f je spojita ve vnittku kazdého z nich.

oMt o L sina o
Pr. — dx neexistuje, ALE dx existuje
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Geometricky vyznam

Rozsireni definice

/Zf(w)da::—/:f(w)daz

/:f(m)da::O

Stfedni hodnota funkce f v {a, b)
je Cislo
1 b
N
— a a

geometricky vyznam



Neékteré dalsi vlastnosti Riemannova integralu

Véty 3.6 2 3.7

Jestlize existuji integraly vpravo, pak plati:

b b
/ konst- f(x) d:c=k0nst-/ f(x)dx

a

/ Z[f(w) +g@)de - [ Zf(w) do+ | chc) dx

/Zf(m)dx:/:f(x)der/Zf(m)dx



Véta 3.8 (Riemanntv integrél jako funkce horni meze)

Necht funkce f je integrovatelnd v {a, b). Pak plati:

a) funkce F'(x) = / f(t) dt je spojita v {a, b),

d xr

b) rovnost P < / f(t) dt) = f(x) plati ve vSech bodech
£L a

x € (a,b), ve kterych je funkce f spojita.

Disledek.
Je-li funkce f spojitd v omezeném intervalu {a, b), pak

F(x) = / f(t) dt je primitivni funkce k funkci f v {a, b).



Vypocet Riemannova integralu

Véta 4.1 (Zakladni véta integralniho poctu)

Je-li funkce f spojita v intervalu {(a, b) a F' je funkce

primitivni k funkci f v (a, b), pak

/ f(z) dz = F(b) — F(a)

Nazev: Newtonova-Leibnizova formule, zapis [F(w)]g



Véta 4.3 (Integrace per-partes v urCitém integralu)
Nechf funkce u, v maji spojité derivace v {a, b).

Potom

b b
/u’-vdw:[uov]g—/ u-v' de.



Véta 4.5 (Substituce v urCitém integralu)

Nechf funkce t = g(a) ma spojitou derivaci v {a, b), ktery
zobrazuje do J.
Necht funkce f(t) je spojitd v J.

Potom plati:

g(b)

/ flg@) -g@)de= [  f)dt

g(a)
kde g(x) = t.



Dalsi aplikace Riemannova integralu

Objem rotaCniho télesa
b
V=mn / f2(x)dx

Délka kiivky C : y = f(x),x € {(a,b)

l:/Z\/1+[f'(a;)]2dm




Nevlastni integral
Nutnd podm. pro existenci Riemannova integralu:

Funkce f je omezena na omezeném intervalu {a, b)

Neni-li tato podm. spln€na, pak mluvime o singularni mezi a
o nevlastnim integralu

Dve situace:
nevlastni vlivem meze, nevlastni vlivem funkce



Nevlastni integral se singularni horni mezi

Predpoklad: Fce f je definovand v {(a, b), kde

b = 400 nebo fce f neni omezena v {a, b).
Necht f je integrovatelnd v {(a, t) pro kazdé t < b.

t
Definice. JestliZe existuje lirll)a ( / f(x) da:), pak jeji hod-
t—b_ a
nota se nazyva nevlastni integral se singularni horni mezi,

. b
zapisujeme [ f(x) de.
Je-1i nevlastni integral koneCny, pak rikame, ze konverguje.
Pokud ne, pak fikame, Ze diverguje.

Nevlastni integral se singularni dolni mezi
je definovan analogicky



R | L |
Pr. la./ —2dw Pr. lb./ —2dzL'
1 £ 0o L

too 1
Poznamka: / — dax, viz Neustupa
1 xIr



Vypocet nevlastniho integralu

1. Postupujeme podle definice NEBO
2. podle nasledujici véty (pozor na predpoklady):

Véta 6.6 Nechf funkce f je spojitd v intervalu (a, b).
Potom existuje integral

b
/ f(x)de =1lim 4, F(t) — lim ;,,, F(t),

pokud vyraz na pravé stran€¢ ma smysl (ob€ limity existuji a
jejich rozdil je definovan). Zde F' oznacuje funkci primitivni
k funkci f v (a, b).

Poznamka. Je-li funkce f spojitd v omezeném intervalu {a, b),
pak hodnoty limit jsou F'(b), resp. F'(a) a jedna se o Newtonovu-
Leibnizovu formuli pro "bézny”’Riemanniiv integral.



