Vektorovy prostor

Priklady:

Pi.1. R?; R® R™ .. aritmeticky m-rozmérny prostor

Dvé operace v R" :
soucet vektorti u = (uy, ...u,) av = (v1,...v,) je vektor
u+v = (ug + vy, .0, + vy),

nasobek vektoru w Cislem A je vektor
A-u = (Aug, ... \uy,).

Pr.2. V(E;) ..mnoZina vektori v E,, vektor je mnoZina vSech
navzdjem ekvivalentnich orientovanych tsecek v E,.

V' (E3) ...mnoZina vektort v Eg,

Tyto dvé operace maji nasledujici vlastnosti (piSme obecné mnoZinu V'):



(a) Pro libovolné vektory u, v € V alibovolné A € R
patii soucet u + v isoucin A - wdo V.

(b) Tyto dvé operace jsou tzv. rozumné, tj. komutativni, asociativni, distributivni.
Pro libovolné vektory u, v, w € V alibovolna redlna Cisla «, [ plati:

(b1) u+v=v+u,

(b2) (u+v)+w=u+(v+w),

(b3) 1 -u=u,

(b4) a-(B-u)=(a-0)-u,

(b3) a-(ut+v)=a-u+a-wv.

(b6) (a+p6) u=a-u+p-u.

(c) Ve V existuje tzv. nulovy vektor o. Pro libovolny vektor u pak plati: u + o = u.

(d) Ke kazdému vektoru u € V existuje vektor (—u) € V (tzv. opacny vektor k
vektoru u) tak, Ze plati: u + (—u) = o.

Poznamka. Vlastnosti (a) se fika uzavienost mnoZziny V' vici obéma operacim.



Definice. MnoZina V' s operacemi s¢itdni prvki (vektorli) a ndsobeni vektort

realnymi Cisly, které maji vlastnosti a) az d) se nazyva vektorovy prostor.

Véta 1.4. Ve vektorovém prostoru V' existuje jediny nulovy vektor.

Véta 1.7. Pro libovolny vektor u € V' a pro libovolné ¢islo o € R plati:
DO -u=o, 2)(-1)-u = —u, 3a-0=o.




Dalsi priklady (se standardné definovanymi operacemi):

Pi.3. Cp) ... mn. spojitych funkei v {(a, b) je vektorovy prostor

Pr.4. P, ... mn. vSech polynomi stupné praveé dva,
tj. funkce tvaru P(x) = ax? + bx + ¢, a # 0 neni vektorovy prostor

Pf.5. P, ... mn. viech polynomi stupné nejvyse dva je vektorovy prostor

Pr. 6. Mnozina vSech matic téhoZ typu m x n je vektorovy prostor

Poznamka. Podprostor vektorového prostoru.

Priklad Prostor P2' je podprostorem vektorového prostoru C_ oo, 0)



Linearni zavislost, nezavislost (skupiny vektori)

Priklad 0. Urcete vektor w, ktery je lin. kombinaci vektord v = (2,3, —1),
v = (—1,2,2) s koeficienty « = =2, § = 2.
Vysledek: w = au + fv = (—6, —2, 6).

Definice. Skupinu vektord w;..., u,, nazyvame linedrné zdvislou, jestlize existuji
redlna ¢isla aq, ..., o, (asponi jedno je # 0) tak, ze plati

aiuq + asus + ... + a,u, = 0. (*).

Skupinu vektort, kterd neni linearn€ zavisla, nazyvame linedrné nezdavislou.

Poznamka. Skupina vektord je lin. nezavisla praveé tehdy, kdyz vektorova rovnice (*) ma
pouze nulové feSeni a; = 0 pro V-.

Poznamka. V tomto textu pouzijeme zkratky LN (lin. nezavisld) a LZ (lin. zavisla).

Véta 1.7. Jestlize skupina vektorii obsahuje nulovy vektor, pak je tato skupina LZ.

Véta 1.8. Skupina vektoru je LZ pravé tehdy, kdyz alespon jeden z nich 1ze vyjadfit
jako linedrni kombinaci ostatnich.




Skupina dvou nenulovych vektoru je tedy LZ prave tehdy, kdyz jeden z nich je ndsobkem
druhého.

Priklad 1. Skupina vektorti v = (6, —3), v = (—2,1) je LZ,
zatimco skupina @ = (3,2, —3), b = (6,4, —5) je LN.

Priklad 2. UrcCete, pro které hodnoty parametri «, 5 je LZ (resp. LN) skupina dvou vek-
tord v = (1,2, —3),v = (—2,ax + 2, 3).
Vysledek: Pro a = —6, 8 = 6 je skupina LZ. Pro o # —6 nebo 3 # 6 je skupina LN.



ULOHA. Ur&ete, zda dand skupina (tff a vice vektort) je LN nebo LZ.

Postup.
1. moZnost: Pomoci matice sestavené z danych vektort (nékdy i pomoci determinantu).

2. moznost: Postupujeme podle definice, tj.

1. Sestavime vektorovou rovnici (*) pro hledané koeficienty ( vhodny je zapis vektort
ve sloupcovém tvaru).

2. Rovnici (*) rozepiSeme do soufadnic a takto vzniklou soustavu rovnic vyfesime.

3. Zavér: Ma-li soustava pouze nulové feSeni, pak je dana skupina lin. nezavisla.

Ma-li soustava i nenulové reSeni (a v tomto pripad¢ uz jich ma nekone¢né mnoho),
pak je tato skupina lin. zavisla.



Piiklad 3. Skupina tif vektord u = (1,1,0), v = (0,2,3), w = (3,5,4) je LZ nebo LN?
Vysledek: Dana skupina je LN.

Priklad 4. Vektory v = (2,3, —-1), v = (—1,2,2),w = (—6,—2,6) z Pf. 0 jsou LZ.
Ovéite!

Poznamka. Libovolné dva z danych tii vektord jsou LN (ovéfte si). Jakd je vzdjemna
poloha téchto ti{ vektort ?

Priklad 1* . (Obména pf. 4a z kap. Ulohy ze ZK)

Dana skupina LN vektort.

a) Co lze tici o skupiné, kterd vznikne pridanim jednoho vektoru (je LN, nebo LZ, nebo
nelze fici) ?

b) Co lze rici o skupiné, kterd vznikne z té€ piivodni odebranim jednoho vektoru ?



Dimenze a baze vektorového prostoru

Definice.
Vektorovy prostor V' se nazyva n rozmérny (ma dimenzi n, dim V' =n), jestlize
a) ve V existuje skupina n vektort, ktera je LN,

b) kazda skupina vice nez n vektori je LZ.

Kazdou lin. nezdv. skupinu n vektort z V' nazyvame bdzi prostoru V.

Poznamka. Dimenze prostoru V' je tedy rovna maximalnimu poctu LN vektort z V.
Pocet vektorti v libovolné bézi je stejny a je roven dim V.

Véta 1.15. Libovolny vektor z V' lze vyjadfit jedinym zplisobem jako linedrni
kombinaci vektorti dané baze.

Priklad 5. a) Vektory e; = (1;0);e2 = (0; 1) tvoii bazi prostoru V' ().
b) Vektory a = (1;2); b = (3; 1) tvofi bazi prostoru V (Es).



Priklad 6. Vektory 2 = (1;0;0); 7 = (0;1;0); k = (0;0; 1) tvofi bazi prostoru V (Es).
Priklad 7. Baze v prostoru R".

Priklad 8.
a) Urcete, zda vektory z pf. 3, tj. w = (1,1,0), v = (0,2,3),w = (3,5,4)
tvoii bazi vektorového prostoru V' (Es).

b) Pokud je to mozné, vyjadiete vektor a = (—2,1,4) ve tvaru linedrni kombinace
téchto vektord.

c¢) Jaka je vzajemna poloha téchto Ctyr vektoru (geometricka interpretace) ?

Priklad 2* . (viz Ulohy ze ZK)
Dana skupina n + 1 vektorti v prostoru dimenze n. Je tato skupina LZ, nebo LN nebo
nelze jednoznacné odpovédét ?

Dana skupina n — 1 vektort ....
Dana skupina n vektort ...



