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Vlastni ¢éisla a vlastni vektory matice (pracovni text)

Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.Mraz@Qfs.cvut.cz )

Definice: Cislo A (mtize byt i komplexn{) nazyvame vlastnim éfslem ¢tvercové matice A, jestlize existuje
nenulovy vektor X takovy, ze A-X = A X. Vektor X se pak nazyva vlastni vektor odpovidajici vlastnimu
¢islu .
Poznamka: K vlastnimu ¢&islu existuje nekoneéné mnoho vlastnich vektoru.
Postup pii vypoctu:

1. Nejprve fesime charakteristickou rovnici matice A, tj. rovnici det(A — AE) = 0. Vlastni ¢isla matice
A jsou kofeny této rovnice.

2. Ke kazdému vlastnimu ¢éislu A pak uréime odpovidajici vlastni vektory X feSenim homogenni
soustavy linedrnich rovnic (A —AE)- X = O.

Neékteré dalsi vlastnosti:

a) Je-li A vlastnim éfslem matice A s vlastnim vektorem X, pak A? je vlastnim ¢islem matice A? se
stejnym vlastnim vektorem X.

b) Je-li matice A reguldrni, pak A je vlastnim ¢islem matice A pravé tehdy, kdyz 1/A je vlastnim ¢éislem
inverzni matice A~'. Odpovidajici vlastni vektory jsou pro obé matice stejné.

¢) Cislo A = 0 je vlastnim &fslem matice A pravé tehdy, kdyz matice A je singuldrni.

d) Je-li A je vlastnim &islem matice A s vlastnim vektorem X, pak ) je také vlastnim &islem matice A,
a to s vlastnim vektorem X.
Dalsi vlastnosti jsou uvedeny ve skriptu [1].

Priiklad 1. Je ddna matice A— 1 -1
—4 -2
a) Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory této matice.

b) Pokud existuje inverzni matice A~!, pak uréete jeji vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory.

Reseni: a) Nejprve fesime charakteristickou rovnici matice A, tj. rovnici det(A — AE) = 0.

1—A -1
RN B
(1-XN)(-2-X)—-4=0
M +A—6=0.
Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny této rovnice: \; = 2, Ao = —3.

Najdéme vlastni vektory X = < ?j >, které odpovidaji vlastnimu ¢islu A\ = 2.

Uréime je feSenim homogenni soustavy (A —AFE)- X = ﬁ, kde A\ = 2, tj. (:le’ :i) . ( i > _ ( 8 )
Je to soustava dvou rovnic -r —y = 0
—Adr—4y = 0

Druhou rovnici mtizeme vypustit, nebot je ndsobkem prvni rovnice. Soustava se tedy redukuje na jedinou
rovnici —r—y=0,
kterd ma nekoneé¢né mnoho feseni.

To je spravné, je to ”kontrolni misto” spravnosti vypoctu. Vyse uvedend soustava rovnic pro neznamé
x,y totiz ma mit nekonetné mnoho teseni. Pokud by tomu tak nebylo, tak je ve vypoétu chyba ( ve
vypoétu vlastnich éisel nebo v dosazeni vlastniho ¢isla do soustavy).

Hledané vlastni vektory ziskdme napft. tak, ze polozime y = p, kde p je libovolné ¢islo. Pro hodnotu =
pak plati x = —p. VSechny vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢éislu Ay = 2 lze tedy vyjadfit ve tvaru



-1 o . . i 14es . ,
X=p- < 1 ) , kde p je jakékoliv ¢islo rizné od 0. Podminku p # 0 ptidavame proto, ze nulovy vektor

nemuze byt vlastnim vektorem.

Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay = —3 uréime stejnym postupem. Obdrzime soustavu
dvou rovnic dr —y = 0
—Adz+y = 0

Druhou rovnici opét miizeme vypustit, nebot je ndsobkem prvni rovnice. Soustava se redukuje na jedinou
rovnici
4 —y =0,

kterda ma nekoneéné mnoho feseni (”kontrolni misto”). Pii volbé x = p pak je y = 4p. VSechny vlastni

vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu Ao = —3 lze vyjadrit ve tvaru X = p - , kde p je jakékoliv

1
4
¢islo riazné od 0.

b) Dand matice je ziejmé reguldrni, existuje tedy matice k ni inverzni ( ovéite si). Plyne to téz z vyse
uvedenych vlastnosti (nemd nulové vlastni ¢islo). Podle vlastnosti b) pak odpovime, Ze inverzni matice
m4 vlastni ¢islo A} = 1/2 s odpovidajicimi vlastnimi vektory stejnymi jako ma prvni vlastni ¢islo matice
A tj. X = p- (=1, 1)T, p # 0 libovolné ¢islo. Druhé vlastni é&islo je Ay = —1/3 s vlastnimi vektory
X =p-(1,4)T, p # 0 libovolné &islo.

Poznamka. Spravnost vysledku lze ovéfit podle definice vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru, tj.
ovéfenim platnosti vztahu A - X = A X.

Piiklad 2. Naleznéte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice
e 1 1
(s s)
Vysledek. Vlastni ¢isla jsou A\j 2 = 2 +1i. Pro vl. ¢islo A jsou vlastni vektory X = (1, 1+1i)-p, p # 0.
Podle vlastnosti d) odpovidaji vlastnimu ¢éislu Ao = 2 — i vlastni vektory X = (1, 1 —1i)-p, p # 0.

Piiklad 3. a) Najdéte vlastni ¢isla matice/ 4 ¢ 0

b) Zvolte jedno z vlastnich ¢isel, sestavte soustavu rovnic pro vypocet odpovidajicich vlastnich vektoru
a ty pak urcete.
c¢) Urcete spektralni polomér p(A) dané matice, tj. nejvétsi z absolutnich hodnot vlastnich ¢isel.

Redeni: a)Sestavime charakteristickou rovnici det(A — AE) = 0:

4—-A 0 0
-1 1-Xx =5 |=0
2 1 3—A

Determinant vypocitame rozvojem podle 1. fadku, coz vede k rovnici

1-A =5

(4_’\)' 1 3-A

-0

(4=N[1-=NB-A)+5=0
(4= N[N\ — 4\ + 8] =0.

Kofeny jsou A1 =4, Ao 3 =2+ 2i a to jsou vlastni ¢isla matice A.

T
b) Uréime vlastni vektory X = | y |, které odpovidaji vlastnimu &islu Ay = 4.
z
N 0, 0, 0 x 0
Ziskdme je feSenim soustavy (A—AE)- X = 0,kde A=4,tj. | -1, =3, =5|-| v | =1 0
2, 1, -1 2 0



PiepiSeme ve tvaru soustavy rovnic, ve které 1. rovnici vypustime, nebot m4 vSechny koeficinty nulové.
Ziskame tak soustavu dvou rovnic pro tii neznamé:
—zrz—3y—95z = 0
2r 4y —2z = 0
Pri¢teme-li ke druhé rovnici dvojndsobek 1. rovnice (Gaussuv algoritmus), ziskdme soustavu
—r—3y—5z = 0

—o5y—11z = 0
Tato soustava ma nekone¢né mnoho feseni (”kontrolni misto”). Jednu nezndmou lze volit, tedy napf.
z = p, kde p je libovolné ¢islo. Ze druhé rovnice uréime y = —11p/5.
Po dosazeni do 1. rovnice vypocteme = = —3y — 5z = 8p/5.
8/5
Vsechny vlastni vektory odpovidajici vlastnimu éislu A; = 4 lze vyjadiit ve tvaru X =p- [ —11/5 |,
1

8
kde p je jakékoliv &islo ruzné od 0. To lze zapsat téz v jednodussim tvaru X =p- | —11 |, kde p # 0.

5

¢) Spektralni polomér p(A) = {max [\|; i =1,...,n} = max{4; |2 + 2i|; |2 — 2i|} = max{4; V8} = 4.
Poznamka. S pojmem spektralni polomér matice se setkdme napf. v numerické matematice pii ovéfeni
podminek konvergence itera¢nich metod pro piiblizné feseni soustav linearnich rovnic.

Piiklad 4. a) Najdéte vlastni ¢isla matice
A pu—

O =N
—_ O
|
[

b) Uréete vlastn{ ¢isla matice A2.

Re§eni: Determinant v charakteristické rovnici vypocéitdme bud’ uzitim Sarussova pravidla nebo roz-
vojem, napf. podle 1. fadku. Ziskdme tak rovnici  det(A—AE) = (2—=A\)[A(A=2)+1]—1-(2—)X) =0,
kterou lze vytknutim upravit na tvar (2 — \)2 (=\) = 0.

Dand matice méa tedy dvé vlastni ¢isla, A\; = 0 a dvojnasobné vlastni ¢islo Ao = 2.

b) Matice A% m4 tedy téz dvé vlastni ¢isla, a to Ay = 0 a Ay = 4.

Poznamka. Jestlize po¢itame determinant v charakteristické rovnici pomoci Sarussova parvidla, pak
opét ziskdme vyraz, z néhoz lze vytknout (2—\) a postupné upravit rovnici na tvar z predchoziho postupu.
Pokud moznost vytknut{ piehlédneme, ziskdme rovnici —A34+4 A2 —4 X = 0. Je to rovnice kubickd, kterou
v8ak rychle vyfesime vytknutim A.

Dalsi dlohy k samostatnému procviceni lze nalézt v doporucené literatuie, kde jsou i tilohy fesené.
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