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IV. Krivkovy integral

IV.1. Parametrizace ktivek

Necht P(t) = [m(t), y(t), z(t)} je zobrazent intervalu {a,b) do Es. Plati-li :

1) P(t) je spojité a je prosté na {(a,b)
(k prostosti staci, aby aspon jedna ze slozek x(t), y(t), z(t) byla ryze monotonni

a {a,b)),

2) derivace P (t) = (:L‘ (t),9 (t), 2 (t)> je omezené a spojité zobrazeni na (a,b),

3) P (t) # 0 pro viechnat € (a,b),
potom mnozinu ¢ = {X € Eg; X = P(t), t € (a,b)} nazveme jednoduchou hladkou
krivkou v E3 a zobrazeni P jeji parametrizact.
Analogicky definujeme i parametrizaci krivky v Eo.
Rekneme, Ze krivka ¢ je orientovdna souhlasné s parametrizaci, resp. nesouhlasné
s parametrizaci P, jestlize pocdtecni bod této krivky je P(a), resp. P(b).
Krivku ¢ v By (tézZ v By ) lze orientovat pomoct jednotkového teéného vektoru 7

P(t)
1Pl
trizaci P. Je-li T = P(t)

P@)

vbodé P(t). Je-li T = pak Tikame, Ze krivka ¢ je souhlasné orientovana s parame-

pak Tikame, Ze krivka ¢ je nesouhlasné orientovdna s para-

metrizaci P.

PoOzZNAMKA : Je-li P(a) = P(b), pak kiivku nazyvdme uzavienou. Jednoduché uzaviend
po castech hladka kiivka ¢ se nazyva kladné, resp. zaporné, orientovana, jestlize pohyb
v predepsaném sméru je ”proti sméru pohybu hodinovych ruc¢icek”, resp. ”ve sméru po-
hybu hodinovych rucicek.”

Priklad 424.* Je déna kiivka ¢ = {[x,y] € Ey;y = 2%, 2 € (—4,4)} s pocdtecnim bodem
A = [—4, 16]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) = [:v(t), y(t)] je parametrizaci
jednoduché a hladké ktivky c, jestlize
a) P(t) = [t,t?], te (—=4,4), b) P(t)=[t}tY], te(-2,2),

c) P(t) =[Vt,t], te€{0,16).

a) P(t) = [t,t*],t € (—4,4) splituje viechny pozadované podminky definice,
a proto P(t) je parametrizaci kiivky c. Orientace kiivky je souhlasna
s parametrizaci, jelikoz P(—4) =[—4,16] = A .

b) P(t) = [t?,t!],t € (—2,2) nen{ prosté zobrazeni. Napt. P(—1) = P(1) = [1, 1],
takze P(t ) nen{ parametrizaci kiivky c¢. Kromé toho x = ¢* > 0, kdezto
bod A ma z-ovou soutadnici —4 < 0.

c) P(t) = [Vt,1],t € (0,16) neni parametrizaci dané kiivky, protoze opét

. 1
r =/t > 0. Kromé toho P(t) = (2—\/7?, 1) neni omezend na (0, 16).
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Priklad 425.% Je ddna pulkruznice ¢ = {[z,y] € Ey; 2% + y*> = a®,y > 0} s pocdtecnim
bodem A = [—a,0]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) je jeji
parametrizaci, jestlize a) P(t) = [acost,asint], ¢t € (0, ),

b) P(t) = [t V@@ —B),t € (—a,a), <) P(t) at

7[ a teR
VI+e2 V142l

Resent:
a) Ano, P(t) je parametrizaci , protoze P(t) vyhovuje podminkdm definice. Orientace
kiivky je nesouhlasnd s parametrizaci, protoze A = P(7w) = [—a,0].

b) Nenf parametrizaci, protoze P (t) = <1, neni omezend na (—a,a).

“t
v

c¢) Ano, je parametrizaci. Ovéfime, Ze plati 22 + y* = a? :

at 2 a 27a2(t2—|—1)7 9
V142 * Jire)  1+e

at
lim z(t) = lim =+a, lim y(t)= lim = 0 = orientace
t—4o0 t—Eoo 4/1 + 2 t—=o0 t—doo 1 + ¢2

kiivky je souhlasnd s parametrizaci. Zde se snadno ovéif spojitost pro P(t) a P (t).

: a
Protoze je x (t) = > 0 pro v8echna t, je funkce x(t) monoténni

(1+)V1+¢t2
a zobrazeni P(t) je prosté. P (t) = <:c (t),y (t)) #(0,0) < i*+97#£0 =

a? a’t? a?

Avep Tarep - arep’ " .

e Najdéte parametrizaci kiivky ¢ s pocatecnim bodem A a rozhodnéte o jeji orientaci
vzhledem k parametrizaci :

Priklad 426. Kiivka c je tusecka s poc¢atecnim bodem A = [4,—1,3] a koncovym
B =13,1,5].
Reseni: Napiseme rovnice pifmky AB tak, ze pouzijeme bod A a smérovy vektor
r=4—t )
§= /@ =(-1,2,2), c:{ y=—-1+2t . Usecku AB obdrzime pro t € (0, 1),
z=34+2t
bod A odpovida parametru t = 0, takze orientace kiivky je souhlasna s parametrizaci.
|
Priklad 427. ¢ = {[z,y] € Eq; (x+3)*+ (y—2)* =9, z < -3}, A=[-3,—1]
Reseni: Y
) r=—34 3cost T 3T
P<t)' {y:2+381nt , tE E’?>’
orientace kiivky je nesouhlasna s parametrizaci,
protoze P(3m/2) = A

[_37 2]
A
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(z—1)%

Priklad 428. ¢ — {[m, ) € By

y?
) y
Resent:
) x=1+2cost
P(t) : {y:?)sint , te(0,m),
orientace krivky je souhlasna s parametrizaci, [1,0] A
protoze P(0) = A. ‘\‘ i x

Priklad 429. ¢ = {[z,y, 2] € Bg; 2> +y* =4z, y+2=0, 2> 0}, A=[0,0,0]
Resent: Kiivka ¢ je fezem vélcové plochy 22 + y? = 4z rovinou y + z = 0.
P —dr+yP=0= -2+’ =4,2=—y,2>0 =

T =2+ 2cost
P(t): y = 2sint
z=—2sint = —2sint >0 =sint <0=t € (m,2m)

A=10,0,0) = 2+42cost=0 = cost=—1

sint=0 =— sint=0 — t=7

P(r) = A = orientace kiivky je souhlasné s parametrizaci. [ ]

Priklad 430. ¢ = {[x,y,z] € E3; 2 +y* + 22 =a® 2=y, z >0}, A=10,0,—d]

Resent: Jde o fez kulové plochy rovinou prochézejici stiedem kulové plochy . Pouzijeme
T

sférické soutradnice , v nichz r =a,p = —; 1 oznac¢ime jako parametr ¢ .
4
_ T _ T
x—acoszcost—CLTcost x>0 = cost >0 — t€<———>
- - 272
T . .. .
y = 2sin Z cost — a 22 cost t= —5 A =10,0,—a] = orientace kiivky je

. souhlasna s parametrizaci.
z=asint
[ ]

e Rovinna kfivka ¢ je ddna v parametrickém tvaru. Najdéte jeji implicitni rovnici a kiivku
pojmenujte:

Priklad431.c = {[z,y] € Eo; =2t +1, y=3—1t, te(1,4)}, orientace je souhlasnd
s parametrizaci.

o usecku s pocatectnim bodem A = P(1) = [3,2] a koncovym bodem
P(4) =[9, —1]. Vylou¢enim parametru ¢ obdrzime :
t=3—-y= x=2B8-y)+1 = ao+2y="7 n
Priklad432.c = {[z,y] € Ey; 2 =t* -2t +3, y=t*—2t+1, t € (0,3)}, orientace
krivky je nesouhlasna s parametrizaci.

Reseni: Po odecteni dostavame z — y = 2. Opét mame tsecku s pocatecnim bodem
A= P(3) =6,4] a koncovym B = P(0) = [3,1]. m
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Priklad 433. c = {[m,y] € Ey; v = 2sin’t, y = 4cos’t, te <0, g>},

orientace ¢ je souhlasna s parametrizaci.
S o as r 'y . ‘ PR ST
Reseni: Secteme 5 + 1= sin?t+cos’t = 2z +y = 4 . Znovu méame tsecku s pocateénim

bodem A = P(0) = [0,4] a koncovym B = P(g) = [2,0]. n

Priklad 434.* Kiivka ¢ je dand polarni rovnici r(¢) = 4sing, ¢ € <g, ™),

orientace krivky c je nesouhlasna s parametrizaci.

Resent: y
B { T =1cosp =4sinpcosy
\ € y = rsing = 4sin® @ ’
0, 2] pocétecni bod A =[0,0], prop =
/ koncovy bod B = [0,4], prop = 7/2
A T

22+ y? = (4sinpcos p)? + (4sin® )? = 16 sin® p(cos? p + sin? ) = 4 - 4sin? p = 4y,
4y =4y = 2"+ (y—2)°=4 (kruznice)

Tutéz ¢ast kruznice jsme mohli parametrizovat i jinak :

3
P(t) =[2cost, 2+ 2sint], t € <g, 77T>, orientace je nesouhlasné s parametrizaci.

e Oveéite, ze ¢ = c¢; U ¢y je jednoduchd uzaviend po ¢astech hladka krivka. Najdétete
parametrizace kiivek cp,co, nakreslete je a rozhodnéte o jejich orientaci, jestlize A je
pocatecnim bodem c; a téz koncovym bodem c; :

Priklad 435. c1,co CEy, A=1[0,0]; ¢ = {[x,y] € Eg; 2% +¢* =4, y > 0};
Cy = {[l’,y] € EQa Yy = 07 S <074>}

Resent: y
N2y a2 [ x=2+2costy
Cl.(ZL' 2) +vy —4:>P1.{y:281nt1 1
t; € (0, 7), orientace ¢ je nesouhlasnd s parametrizaci,
r =ty ty € (0,4), orientace ¢ je
Py { , ’ o, C2 T
y =0 ’ nesouhlasna s parametrizaci. 1 < .

Priklad 436. c1,co CEyy A=11,8]; ¢ ={lz,y] € Ey; 2y =8, z € (1,4)};
{

¢z = {[z,y] € Eo; y+22 =J0.z ¢ (1,4)}
Resent: A=1L8]
xr = tl . .
P g t1 € (1,4), orientace ¢ je
L y = - " souhlasnd s parametrizaci,
1
{ T =ty ty € (1,4), orientace c je
P2 : 3 , . ,
y =10 — 25 nesouhlasné s parametrizaci. [4,2]
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|
437. ¢c1, ca CEy, A=11,1]; ¢ ={[x,y] € Ey; y =+/x,2 € (0,1)};
. 2
¢ = {[z,y] € Eo; y = 2% 2 €(0,1)}
b me©D ooty REOD
P { .y | orientace ¢ je nesou- | P { _2 |  orientace ¢ je sou-
Y=" " lasnd s parametrizaci Y=%  jlasna s parametrizaci

438. ¢y, ca CE3, A=13,0,2]; 1 ={[rv,y,2] €Ez;2* +9* =9, 2 —2=1,y > 0};
co =A{lr,y,2] € Eg;z —2z=1,y =0}
x = 3costy t1 € (0,7) T = 1o ta € (—3,3)
P { y = 3sinty |  orientace ¢ je sou- | P»: { y=0 | orientace ¢ je sou-

z=23cost;1 —1 hlasnd s parametrizaci z=1t3—1 hlasnd s parametrizaci
e Navrhnéte parametrizaci kiivky ¢ s pocatecnim bodem A :

439. c={[z,y| € Ey; 3z +y =1, z € (-1,2)}; A=[-1,4]
— le <_172>
P(t) : { v B i 3 | orientace ¢ je sou-
y= hlasna s parametrizaci

440. c ={[z,y,z] € E3; 2 —y =2, x + 2 =3, y € (0,2); A=12,2,1]

=t te(1,2)
P(t): { y =2t —2 | orientace c je nesouhlasng
z=—t+3 s parametrizaci

441. c = {[z,y,2] €E3; 4a* + 2> =4, y+2=0,y <0; A=[-1,0,0]

x = cost t € (0,m)
P(t): { y = —2sint | orientace ¢ je nesouhlasnd
z = 2sint s parametrizaci

IV.2. Krivkovy integral skalarni funkce

e Vysetiete existenci kiivkového integralu / f ds. Pokud existuje, tak jej vypocitejte :

c

ds, c je tusecka s krajnimi body A, B , kde
a) A= [1? _2]73 = [370]7 b) A= [17 _2]73 = [374]

Resent: Integrovand funkce je definovand a spojitd v Ey s vyjimkou pifmky z — 2y = 0.
V okoli této primky neni funkce f omezena.

Priklad 442. /

cl — 2y

y x—=2y=0

1
- Integral existuje, protoze funkce f(x,y) = 5
x— 2y
je na usecce AB spojita.

ds = ||P(t)|| dt =

1 Pt)y: z=1+42t 1 24/ 2 dt
T —2y te(0,1) = VAT ddt=2v2dt 0
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_2f/ 5_2tdt f/ - \/§[In|5—2t|};:—\/5-(1113—1115):

5—2t
=+v2-In-.
\[n3

b)
Y Integral neexistuje, protoze tusecka AB protina
piimku z — 2y = 0 v bodé [2,1] a funkce f neni
v okoli bodu [2, 1] omezena.
1
Napf.: lim ——— = +oojeproy =1, x — 2T,
= T — 2y
2
Priklad 443. s a) ¢ = {[z,y] € Ey; 2° + y* = da},

\/x2+y
b) ¢ = {[z,y] € Ey; 22 +y* = 4}

Resend: Integrovana funkce je definovand a spojita v Ey \ {[0,0]}.
a)

2
Bod [0,0) e ¢ a lim L:oo,
[z.y]=[0,0] /22 + 12

takze integral neexistuje;

Dana funkce je spojita na c, takze integral existuje.
_r+2 2
¢/ Vit g2 y?
_) P(t) = [2cost,2sint], t € (0,2m) ‘ .

- ds_||P )l dt = +/( 4sm t+4cos2tdt =2dt

C
[070] z 2”2 t4+2 2T
:/ &-2dt:2[sint+t} — AT
0 2 0

Priklad 444. /x2 ds, c=A{[z,y] €Ey; y=Inz, z € (1,3)}

[

Reseni: Je ztejmé, ze integrél existuje :

Yy y:hlx P(t)i iifnt dS—”P |dt /$2+y dt =
C /12
ﬂn?’] \/1+ % Car= YT +
v
0.0 110 -

93



E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2019)

1/752
/x dS—/t2 dt /\/t2 tdt_‘ét;—tl—u ’ uwe(2,10) | _

1 [ 1r2u3/2q10 1
2/2 vV du 5151, 3(O\/O V2) m

2
Priklad 445 .* /x_ ds, c={[z,y] €Ey; y" =2z, y € V2, 2)}

Reseni: Integral existuje :

2
y y' =2z /x—ds—
c c Y
[2,2] PO =4 1P = VE+1=
= =3 | =Vt =
[1,V2] € (vV3.2) ds = |P(t)|| dt = VIF & dt
[0,0] ’
2 44 2
t 1 Vit =u 6 2tdt=2udu
- .4/ 2 i 2. ./ 2. _ _
1 V5 9 1ru®  wu?qve 1
_ - 1) .d:—[———} — — (25v5 — 6v/3).
4/\/§(u )uuu45 3\/330(\/_ V3) =

Priklad 446. /(a:2 +y* 4+ 2%) ds, ¢ je prvni zavit sroubovice x = acost, y = asint,
= bt.
Resend:
la, 0, 2b7]

<

z Integrél existuje :

/(x2+y2—|—z2)ds:
P(t) = [acost,asint, bt], t € (0,2n)

= | I1P®)] =@+ @)+ (2)? = Va2sin®t + a2 cos’t + b2 | =
[a,0,0] ds = ||P(t)|| dt = Va® + b2 dt

T

2 27
= / (a®sin?t + a® cos® t + b°t%) - Va2 + b2 dt = Va2 + b? / (a® + *t*) dt =
0 0
2,3

bot>q2m 8
:\/a2+b2'[a2t+7] :\/a2+b2~<27ra2+§b27r3>. [
0
e Zduvodnéte, na které z kiivek c existuje integral fc f ds. Prislusny integréal vypocitejte.

3
447. /—y ds, a) cje kruznice z? — 2z + y? = 0;
cY

[neexistuje, dand funkce neni na kiivce C' omezené]
b) ¢ je tsecka AB, kde A = [2,3], B = [0, 1].
[existuje,dané funkce je na tsetce AB spojité, \/§/3]
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1
448. /Cm ds, a)c={[r,yl€Ey; x=t—-3,y=3—-t, te(1,4)} [neexistuje]
b) C = {[I,y] c E2§ CL’2 + y2 = CL2} [exis‘cuje7 2%}

1
449. /ZL‘2 Y dS, a) c= {[l’,y] c ]EQ; Yy = 2z, x € <1,3>} [neexistuje]
b) ¢ ={[z,y] € Ey; y =9, z € (0,2)} [existuje, — 1%5}
_ ) 2 __ 2 a?
450. /xyds, c={[z,y] €Ey; 2*°+y " =0a", <0, y >0} [_7]

451. /\/des, c={[z,y] € Eg; x = a(t —sint), y = a(l — cost), t € (0,27)}

(oblouk cykloidy) [47ra\/a]
152 [ids, e={lo.y) € Bai y = va, v (1,2) [Z=2)
453. /(xy+ 2)ds, c¢={[z,y] € Eyg; x = cost, y=3sint, z = V8cost, t € (0,2m)}
‘ [12 7]
454. /zds, c=A{[z,y] € Ey; x =tcost, y=tsint, z=1, t € (0,7)}
(kuielové éroubovice) [% ((2 +7)V2 4+ 72 — 2\/5)]

455. /(93+y)ds, c={[r,y] €Ey; 2* + 9>+ =a* y=m, >0, y>0,2>0}

(Pouiijte parametrizaci z pifkladu 430.) [t € (0, g), aQ\/i]

2
456. /xyzds, c= {[x,y,z] EEy; 22+ + 22 =a? 2* +9° = QZ? v 1. oktantu}

a*V/3
5]

(C lezi v roviné 2 = aT\/g, pak T = %COSIf7 Yy = %sint)

e Je dana skalarni funkce f, kiivka c¢ je prunikem danych dvou ploch.
a) Navrhnéte parametrizaci této kiivky. '
b) Napiste vektor P(t) a vypocitejte jeho délku || P(t)]|.
¢) Vypocitejte kiivkovy integral dané skalarni funkce f.

457. f(z,y,z) = y* + 222, kiivka c je prusecnici rovin z +y + 22 = 5, 22 + 5y — 2z = 4
v prvnim oktantu.

b) P(t) = (=4,2,1), ||P(t)] = V21
) 111v/21/32

2 2

458. f(z,y,z) = 22, kiivka c je fez valcové plochy 9 + 98 = 1 a rovinou 4z — 3z = 0.
{ a)napt. : x = 3cost,y = 5sint,z = 4cost,t € (0,27) ]

|: a)napi.: x =7 —4t,y=2t—2,z=t,t € (1,7/4) ]

b) P(t) = (—3sint,5cost, —4sint), | P(t)|| =5
c¢) 80
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IV.3. Aplikace kiivkového integralu skalarni funkce
e Vypocitejte délku ¢ kiivky ¢, jestlize :

Priklad 459* ¢ = {[z,y] € Ez; y =2~ In (cosa), x € (0, 9}

Reseni:
Pt): =t : 1 .
© y =2 —In(cost), P() = (17 " cost (= sin t))
¢ 4 1PN = 4/1+ (cost) - ’cost
w/4 1 w/4 w/4 L
_ / g — / cost i :/ COS.$2 g — s1nt_—s o
o cost o cos?t o 1 —sin“t costdt = ds
VIR s 1p (l4spve2 1y 1422
:/ 72:—[111‘ } :—<ln —lnl)z
0 1—s%2 2 1—sllo 2 1— g
1 (1+%2)2 1
:—ln( 21) = -In(3+2V2). n
2 —1 2
t3
Priklad 460. ¢ = {[x,y} €Ey; =t y=1t— 3 te (—\/g, \/§>
Resent: Jde o délku smycky, jelikoz x(—+/3) = 2(v/3) =3 a y(—v3) = y(v/3) = 0.
V3 Y
e:/ms:/ VEE T @R dt =
c -3
V3
:/ VO + (1) =
3 3 .
V3 V3 V3
:/ \/4t2+1—2t2+t4dt:/ \/1+2t2+t4dt:/ (143 dt =
V3 V3 V3
\/5 t3 V3
:2-/ (1+t2)dt:2[t+§] =2(V3+V3) = 4V3. n
0 0

Priklad 461.% ¢ = {[x,y] € Ey; © = acos®t, y = asin®t, t € (0,27)}

Resend: Jde o asteroidu, sklddajici se ze ¢tyt stejné dlouhych oblouki. Proto

w/2
(= /1ds [ ) =
c 0
/2
= 4/ \/(—3(1 cos?tsint)? + (3asin®tcost)? dt =
a 07r/2
4/ 9a? sin® t cos? t(cos? t + sint) dt =

= 6a

/2 i 2t w/2
4/ 3asintcostdt = 12a[sm ]
0 0

96



E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2019)

Piiklad 462.* ¢ je ¢ast logaritmické spirdly r = ae*?, lezicf uvnitt kruhu o poloméru
r=a, k>0, a>0.
Reseni: Kiivka c je zadana v polarnich soutadnicich r = (). V kartézskych soutadnicich
bude vyjadiena :
{x:r(go)cosgo {i:r’cosgp—rsingo
. — R .
y=r(p)sinep gy =r'sinp+rcosy

Potom ds = /()2 + (9)? dy = \/(r’ cos o — rsin )’ + (' sin g 4 rcos p)* dp =

dr
V()2 412 dyp, er io
7 podminky |ae*?| < a plyne ¢ < 0. Tedy

0 0 .
! = / \/(a/{?ektp)2 + (aelw)Q dp = aek"p\/dep _ ﬂhm a\/m/ ok dy =
> —00 ——0c0 s

ke -0 1 kB k2 + 1
= /BT lim [S7] = aVBEET Jim (- 5) =T .
B——o0 k B8 B——o0 k k k
t t
Priklad 463.% c = {[%yaz] € Es; z= / o8 e dz, y = i dz, t € R}. Stanovte
-

vzdalenost od pocatku souradnic do nejblizstho bodu, v némz je te¢na
rovnobéznd s osou y.

< cost s
Reseni: Tecna je rovnobéznd s osou y, kdyz © =0 = & = — =ty = 5,751 =1.

int /2 7r/21 /2
c 1 1 1
|

e Vypocitejte obsahy danych éasti vdlcovych ploch omezenych souradnou rovinou (zy) a
zadanymi plochami :

Priklad 464.* o* = 4z, 2 = 2V x — 22
Resend: Parabolickd valcova plocha rovnobéznd s osou z je "shora” omezens plochou

z = f(z,y) = 2Vx — 22 . Obecné P:/f(ac,y)d:s:

c:yP=dz,c = c1 Uca, c1:y=2/z

c2iy= -2

ds:\/1+(y’)2dx:”1—4—(%)2(190:@/:6;1@5

z=2yz—2? = z(l—-2)>20 = z€/{0,1), /fdsz/fds

1 1 1 1
:2/ 2Ve —x?- T dm:4'/ \/(1—x)($+1)d95:4/ V1—a?de =
0 0 0

T

. /2 /2 i /2
_ T =sint - 2 . . sin 2t/ -
_‘dx_costdt‘_4/0 cos tdt—Q/O (1+0052t)dt—2[t+ 5 h =.

1
P'Fz’klad465.*x2+y2:z, z=xy, x>0, y>0
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1 1 T

. P(t) = |z cost,y = —sint|, te(0,=
Resent: P:/xyds: c :m2+y2—i:>{ _ [2 . 2 ] <12>
c P(t):(—fsint,fcost), ds = —dt

2 2 2
/”/21 . L l[sin24p]7r/2 1 i}
= —sinp-cosp-—dp = — - .
A E A e S-S R R PRT

e Vypoctéte hmotnost m kiivky ¢ pii délkové hustoté o = o(x,y), resp. o(x,y, 2) :

Priklad 466. c = {[z,y] € Ey; 2* + 4> =3% x>0, y >0}, o(r,y) ==z
Reseni: m = /QdS—/ZL‘dS—

P(t) = [3cost,y = 3sint], t € (0,7/2)
P(t) = (— 3sint,3cost), 1P| =3

w/2
:/ 3cost-3dt=9- [smt] =0. u
0 0
Priklad 467. ¢ = {[xvyv Z] €Es; x=at, y= % t27 = % t37 te <Oa1>}7
2y
('7; Y, < ) T
Reseni: m = /st—/\/
PO T TR 1P = VP + G+ GF =
_ y:Et — =2t — oI+ 20 1 =
43 s — ds =a(l+t*)dt

2 2 2 441 42
:/,/at 1+t dt = f/ t(1+12) dt—a\/_[t t} 321[@.

Priklad 468. Kiivka c je prvni zavit Sroubovice x = 2cost, y = 2sint, z = 5t a hustota
se rovna ¢tverci vzdélenosti od osy z .

? P(t): «=2cost € (0,2r)
Regeni: m = /st = /(xQ—l—y?)ds = y=2sint | |PQO)|=+GE2+ @2+ (2 | =

z =51 ds = A+ 25dt = /29 dt
21 27
:/ 4.\/Edt:4\/29/ dt = 8v/29 1. n
0 0

Priklad469.c = c; Ucy; ¢ = {[r,y] € By; 2* +y* = 2ax, y > 0};
¢ ={[z,y] € E; y =0, 2 € (0,2a),a >0}, ofz,y) = 2> +y°

Resent:

m = /st—/gds—i—/gds— .

/q 2> +y )ds+/62(a: +y?) ds =
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y>0 y = asint | te(0,m)
c2:y=0=ds =dzx,z € (0,2a)

‘ . .{:c2+y2—2a:c=0:>(m—a)2+y2:a2:> T =a+acost ds =adt
1:

us 2a s 3592a
:/ <a2(1+cost)2+azsin2t> -adt—l—/ xde:a3/ (24 2cost) dt + [%} =
0 0 0 0
T 8a® 8a?
:2a3[t+sint] +i:2a37r+i. |
0 3 3

Priklad 470. ¢ = {[z,y] € Ey; 2* +¢y* =1, y >0}, o(z,y) =k(1—y), k>0

Resent:

Y

M.
T =10,yr], kde yp = —

m
(Véimnéte si, ze hustota nezdlezi na z ¢ili hmotnost
levé a pravé ¢tvrtkruznice je stejné.) T

-1 1 =z
_{ x =cost S . f &= —sint ds = |P(t)|| dt = dt

) P(t) { y =sint | P(t)'{ y = cost | € (0, )

m = /st—/ (1—y ds—/ k(l—sint)dt:k[t+cost];r:k(7r—2)

T 1-— 2t
M, /gds—k;/ (1 —sint)sintdt = k/ (sint—%)dt:
0 0

1 1. T
:k[—cost—gt—i-zsm%}o —k(2—§)
k(2-13%) 4—1 4—m
= = T = — |-
i r—2) 2(r—2) 0’2(7r—2)] -

Priklad 471.% ¢ = {[z,y] € Ey; x = a(t —sint), y = a (1 — cost), a > 0, t € (0,2m)},
)=1

o(z,y) =
Resent:
Y
¢ je prvni oblouk cykloidy, 7T = [ra,yr], 9
yr = —; mz/@(w,y)ds T
m (&
0 am 2ar T
x = a(t —sint) z = a(l — cost) 12@)|l =a\/1—2cost + cos? t + sin?t
ty:<c(b)(127>COSt) | y=asint | ds = a\/2 — 2costdt = av/2+/1 — costdt
€ (0,27
27 27 t t 2
m:a\/ﬁ/ \/1—costdt:a\/§/ \/ﬁsin§dt:2a[—2czos§} = 8a;
0 0 0
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2m 2m
M, = /y@(m,y) ds = / a(l — cost) - av/2v/1 — costdt = a2\/§/ (1 —cost)”?dt =
c 0 0

2 2w t
t t t 5=
:aQ\/i/ 2\/§-sin3—dt:4a2/ (1—0052—> sin — dt = 1 Ctos2 i -
0 2 0 2 2

f§sin§dt:dz

- ! 391 2 32a”
:—4a2~2-/ (1—22)dz:8a2/(1—22)dz:16a2[z—2—} =16a>-= = 6L;
! » 31 37 3

32a?

9T =37 8a

4
T = [Wa,ga} ]

Q| W~
Q

Priklad472.c=c,UcyUcs, ¢, ={[z,y,2] € B3; 22 +y* =a? 2=0,2>0, y >0},
¢y =A{[r,y,2] € Bg; 2> + 2 =a®,y =0, x>0, z>0}
s ={[r,y,2] €E3; y* + 22 =0a* 2=0,y>0,2>0,a>0}, oz,y) =1

Reseni: Kiivka c je je symetrickd vzhledem k osam z, y, z tedy zp = yr = zr . Omezime se
1 3

M,,
na Ty =—%=. m=3--- 1= 7ra,
m 4
Myzz/xg(:p,y)d / / ds—l—/deZ
C c3
z
_ Pi(t) = [acost,asint, 0]
O tem/2), |A®]=a
Py(t) = [acost,0,asin]
c3 P te(m/2), P =a
_ P3(t) =[0,acost,asint]
@ “te(om/2), B =a
a
C1 Yy
x

w/2 w/2 w/2 /2
= / a® cost dt + / a® cost dt + / 0dt = 2a® [sint} = 2a°
0 0 0 0

TP =Yr =r = = = — — . —
%’N@ 3r 3’ 31’ 3w

2a? _4a T_ [4a 4a 4a]

Priklad 473. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k souradnicové roviné (yz) prosto-
rové kiivky ¢ = {[x,y, z] € E3; x = acost, y = asint, z=0bt t € (0,2m)},
je-li o, y,2) = 2% + 12

Reseni:
I.= [0 -2*ds= (:CQ—l-yz)xzds: ds = V/a?sin"t + a? cos” t + b7 dt = —
Y . = Va? + b2 dt

27 27
1 2t
:/ a2-a2coszt~\/a2+b2dt:a4\/a2+b2/ H%dt:
0 0

WVE TR sin20e
:—a2+ [t+81r; } =a*Va2+ 027 . ]
0
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Priklad 474. Uréete moment setrvacnosti vzhledem k ose z krivky ¢ C Ej :
c={[r,y,2] €EE3; 22> +y* =2, v+ 2 =1}, jeli o(z,y,2)=2.

Reseni: c je tez eliptické valcové plochy rovinou z + z = 1.

L= / (2 + ) ola,y, 2) ds = / (2 + )z ds =

C

T = cost = &= —sint |P@®)| = V/sin? t + 2cos? t + sin® t = /2
= | P@t): y=+2sint = g§=+2cost | =
z=1—cost = Z=sint t € (0,2m)

2 27
:/ (cos?t + 2sin?t)(1 — cost) - V2dt = \/_/ (14 sin®t)(1 — cost)dt =

, L= cos2t L 2t
_\/_/ 2ot —Cost—sir12tcost>dt:\/§[t+§t—SH;1 —sint—
t12m 3
ORI -
3 lo 2

e Je dana krivka c a délkova hustota p.
a) Navrhnéte parametrizaci X = P(t), t € (a,b) dané kiivky c a urcete délku
vektoru P(t).
b) Vypocitejte hmotnost kiivky ¢, je-li na ni rozlozena hmota s délkovou hustotou p.
c) Napiste, co by pifslusny integrdl jesté mohl vyjadiovat. Uved'te, zda se jednd
o staticky moment ¢i moment setrvacnosti, pii jaké hustoté a vzhledem k jakému
utvaru (bod, piimka, resp. rovina).

475. Kiivka c je tsecka AB, kde A =[1,0], B = [2,3], o(z,y) = 2* + >
a) P(t) = [1+t,3t], t € (0,1); |P(®)]| = V10

[ bym = \/_/3

)

JOy Q:
476. Krivka c je usecka AB, kde A = [0,1], B =[1,2], o(z,y) = 2%y.
[ a) P(t) = [t, 1+ 1], t € (0,1); [|IP(t)]| = V2 ]

C

m
My, 0= My, 0o=ay; Jy, 0=y

A77. c={[z,y] € By; 2> +4* =9, 2 > 0}, o(z,y) ==
a) P(t) = [3cost,3sint], t € (—x/2,7/2); |P(t)]| =3 ]
b)m =18
)My, 0=1
478. c = {[x,y, z] € E3; x = 3cost, y = 3sint, z =t/3, t € (0, 3)},
o(@,y,2) = 2% +y* + 22

b)m = 28v/82/3
c)Jo,0=1

479. ¢ = {[x,y, 2] € E3; x = 2cost, y = 2sint, z =t/4; t € (0,27)},
o(z,y,2) = 2°/(2* + y?)

[ a) P(t) = [3cost,3sint, t/3], t € (0,3); || P(t)| = v82/3 ]

a) P(t) = [2cost, 2sint, t/4], t € (0,27); | P(t)|| = V17/2
[ b)m = V657" /96 ]
) May, 0= 2/(x* +y*); Joy, 0 =1/(z* +y*)

2
480. c = {[z,y] € Ey; y = % + 2 mezi body A =10,2], B=[2,4]}, o(z,y) ==
a) P(t) = [t,t7/2+ 2], t € (0,2); | P(t)| = VI + 2
bym = (5v5—1)/3

)My, 0=1
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481. c ={[z,y, 2] € E3; x =t cost,y =t sint,z=1t; t € (0,1)}, o(z,y,2) =
a) P(t) = [tcost tsint,t], t € (0,1); |Pt)| = V2 +12/2
[b) = (V27— V38)/3 ]

C) Myy, 0=1
e Vypocitejte délku ¢ dané krivky c :

482.c:{[x,y]eE2;y=%x\/E, x€(0,5>} [13*9}

483. c = {[x,y,2] €E3; o =3t, y =3t*, 2 =27, t€(0,1)} [5]
484.*% ¢ = {[p,r] € Eo; r(¢) = a(l + cosy), ¢ € (0,m), a > 0} (horni polovina kardioidy) [4a]

485.% ¢ = {[(,0, T‘] € Es; T(gp) = sin® %, e <0, 37T>}(kfivka je déna v poldrnich soufadnicfch)

i

486. ¢ = {[z,y] € Ey; x =2 (t —sint), y = 2(1 — cost), t € (0,2m)} [16]

487. ¢ = {[z,y] € Eg; x = 2cost, y = 2sint, 2 =t/2, t € (0,2m)} [ V17]
2]

488. ¢ = {[x,y] €Ky y= % — %} mezi body [2,7],[4, 7] [6 + (In2)/4]

489. ¢ ={z,y, 2] € E3; x = Rcost, y = Rsint, z = at, t € (0,2m)} (27 VR? + a?]

e Urcete hmotnost m kiivky c pti délkové hustoteé o :

490. o(z,y,2) = x(y* + 2%, c={[r,y,2] €E3; y* +22° =4, v = 2, 2 > 0} [—32;/5_

491 o(z,y) =2(y +2), c={lr.yl €Bp; 2’ +y* =4 >0} [16]
492. o(z,y) = 2P+ 93 c={[r,y] €By; z =acos’t, y = asin®t, t € (0,7/2)} [a

wl~
L i

493. o(z,y) = V=TV c={[z,y] € Ey; 22 + 1> =d®, 2 >0, y > 0} {ea-cug_
494. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose soumérnosti homogenni pulkruznice
o poloméru a, o(z,y) = k. [k‘; ﬂ]

495. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose x ¢asti asteriody lezici v prvnim
kvadrantu (tj. kiivky z = acos®t, y = asin®t, t € (0,7/2)), pfi hustoté o(x, y) = 1.

5]

496.% ¢ = {[z,y, 2] € E3; x = acost, y = asint, z =at, a >0, t € (0,2m)}, 0=

22
+y

:8\/53(17T , y274\/§ﬂ'a, T,z:—éleﬂa7 Ty:4\/§7r4a2 T= [2712’__(1 g ”

497 * c=c1 Ucy, ¢ = {[x,y] € Eg; y =61/, x € (1,6)};

o =A{lz,y] € Eg; y=—6yz, z € (1,6)}, 0=1 {m:IO, M, =35T= EOH
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