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IV.4. Krivkovy integral vektorové funkce

Predpokladejme, Ze c je jednoduchd hladkd krivka s parametrizaci P(t) v intervalu {(a,b)
a vektorovd funkce f je spojitd na c. Pak plati

ZﬂXyﬁziK%@WDJWMt

Znaménko plus (resp. minus) pouZijeme, kdyz krivka c je orientovina souhlasné (resp.
nesouhlasné) s parametrizaci P(t).

PozNAMKA: Kiivkovy integrél vektorové funkce f = (U, V, W) lze zapsat v diferenciélech,
tj. ve tvaru

fﬁﬁ:/muwyuawwa:/wm+V@+WW)
Analogicky pro krivku ¢ € Es.

e Vypocitejte dané kiivkové integraly po orientované kiivce ¢ s pocatecnim bodem A.

Priklad 498. /(m, —y?)-d5, c je tsecka z bodu A = [1,—2] do bodu B = [3,2].

[

Resend: Parametrické rovnice tsecky:
r=1+2t
y : ’
c: { Y= —2 1At te(0,1)

Parametrizace kiivky c:
I P(t)=[1+2t,—2+4t], te€(0,1),

* P(t) = (2,4)
P(0) = [1,—2] = A = orientace kiivky je
A souhlasnd se zvolenou parametrizaci
1
/@;w%-@Ei/(ﬂ+2@;{—2+%f>(14ﬁﬁ:
c 0 N ~ g
i(Pw) P()

:/1((1+2t)-2—(4t—2)2-4)dt:2/1<1+2t—2(16t2—16t+4))dt:

Priklad 499. /(:U2 — 92 1)-d5, c={[r,y] €Eyy =2} zbodu A =10,0] do bodu

[

B = [3,27]
Resen:
esent ylin o
C:{y:tg’ t €(0,3)
| o
T

(1,3t%), P(0) = A = souhlasna parametrizace

A

103



E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2019)

N E 1935
— |:_t _ _] — _ |
3 7lo 7
22 P
Priklad 500. /(—y,x) -ds, c= {[x,y] €Ey 5+5=1,220,y2> O}, A =10,0].
. a’> b2
Resent:
Y T =acost
A c:{ y = bsint. te(0,7/2)
P(t) = [acost, bsint], te€ (0,7/2)
P(t) = (—asint,bcost), P(0)=[a,0] =B
T orientace kfivky je nesouhlasna s parametrizaci
B
w/2
/(—y,x) -ds = —/ (—bsint,acost) - (—asint,bcost) dt =
c 0
w/2 /2 abm
:—/ (bsint-asint—l—acost-bcost)dt:—ab/ ldt:_T n
0 0

Priklad 501. /(y, —x,2)-dS, cje cast kiivky k = {[x, y,z] € E3;x = Rcost,

C
. at c . S
y = Rsint,z = o R > 0}, od pruseciku s rovinou z = 0 do pruseciku
7r
s rovinou z = a, a > 0.
Resent: Jedn se o sroubovici s polomérem vinuti R a stoupanim a.
z=0 — t;1 =0
z=a = ty=27
. at
P(t) = [Rcost, Rsint, 2—}, t € (0,2m)
™

. . a
ow(—RmL&mt%) P(0) = [a,0,0] = A

orientace je souhlasna

2T t
/(y, —x,2)-d§ = / (Rsint, —Rcost, a_) . <— Rsint, R cost, i) dt =
. 0 2m 2m

27 ) ) ) ) a2t 27 ) CL2
—/0 (—R sin“t — R” cos t—l—H)dt—/o (—R —l—mt)dt:

2 21 2
2 a 2} a 2
= |-R%+-—| == —2rR
[ 872 lo 2 i "

Priklad 502. /—x cosy dr+ysinz dy, cje tsecka z bodu A = [0, 0] do bodu B = [, 27].

Reseni: Dany integral muzeme pocitat dvojim zpusobem:
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1) Pouzijeme piimo zadéani kiivkového integralu v diferencialnim tvaru.

Pii parametrickém vyjadreni dané ktivky ¢ dostaneme y
pro t = 0 pocatecni bod A, B

vypocitame diferencidly,
c: x=t, te(0,m) dx = dt,
y = 2t, dy = 2dt,

/—x cosydm+ysina:dy:/ (—t cos2t +2- 2t sint) dt =
c 0

u=t, v =4sint— cos2t
sin 2t

:/ t(4sint — cos 2t) dt = ‘
0

u' =1, v=—4cost—

t ™ i in 2t 2t1™
:—[4tcost+—sin2t] +/ <4cost—|—sm >dt:47r+ [4sint—COS = 4.
2 0 0 2 4 Jo

POZNAMKA: Protoze tsecka ¢ je grafem explicitné zadané funkce y = 2x, = € (0, ),

muzeme ponechat proménnou x jako parametr. Po vypoctu diferencialu dy = 2 dx
dostavame

/ —x cosydr +y sinxdy = / (—x cos2x+2-2x sinz)dr = -,
c 0

coz je stejny Riemannuv integral.
2) Dany integral v diferencidlnim tvaru prepiseme do tvaru vektorového

/—x cosydr +y sinxdy = /(—xcosy, ysinx) - ds.

C c

Pouzijeme parametrizaci

r=t, )
c.{y:%’ t € (0,m);

P(t)=1[t,2t], te(0,m); P=(1,2)
P(0) = A= orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci

/ (—tcos2t, 2t sint) - (1, 2)dt = / (—t cos2t + 4t sint)dt = - - -
0 0

a dostaneme zase stejny Riemannuv integral. ]

Priklad 503. 7{ xdy, ¢ je obvod trojuhelnika vytvoreného primkami z =0, y =0
a 2x+ Ty = 14, c je orientovana kladné.

Resent:
Yy c=cUcyUcs
C =10,2]
f=1+l+/
C3 ¢ Ca c c1 c2 c3
T
A= [O’ O] ‘1 B = [77 0]
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Podle poznamky z ptedchoziho ptikladu:
7
cp:y=0,dy=0-dz, z€(0,7) = /:chy:/de:O
c1 0

14-7 214 -7
2= —p y,yE(O,Q) = /xdy:/ 5 ydy
c2 0

0
cz:x=0,y€ (2,0 = :cdy:/0~dy
c3 2

214-7 1 7
%xdyzO—i—/ ydy—i—O— [14y—i} =7 ]
g 0 2 2 2 Jo

504. /(x cosy,0)-ds, ¢ je orientovand usecka z bodu A = [0, 1] do bodu B = [1, 2].

’ [sin 2 + cos 2 — cos 1]

505. /(x2 +9?%, 2 —y?) -d5, c je orientovand kiivka y =1 — |1 — x|, = € (0,2),
pgééteéni bod je A =[0,0]. H
506. /(31:'2 —2xy)dx + (y* — 2vy) dy, c je oblouk paraboly y = 22 z bodu A = [~1,1]
do bodu B = [1, 1]. [—14]
507. /(y,x) -ds, c={[z,y] €Eg; 2* +9* =a® x>0,y >0, a >0} apociteéni bod je
A = [a,0]. [0]

IV.5. Prace sily podél kiivky
e Vypoctéte praci W sily f podél orientované krivky c :

Priklad 508. f: (x+y,27), c={[zr,y] € Ey; 2®> +y*> = R? y >0}, pocatecni bod
B=[-R.0].

Reseni: Prace W sily f podél orientované kiivky ¢ je rovna integralu / f -ds .

Y r = Rcost,
C'{y:Rsint, t € (0,m)

P(t) = [Rcost, Rsint], te€ (0,m)
P(t) = (—Rsint, Rcost), P(0)=[R,0]=A=
orientace kfivky je nesouhlasna s parametrizaci

o] T
/:v—i—y,?x 5’2—/ (Rcost + Rsint,2Rcost) - (—Rsint, Rcost) dt =
/ R2 (sint + cost)sint + 2R* cos t) dt =
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= —Rz/ (—sin’t — sint cost + 2cos t) dt =
0

o1 — 2t
:—RQ/ (—ﬁ—sintcost—i-lecosZt)dt:
0

2
— Rg[ 1t+ sin2t  sin?t it S.in2t]7r B mR?
B 2 4 2 2 2
[ |
~ 7 re 2y _2‘,17 ':CQ 2 o .
Priklad 509. f = (x2 1P —1—43/2)’ c= {[a:,y] € Eo; 1 +y° = 1}, kiivka ¢ je
orientovana kladné.
Resent:
r = 2cost,
¢ { b sy te(02m)

‘/ ‘/L‘
o 2y 2x
W_j{f.ds_fi(x2+4y2’_$2+4y2>'

™ 9¢int  4cost ™ 4sin®t 4dcos?t
= [ AN g cospar = [ (A Aoty

27
—/ 1dt = —2x ]
0

Priklad 510. fz —yi+ xf—l—alz, c={[r,y,2] €E3; 2* +y* —42+3 =0, z = 2},
orientace kiivky ¢ je ddna tetnym vektorem 7([2,1,2]) = —i.

P(t) = [2cost,y = sint], t € (0,27)
P(t) = (—2sint, cost)
orientace kiivky je souhlasna s parametrizaci

N\,

QL
wy

Resent:
224+ 1y? —42x+3=0 = rovnice valcové plochy
z =2 = rovnice roviny
Kftivka ¢ vznikne rovinnym fezem valcové plochy.
Rovina je kolmd na osu rotac¢ni véalcové plochy, z
kiivka c¢ je tedy kruznice

92 2 _ !
c:{<x 2 +y 1 -
z2=2
xr=241"-cost,
c: y=1-sint, 0<¢t<27

z =2,

™ ™

P(t) = [2 + cost,sint, 2], t € (0,2n) P(i) =[2,1,2]; P(E) = (-1,0,0) = —7

P(t) = (—sint, cost,0) orientace kfivky je souhlasné s parametrizaci

27
W:j{f-d,?:f(—y,:p,a) -d§':/ (—sint, 2+ cost,a) - (—sint, cost,0) dt =
c c 0
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2w 2w
:/ (Sin2t+(2+cost)cost+a~0)dt:/ (14 2cost)dt =27 n
0 0

Pyiklad 511. f = (xy,x +y), ¢ = ¢1 Uy, ¢ je uzaviend kiivka, kde ¢; je éést
paraboly y = 22 a ¢y je ¢ast pifmky vy = z, ¢ je kladné orientovan4.

Reseni:
r =1, )
y y = 22 cl:{y:tz, te(0,1); =
y=x Pi(t)=[t,t*], te€(0,1)
Py(t) = (1,2t), P(0) = [0,0]
[1, 1] orientace kiivky je souhlasnd s parametrizac{
(&)
c‘{x:t’ te(0,1):; =
2 - y = t, ’ )
G T
PQ(t): [tat]v te <07 1>
orientace kfivky je nesouhlasnd s parametrizaci

W:ffd(?:/(xy,x—l—y)-d§’—|—/(xy,x+y)-d§:

Cc1 c2

1 1 1
:/ (t3,t+t2)(1,2t)dt—/ (t2,2t)(1,1)dt:/ (t% + 22 + 2t%) dt—
0 0 0
! 3t 231 11
— [ @ +2t)dt = [— _} _ [_ t?} _ -
/0( +2t) R P L PR T -

e Vypoctéte praci sily f podél orientované kiivky c :

512. f = ( . c={[r,y] € Ey;2*+y* = 4}, kilivka c je orientovana zaporné.
2?2 + y?

[—2n]

> 2
513. f = W(y, —x), ¢ = {[x,y] € Ey;2* +y* = 16}, kiivka c je kladné orientovana.

x
[—4r]
> 1 1
514. f — (—, ——), ¢ je obvod AABC,kde A= [1,1], B=[2,1], C = [2,2],
y x
krivka c je kladné orientovana. [%]
515.f:M c={lr,y] €Ey: 2> +y*> =a’ a >0, y >0} zbodu [a,0]
:E2 + y2 Y Y Y Y — Y
do bodu [—a, 0] . -5 4]

516. f = (y,2), c je uzaviend kiivka tvorend poloosami a ¢tvrtinou elipsy x = 2 cost,
y = sin t, nachazejici se v prvnim kvadrantu. Orientace je zaporna.

[r/2]

517. f = (z +y,2z), c={[zr,y] € By:x =acost, y=asint, t € (0,2r)}, orientace
je kladna. [ra?]
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518. f: (y,z,2), ¢ ]jeusetka s pocatecnim bodem [a, 0, 0] a koncovym bodem |[a, a, al.

3
5]
519. f: (y,z,x), cje prusecnice ploch z = zy, > +y*> =1 z bodu [1,0, 0]
do bodu [0,1,0]. [; - Z]

- t
520. [ = (yz, 2/ R? — %, zy), c= {X eE;: X =P(t); P(t)= (Rcost,Rsint, ;—),
T
a>0, R>0,te 0, 27r>}, orientace kiivky je souhlasnd s parametrizaci.
[0]

521. f = (z,y, 32 —y), c={X € E3: X = P(t); P(t) = (¢%,2t,4¢%), t € (0,1)},
orientace krivky je souhlasna s parametrizaci.

522. f = (x,y,2), c je ctvrtina elipsy ¢ = {[z,y] € By : 224+ 42 =4, 24 2z = 2}
z bodu [2,0,0] do bodu 0,2, 2]. 2]

523. f = (y*,2%4%), c={X €Ey: X = P(t); P(t) = (5,2 + 4sint, =3 + 4 cost),
t € (0,2m)}, orientace kiivky je souhlasna s parametrizaci.
[967]

e Je dano vektorové pole f a orientovana kiivka c.

a) Nac¢rtnéte danou kiivku ¢ C Es.
b) Navrhnéte jeji parametrizaci P(t) a zduvodnéte, zda je kiivka ¢ orientovana
souhlasné s touto parametrizaci.

c¢) Vypocitejte praci, kterou vykona sila f pusobenim po dané orientované kiivce c.

—

524. f = (y,z,x), cje isecka s poc¢ate¢nim bodem [a,0,0] a koncovym bodem [a, a, a].

c)§ a®

[ b) P(t) = [a + at,at,at], t € (0,1) ]
2

525. f: (ry,y—1), cje cést kiivky y = 2 s poc¢ateénim bodem A = [0, 0] a koncovym
bodem B = [2,4]

by P(t) = [t,t?], t € (0,1)
c)8

T

526. f = (Vr+y,z+,/7), ¢je cast kiivky = = 2y od bodu A = [8,2] do bodu B = [2,1]

b) P(t) = [2t%,1], t € (1,2)

""""" - orientace nesouhlasna
e 1
= ¢) - 3(40+ 32V2)
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- 1
527. [ = (x3, —1In y> ,  kiivka ¢ je dand rovnici y = e*, kde |z| < 1 a pocétecni bod
Y

mazx=—1

b) P(t) = [t,e'], t € (—1,1)
c)0

x

528. f = (2,zy); c={[zr,y] €Ey:y=Inz+1, x € (1,e)}, pocatetni bod je A =[1,7]

b) P(t) = [t,Int+ 1], t € (1,e)
c)3e —2

T

—

529. f = (0,2); c=A{[r,y] €Ey:axy=1, z € (1,2)}, x—ova soufadnice p.b. je 1

- y —x : .
530. [ = (x2 T y2)7 c={[z,y] € Ey:2* +y* = 4,2 > 0} orientovana

od bodu [0,2] k bodu [0, —2]

orientace nesouhlasni

|: b) P(t) = [2cost,2sint], t € (—7/2,7/2) ]

o

- 2y 2z z? 2 L -
531. f = <x2 T R 43/2); c={[z,y] € Ey: y + y° = 1}, ktera je zdporné
orientovana

c) 2w

M b) P(t) = [2cost,sint], t € (0,27)
orientace nesouhlasna
W ©

e Je dana tsecka AB, vektorova funkce f a skalarni funkce p. ‘
a) Navrhnéte parametrizaci P(t) isecky k a vypocitejte tecny vektor P(t).
b) Uzitim kiivkového integralu vektorové funkce vypocitejte praci, kterou vykond
sila f pusobenim podél isecky AB od bodu A do bodu B.
¢) Vypocitejte hmotnost kiivky k, je-li délkova hustota o(z,y).
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532. A=[1,0], B=1[2,3], f=(z,9)= (a2 zy), olz,y) =2+
a) P(t) = [1+¢,3t], t € (0,1) T

59
p) 22
)6
c)m = ?\/10

533. A= 0,1, B=[1,2] f(z,y) = (x/y2 —22,0), olz,y) =y
a)P(t)=[t,1+1], t € (0,1) ]
b5 (V1)

c)m = %\/5
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