1. cviceni M3 10.9.2024

Opakovani (ze stredni skoly a z 1. semestru)

Sami si zopakujte z 1. semestru zejména:
e limity (ty jednoduché poznat na prvni pohled)
e derivovani (rychle a bez chyb)
e integrovani

e vlastni ¢isla a vlastni vektory matic 2x2 (i komplexni) a jejich geometricky vyznam ve 2D

Posloupnosti: {a;}2, = {ai,as,0as3,...}
Priklad 1.1:
(a) ar = 5, {ar}i, = {1/3, 2/4,3/5,...}
(b) ar =sin(k 3), {ax}zz, ={1,0, =1,0...}
(¢) ar =In(1+ 1/k)
Jaké jsou limity téchto posloupnosti? Které z nich jsou konvergentni?

Poznamka: konvergence posloupnosti nezavisi na pridani, odebrani nebo zméné konecéného poctu clenu.

~ o0
Ciselné rady: >a, = Yax = a1 +ast+az+...
k=1
n
Sp =Y. ar=a1+as+---+a, ... n-ty castecny soucet fady > ay
k=1

o0
Tn= . Gk =0pt1+ Qpio+ ... ... zbytek po n-tém castetném souctu rady > ay
k=n+1

. L , xistuje lim s, — ) SOva y y
rada ) aj je konvergentni < existuje lim s s € R; s nazyvame souctem rad
n—oo

jinak je fada divergentni (tj. kdyz limita s, je nevlastni nebo neexistuje)

Piiklad 1.2: zapiste predchozi posloupnosti jako fady. Které jsou konvergentni (urcete soucet)?

n
posloupnost {ax} je kladnd a rostouci, tedy s, = ];1 ap>n-a; =73 — OO

(b) > osin(k3)=14+0—-1+0+1+...
k=1

sS1=8y=1,83=54=0,85 =55 =1,... — limita s, neex.

(c) kz_:lln(l—i—l/k):ln2+lng—|—ln%—|—---:1n2+ln3—ln2—|—ln4—ln3—|—... . Sp=In(n+1) — oo
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Poznamka: konvergence tady nezdvisi na hodnotdch konecného poctu jejich ¢lent.
(Soucet samoziejmé ano.)

Nutna podminka pro konvergenci fady: klim ap = 0.
—00

Tato podminka neni postacujici - viz pf. 1.2 c).

o0

Geometrickd fada: Y. = ap-¢* =ag+ag-q,+ap-q¢*...
k=0
1 — qn+1
sn:ao(1+q+q2+---+q”)=a0ﬁ (pro ¢ # 1)
pro |q| <1 je lims, = 1& . pro |g| > 1 neexistuje vlastni limita — rada diverguje.
1 1 0 1 ag 2

Priklad: 2—1+-—-+ ... = 2. (—1)k = —— = = =4

rikla +2 4‘|‘ kgo (2)7 q 9 S 1—g 1+% 3

Rady funkci:
2 fele) = éﬁ(m) = fi(z) + folz) + fa(z) + ...

fada ), fr(r) konverguje v bodé z(, < diselnd fada ), fi(zo) je konvergentni

obor konvergence je mnozina bodu, v nichz fada konverguje

Priklad 1.3: urcete obory konvergence rad

o> k- [ s =x- > k, obor konv. je {0}]
k=1
o > (Inz)* [ pro pevné z je to geom. fada, ¢ =Ina: pro [Inz| < 1je s = ——,
k=0

pro |Inz| > 1 fada diverguje, obor konv. je (e™!, e) |

o Y (22 -3)* [ pro pevné z je to geom. fada, ¢ = 2? — 3: pro |22 — 3| < 1je s =
k=0
pro |22 — 3| > 1 fada diverguje, obor konv. je (=2, —v/2) U (v/2,
Mocninna trada se stiedem zg a koeficienty ¢, je > ¢ (x — x¢)F
k=0

interval konvergence je I = (xg — R, 9+ R) , R > 0 nebo R = o0
(obor konvergence muze zahrnovat navic i jeden nebo oba krajni body)

Priklad 1.4: urcete obory konvergence mocninnych fad

i kak

— pro pevné z je to geom. fada (¢ = x): obor konv. je |z| <1 =2 € (-1, 1)

o >z +2)
— geom. fada (¢ =z + 2): obor konv. je [z +2| < 1=z € (-3, —1)

2

4—z2

2) ]
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o 3, 7(x—12)k
— geom. fada (¢ =z — 12): obor konv. je [z — 12| < 1=z € (—13, —11)
° me—:

— geom. fada (¢ =%, ap =3): pro [§| < 1jes= 17—?;/3, obor konv. je (-3, 3)

Taylortv polynom

Necht redlné funkce f mé (n + 1)-nf spoj. derivaci na intervalu I, zo,z € I. Pak

F() = Tulw) + Rolz), kde

To(x) = f(zo) + f'(20) (x — x0) + @ (x—20)?+ -+ f(n)(m) (x —x9)™ ... Tayloruv polynom

R,(x) = f((::l))(,f) (x — xo)"*! pro ngjaké £ € (xg,x) ... zbytek v Lagrangeové tvaru

Priklad 1.5: napiste Tayloruv polynom T3(z) se stredem xy = 1 a zbytek R3(x) pro funkci f(z) = **

der. | f™(z) | f(1)
0. e e?
1. | 2e* 2¢?
2. 4% 4 2
3. 8e* Se?
4. | 16e*

Ty(z) = +2¢* (x — 1)+ 4 (v — 12+ 57 (@ — 1)>,  Ry(a) = L85~ (v — 1)*

Taylorova rada

Necht realna funkce f je definovans v okoli bodu xy a ma v ném derivace vsech radi.
Taylorova tada funkce f o stfedu zq je

" (n) (k)
f(fo)+f’($0)($—950)+%(w—%)QﬂL“'Jﬁf—sm)@—xo) Z L (z0) m (z — x0)F

n:

Piiklad 1.6: napiste Taylorovu fadu se sttedem v nule funkei e*, sinzx, cosz, In(1+ z) .

. ew:1+x+§+§%+§+---=l§)%, reR

osinx:x—ng—l—gTis—T :izo:( )kiﬁfy, r€R

ocosx:1—§+§—g76+---:§(—l)k%, r€R

oln(l—i—w):x—§—2+§—3—i—4+---:§(—1)kf:, ze(—1,1)
=0
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Otazky:
e Pro jakd = konverguje Taylorova rada f(z)?

e Kdyz pro = konverguje, konverguje k f(x)?

Geometrickad mocninna rada

Priklad 1.7: napiste Taylorovu fadu funkce ﬁ se sttedem zy = 0:
k-té derivace (£=)®) v bodé zg = 0 je k(1 — z)~*V|,_g = k!

Tayl. fada: 1+ 2+ 22 + 23+ ...
— geom. fada, konv. pouze pro |z| < 1, pak jeji soucet je opravdu ﬁ

Plati: Mocninna fada je Taylorovou fadou svého souctu na intervalu konvergence.

— takze pro funkci ﬁ muzeme napsat jeji Taylorovu fadu bez derivovani,
kdyz si ji predstavime jako soucet geometrické rady

Priiklad 1.8: S vyuzitim vzorce pro soucet geometrické rady napiste Taylorovy fady o sttedu z
nésledujicich funkei f(x) a urcete, kde tyto fady konverguji k f(z).
4 4 1

) f@) =5 =0 B f@) =17 w=1 of@)=g5—

reSeni:
Qo

, kde ¢ = c(z — xg), resp. ¢ = c(x — xo)™

potiebujeme funkci f(z) prevést na tvar .

8 8
a) =5 = — soucet geometrické fady pro ag =4, ¢ = 3

gl <1 & [5|<1 & [2[<2 & z€(-2,2)
f(:z:):4+2x+x2+§x3+ix4+~-:1§4-(g)k, x € (=2, 2)

4 4 4 4 2

l+zx 1+(@x—1)+1 2+(x—1) (1+ &y 1+ 2]

b)
z—1

— soucet geometrické fady pro ag = 2, ¢ = —*5~

<1 & |5 <1l & |z-1<2 & ze(-1,3)

00 k
f(:L’) —9_ (w _ 1) + (1:—21)2 . (az—41)3 + (m—81)4 R I;O2 . (_1)k ((w;)) , T € (_17 3)

1 —1 —1
S P 5= 5 &2 = 5 =49 — soucet geometrické fady pro ag = —%, q = 4a?

c)

<1 & 2’<t & |z|<i & ze(—3,

)

— ) = 3 - e, we(-
k=0

N |—

8

flz)=—3—22%—8z*—322°—-.. =

N =
SN—

)

N =

k=0
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