6. cviceni M3 25.10.2024

Diferencialni rovnice 1. radu - opakovéni

Dif. rovnice 1. fadu (v normdlnim tvaru): necht f(z,y) je spoj. funkce dvou proménnych,

y = flx,y), [z,y] €G ... oblast (oteviend souvisl4 mnozina) (1)

Reseni rovnice (1) v G: funkce y(z) def. na intervalu I, kterd mé na I spojitou derivaci,
spliiuje rovnici (1) a pro kterou plati z € I = [z,y(x)] € G.

Maximalni feSeni v G: takové, k némuz neexistuje (vlastni) prodlouzeni v G
(Feseni y; na intervalu J se nazyva prodlouzeni y na I, pokud I C J a y;(x) = y(z) na I).

Integralni kiivka: graf reseni

Smeérové pole: vektorové pole 7 = (1, f(x,y))

Pocatecni (Cauchyho) tdloha:

y, = f(wny) ) y(mo) =Y

Véta - o existenci a jednoznacnosti feseni

Necht f(x,y) je funkce dvou proménnych, pro kterou plati:

e f(z,y) je spojitd v G  (existence)

(
¢ %(% y) je spojitda v G (jednoznacnost)

Pak pro kazdy bod [zg, yo] € G existuje pravé jedno maximdlni feseni tlohy (1), pro které
y(xo) = yo. Jinymi slovy: kazdym bodem [z, yo] € G prochdzi pravé jedna integralni kiivka.
O intervalu I max. FeSeni obecné nelze nic fict (jen ze zo € I).

Poznamka k Vété o existenci a jednoznacnosti reseni

Druhou podminku (tj. g—;(x, y) je spojitd v G) lze zeslabit na
e f(z,y) je Lipschitzovsky spojitd v proménné y v G,
tj. AL € R tak, ze pro Va,y1,ys € G plati | f(z,y1) — f(z,92)| < L|y1 — yal -

Poznamka k existenci a jednoznacnosti feseni Cauchyho tlohy

Standardni postup: nejdiiv zkusime ovérit oba predpoklady Véty, tj. spojitost f(z,y)
a g—i(x, y) v n&jakém okoli U([xg, yo]) bodu [xg, yo).

Pokud g—i(x, y) neni spojita v zadném okoll [z, yo], muzeme ovérit slabsi podminku
—zda f(x,y) je v bodé [xg, yo| Lipschitzovsky spojitd v proménné y, tj. zda plati

dL e R7 ElU([anyO]) tak’ ze pro vxay € U([I’O,yo]) je ’f(xay) - f(x>y0)‘ < L |y - yﬂ’ .
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Metoda separace proménnych

Separovatelna rovnice — predp. g(x) a h(y) spojité na otevienych intervalech x € I a y € J:

y' = g(x) - hy)

Jestlize navic h(y) je nenulova na J, nebo h'(y) je spoj. na J, nebo h(y) je Lipschitzovsky spoj. na J,
pak v oblasti G = I x J prochazi kazdym bodem pravé jedna integralni kiivka.

Postup reseni:
I Pokud h(yp) =0, je y = yo konstantni Feseni.
IT Na intervalech, kde h(y) # 0, postupujeme ve tiech krocich:

1. Separace:

dy
= — h
o = 9@ -ny)
L 4 () d
——dy = g(z)dz
h(y)
2. Integrace:
/Ldy = /g(af)d:lj
h(y)
feSeni v implicit. tvaru: H(y) = G(z)+c, ceR

3. Inverze:
y=H'G(z)+¢c), c€ER

Body 2 a 3 se nemusi podafit (napt. integral nebo inverze se nedaji vyjadrit v oboru element. funkei).

Priklad 6.1: najdéte maximalni feseni Cauchyho ulohy

y'=-3y, y(0)=-1
Reseni:
Oblast ex. a jednozn. G = R x R (ovérili jsme spojistost pravé strany a spojitost jeji p. der. dle y).

Konstantni feseni y = 0 nevyhovuje pocateéni podmince. Pro y # 0:

dy
dx 3y
1
/— dy = /—3 dz
Y
Inly] = -3xz+c¢
lyl = e ¥t =e e =ke " k>0

y = +ke k>0

Obecné feseni rovnice (se zahrnutim konst. fes.): y=ke™* k€ R, r € R

Resenf C.t4.: —1 = y(0) = ke®=k = y=—e3 z€R

2 © Certik



6. cviceni M3 25.10.2024

Priklad 6.2: najdéte maximalni feseni Cauchyho tloh
(a) ¥ =(*+ 1)y, y(-3)=2
(b) v =2(z+1)y, y(0)=4
(€ y=2z-3)Vy+1 y0)=%

T 2
(d) ¥ ==, y(2)=0,resp. y(2) =1

() ¥y =9*+1, y(3)=0
Resent:
(a) flz,y)=(=*+1)y a ZL(z,y) = (&> +1) jsou spoj. v G = Rx R
Konstantni feseni y = 0 nevyhovuje poc¢atecni podmince. Pro y # 0:

dy

4. = (@+1y
1
/—dy = /x2—|—1dx
Y
e
Inlyl = €+x+c
lyf = es ™™ =es e’ =Fkes ™ k>0

23
y = Fkes™ k>0

23
Obecné Feseni rovnice (se zahrnutim konst. fes.): y =kes ™ ke R, v € R

_4)3 .3
Max. fesen{ C.i.: 2 = y(—3) = ke 5 3 =fke 2 = k=2e2 = y=2e25" zeR

(b)

=2 1
g_ﬁxﬁyé (x+1) vy spoj. v. G = R x (0, 00)
0y Y

Konstantni feseni y = 0 nevyhovuje pocétecni podmince (navic nelezi v G, takze bychom ani neméli
zaruc¢enu jednoznacnost feseni). Pro y > 0:

dy
- = 2 1

Jamt -
Vi =

r+1dx

+r+4+c¢, c€ER

wlaw \

2 2
. x
Obecné feseni rovnice: y = (7 +x+ c) , CER

Reseni C.i.: 4 = y(0) = ¢ = ¢ = £2, ale feSeni existuje jen jedno

— konstantu tedy urc¢ime z implicitniho tvaru: Vi=04+c¢c = ¢c=2
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interval max. feSeni: musi platit ‘%2 +x +2 >0 — plati pro vSechna z (D =1—-4- % -2 <0)

2
max. feseni C.u. je tedy y = (% +x+ 2) , TER
Graf TeSeni je vyznacen Cerné na obrazku 1 .

Poznamka: pro hodnotu konstanty ¢ = —2 taky dostaneme teseni, ale pro jiné poc¢atecni podminky
a ne na celém R, viz modra kiivka na obrazku 1: plnou carou je vyznacen graf funkce

2

Y= (% +z— 2) na intervalech (—oo, —1 — v/5) a (=1 + v/5, 00), kde je fesenim dané rovnice,

a ¢arkované graf této funkce na intervalu (—1—+/5, —1+1+/5), kde ovéem NENT fesenim dané rovnice
— to plyne jednak z implicitnl’ho tvaru feSeni, jednak se lze presvédcit dosazenim do dané rovnice

(a mit pfitom na paméti, ze Va2 = |z|). Modfe je vyznaceno i konstantni feseni y = 0.

Figure 1: Priklad 6.2 (b)

z,y) =2(x—3)Vy+1 :
{;g _y)m_?) ( )V } spoj. v. G = R x (—1,00)
9y — Vytl
Konstantni feseni y = —1 nevyhovuje pocateéni podmince (navic nelezi v G, takze bychom

ani nemeli zarucenu jednoznacnost feseni). Pro y > —1:
dy o

1
—— _dy = —3d
/2¢—y+1 Y / !
Vy+1 :( )+c ceER

Obecné feseni rovnice: y = (

. a2
Reseni C.14.: konstantu uréime z implicitniho tvaru: % +1= % +c = c= % — % = -2

interval max. feSeni: musi platit @ —2>0 <= 22—62+5>0, kofeny jsou z =1 a x = 5,
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nerovnost plati v int. I = (—o0,1) a I = (5,00), g € I}
SN (@32 2
max. feseni C.i. je tedy y = (5= —2) —1, z¢€(—o0,1)

Pozn.: kdyby pocatecni podminka byla y(6) = %1, ma>2<. res. takové C.u. by sice predstavovala
stejnd funkce, ale na jiném intervalu: y = (@ - 2) —1, z € (5,00). Na intervalu (1,5) tato

funkce neni feSenim rovnice (na obrazku 2 je to vyznaceno ¢érkovaneé).

Figure 2: Piiklad 6.2 (c)

T, y) = zy?
];_;_y)xgyvﬂ% } spoj. v G=RXR
9y — V245

Konstantni feseni y = 0 vyhovuje prvni C.i. s poc¢ateéni podminkou y(2) = 0, takze predstavuje jeji
feseni. Resen{ druhé C.1. tlohy s poc¢ateéni podminkou y(2) = 1 musime hledat dél. Pro y # 0:

dy _ @y
dz 245
1 T
Ay = [ da
/92 Y /\/:L’2+5
1
—— = Va?45+4+¢, c€R

) —1
Obecné feSeni rovnice: y = ———, c€R

Vi2+5+¢

Reseni C.1i.: konstantu uréime z implicitniho tvaru: ¢ = —?% —Vat+b5=—1-V224+5=-4

Y

interval max. feSenf: musi platit y # 0, tj. integraln{ kiivka musi celd lezet bud v horni, nebo v
dolni poloroviné. Jelikoz y(2) = 1 > 0, musi lezet v horni poloroviné, tj. y > 0:

-1
N 4>0 = V2 +5-4<0 <= Va2+5<4 < 2 +5<16 < |z| < V11
x _
max. feseni C.u. je tedy y = \/%_4, x € (—v11, V11).
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12;157 -~ Ta je feSenfm dané rovnice na intervalu (—oo, —v/11),

nebo na intervalu (—+/11, v/11), nebo na (v/11,00). Odpovidajici interval (vzdycky jen jeden) je
urcen pocatecni podminkou.

Na obrazku 3 je graf funkce y =

Figure 3: Piiklad 6.2 (d)

(e) f(x,y) = h(y) = y?+1 je spoj. a nenulovd v G = R x R, konstantni fesen{ neexistuje.

dy 2
- _ 1
dx v

1
/y2+1dy = /1d35

arctgy = x+c¢, c€R

Obecné feseni rovnice: y = tg(r+c¢), (r+c)€ (—g z), ceR

Reseni C.1.: konstantu uréime z implicitniho tvaru: arctg 0 = stc = c=—

ol

max. feseni C.i. je tedy y =tg (z — F), =z € (0, m).
Zkouska — u predchozich piikladi jsme ji pro strucnost vynechali, méli bychom ji vSak vzdy provést:

e y=tg (x — §) je spojité diferencovatelna na I = (0, ),
feSeni nelze prodlouzit na vétsi interval,
celd integralni kiivka lezi v oblasti existence a jednoznac¢nosti: I x R C G

e rovnice:

L=y =(tg(-3%) = caug

L=P
e pocatecni podminka:

sel, y3) =tg(5—-5)=tg0=0
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