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Absolutni (globélni) extrémy funkce vice proménnych

Piipadné naméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrazovi (e-mail: Frantisek.MrazQfs.cvut.cz )

Definice. Nechf f je funkce n proménnych a M C D(f). Rikidme, ze funkce f nabyva v bodé A € M
svého maxima na mnoziné M, jestlize pro kazdé X € M plati: f(X) < f(A).
Zapisujeme f(A) = max{f(x) :x € M}, struéné f(A) = maxy f.

Analogicky definujeme minimum funkce f na mnoziné M. Znacime je struéné minys f.

Maximum, resp. minimum funkce f na celém definiénim oboru D(f) zna¢ime stru¢né max f, resp.
min f.

Vypocet absolutnich extrému vychézi z nasledujictho tvrzeni.

Véta 6.14 (postacujici podminky pro existenci absolutnich extrémi)

Necht M C E, je neprdzdnd, omezens a uzaviend mnozina, necht funkce f je spojitd na M.
Pak funkce f nabyva na mnoziné M maxima a minima.

I. Specialni pripad jsou tzv. vazané extrémy, a to kdyz mnozina
M = {[z,y] € Es : g(x,y) = 0}, kde g je dand funkce.

Pokud lze, pak z vazebni podminky g(x,y) = 0 vyjadiime jednu proménnou, kterou dosadime do
dané funkce f, jejiz extrémy na mnoziné M mame vypocitat. Ziskame tak tlohu urcit absolutni extrémy
funkce jedné proménné y = ¢(x) resp. x = 1(y) v uzavieném omezeném intervalu. Pro feseni této ilohy
si pfipomenme z Matematiky I:

Pii splnéni piredpokladu vyse uvedené existenéni véty plati pro funkci jedné proménné v uzavieném
omezeném intervalu I dodatek.

Maxima (resp. minima) je nabyvéano v bodé, ktery je bud
(1) krajnim bodem daného intervalu nebo
(2) vnitinim bodem, ve kterém je derivace ¢'(z) resp. ¥'(y) rovna nule nebo
(3) vnitinim bodem, ve kterém derivace neexistuje.

Takto urcené body nazyvame kritickymi, v jinych bodech absolutni extrém byt nemuze. Pfi splnénych
predpokladech pak sta¢i urcit nejvétsi a nejmensi z funkénich hodnot v téchto bodech.

Piiklad 1. Zduvodnéte existenci a urCete absolutni extrémy, tj. urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu
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funkce f(z,y) = — + — namnoziné M = {[z,y] € Ea; x +y =1, z € (1/4,9/10)}.
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Reseni. Zadand mnozina M je dsecka v prvnim kvadrantu, ve kterém je funkce f (x,y) =

S

spojita. Podle Véty 6.14 je zarucena existence absolutnich extrémi.
7 vazebni podminky = + y = 1 vyjadiime y = 1 — = a dosadime do funkce f. Ziskdme tak funkci

jedné proménné p(z) = f(z,1 —z) = — + 1, Pro kterou hleddme absolutni extrémy na intervalu
x -z
I =(1/4,9/10). Prvnim kritickym bodem je tedy krajni bod = 1/4 (s odpovidajici hodnotou y = 3/4).
Druhym kritickym bodem je = 9/10 (s odpovidajici hodnotou y = 1/10).
1 1
Pro uréeni pifpadnych dalsich kritickych bodi vypoéitdme derivaci ¢ (z) = —— + A=
x -z
Ta existuje ve v8ech vnitinich bodech intervalu I = (1/4,9/10).
Rovnice ¢'(z) = 0 vede po tpravé k rovnici z2 = (1 — )?. Ta mé jediné feseni = = 1/2, s odpovidajici
hodnotou y = 1/2.
Pro zadanou funkce f(z,y) jsme tedy urcili tfi kritické body:
A = [1/4,3/4],B = [9/10,1/10],C = [1/2,1/2]. Vypocitame funkéni hodnoty f(A) = 16/3, f(B) =
100/9, f(C) = 4 a formulujeme zavér. Nejvétsi hodnota (maximum) zadané funkce na mnoziné M je
100/9, této hodnoty je nabyvéno v bodé B. Nejmensi hodnota (minimum) zadané funkce na mnoziné M
je 4, této hodnoty je nabyvano v bodé C.

Struény zépis: maxys f = f(9/10,1/10) = 100/9, miny, f = f(1/2,1/2) = 4.



I1. Postup pfi vypoctu absolutnich extrémii, nejedné-li se o specidlni piipad vazanych extrému.

Piipomenme, ze M? je vnitiek a OM je hranice mnoziny M.

1. Ovérime splnéni predpokladi Véty 6.14, ¢imz zdivodnime existenci absolutnich extrémau.

2. Uréfme viechny kritické body funkce f v oteviené mnoziné M°. To jsou body, v nichz je gradf = 0
a dale body, v nichz funkce f neni diferencovatelna (pokud takové body existuji). Jsou to tedy body
spliujici nutnou podminku pro lokalni extrém funkce f.

3. Uréime vSechny body X € dM, ve kterych muze funkce f nabyvat vdzanych extrému na hranici
mnoziny M. Nezapomeneme na pruseciky kiivek, které tvoii hranici OM (pokud pruseciky existuji).

4. Ur¢ime hodnoty funkce f ve vSech vypocitanych bodech. Nejvétsi z téchto hodnot je rovna maxys f
a nejmensi hodnota je rovna miny f.

Piiklad 2. Zdavodnéte existenci a uréete absolutni extrémy funkce z = f(z,y) = 22% —3*> na

mnozing M = {[z,y] € Ea; 2% + 4y? < 4,2 > 0}.
ResSeni:
1. Zadana mnozina M je uzaviend a omezend, jeji hranici tvoii sjednoceni dvou kiivek: kiivka K3
2

je cast elipsy r + y? = 1 lezici v poloroving z > 0 (tj. elipsa s poloosami a = 2, b = 1), kiivka K3 je
usecka z = 0, y € (—1,1) lezici na ose y. Nacrtnéte si obrazek. Mnozina M je podmnozinou def. oboru,
nebot D(f) = Es. Je tedy dand funkce f spojitd na mnoziné M. Predpoklady pro existenci absolutnich
extrému jsou splnény.

2. Vypocitame parcidlni derivace a uré¢ime body, které splnuji nutnou podminku pro lokdlni extrém

0 0
funkce f: a—i =4z, a‘g = —2y.
Tyto derivace jsou spojité v D(f). Nutnd podminka pro lokélni extrém, tj. gradf = 0, je tedy splnéna
pouze v bodé A = [0, 0], ktery je vnitinim bodem mnoziny M.

3. Vysetiime hranici OM .
a) Z rovnice elipsy K vyjadiime z = ++/4 —4y?,y € (—1,1). Vzhledem k podmince x > 0 vsak zde
plati jenom znaménko plus. Po dosazeni do funkce f(z,y) ziskdme funkci jedné proménné y :
o(y) =2 (4 — 4y%) — y* = 8 — 99°. Kuritické body jsou krajni body, tj. y = —1 a y = 1, v obou bodech je
odpovidajici hodnota x = 0.

Z rovnice ¢'(y) = —18y? = 0 uréime vnitni kriticky bod y = 0 s odpovidajicim z = 2.

b) Vyjadreni tusecky Ko, tj. z = 0 opét dosadime do f. Ziskdme funkci jedné proménné y :
Y(y) = —y?,y € (—1,1). Z rovnice ¢'(y) = —2y = 0 uréime vnitini kriticky bod y = 0 s odpovidajicim
z=0.

4. Nalezli jsme ¢tyti kritické body: A = [0, —1], B = [0,1],C = [2,0], D = [0,0]. Vypocitdme funkéni
hodnoty f(A) = —1, f(B) = —1, f(C) =8, f(D) = 0 a formulujeme zavér:
Nejvétsi hodnota (maximum) zadané funkce na mnoziné M je 8, této hodnoty je nabyvano v bodé C.
Nejmensi hodnota (minimum) zadané funkce na mnoziné M je -1, této hodnoty je nabyvano ve dvou
bodech, a to A a B.
Strucny zapis: maxys f = f(2,0) = 8, miny, f = f(0,—1) = f(0,1) = —1.

Dalsi priklady k samostatnému pocitani, véetné fesenych piikladl, najdete v nize uvedenych skriptech.
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