E. Brozikovd, M. Kittlerova, F. Mrdz: Sbirka prikladu z Matematiky II (2016)

II. Diferencialni pocet funkci vice proménnych
I1.1. Defini¢ni obor funkce z = f(x,y)

e Urcete defini¢ni obor funkei a zakreslete jej :

In(z%y)
Priklad 42. z = ——2~
VY —1T

Reseni : Proménné x a y musi spliovat soucasné tyto podminky :

y ?y>0 = y>0, #0
L++1 y—zxz>0 — y>=zx

Dy =A{[x,y] € Ey: x < 0,y > 0},
D Dy Dy =A{[z,y] €Ey: 2 >0,y > z}.
0 z
Pro definiénf obor dané funkce dostaneme D = Dy U D ]
. oy —1
Priklad 43. z = arcsin
T
Y Proménné x a y musi splnovat
< soucasné tyto podminky :
Reseni: Dy 1 D,
X i y—1
i —1<=——<1 a z#0.
T
x
Takze plati: 2 >0: —zor<y—1<zrz = —-zo+1<y<zx+1
r<0: —z2z2y—1>22 — —-zaz+1>2y>z+1

Dy ={[z,y) €Er:x <0, 24+1<y<1-—uzx},
Dy =A{[r,y)€Br:2>0, 1—z<y>z+1}

Pro defini¢ni obor dané funkce dostaneme D = D; U D,. ]
44. » = it [D={[z,y] €EE2:0#£ 2> +3y> < 1; x> y*} ]
' In(1 — 22 — y?) ’ : T
16
45. z = 4 /In ———— ! [D = {[z,y] € E2: 2 +y* < 16, [z,y] # [0,0]}]
2+ y?
46. z = 3—7In(z+Iny) [D={[z,y] €Ea:y>e "}
47. z = \/21E+y—4—|—\/16—$2 —y2 [D={[z,y] €E2:2®+y*> < 16; y >4 — 2z}]
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48. 2= —— " € 5 D={y € o]+l <1}
1 — [z — [y] |

49. 2z = /oy — 4 L

[D ={[z,y] € B2 : my > 4}]

e Urcete a nacrtnéte definiéni obor, zapiste graf funkce a nacrtnéte v E5 plochu, ktera je
grafem dané funkce :

Priklad 50. f(z,y) =4 — /2% + 32

?+y*>0 = D(f)={lr,y] €Eya’+y*>0} = D(f)=E,

Grafem funkce je mnozina

gr(f) =Alz,y,z2] € Es;[x,y] € Dy, 2 =4 — /22 + y?}.

Priklad 51. f(z,y) = o —y>+2
Resent :

Y r—y?+2>0 =
D(f) ={[z,y] € Ey;2 —y* +2>0}.

Hranici D(f) je parabola o rovnici z+2 = y?
s osou v ose z a vrcholem [—2, 0.

Grafem funkce je mnozina

gr(f) =

={[z,y,2] € E3; [x,y] € Dy CEy, z=+/z —y?*+ 2},
coz je "horni” polovina rota¢niho paraboloidu

o rovnici x + 2 = y? + 2% s osou rotace v ose
a vrcholem [—2,0,0].
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Priklad 52. f(z,y) = /2> — 9y*> — 36

Resent :

22-92-36>0 =
D(f) = {[z,y] € Ey;2* — 9y* — 36 > 0} ,
1’2 2

hranici je hyperbola o rovnici — — v 1

4
s vrcholy [—6,0] a [6, 0]

Grafem funkce je mnozina

gr(f) =

= {[CL’,y,Z] € ES; [x,y] € D(f) C E2a 2= r? — 9y2 - 36}
a to je "horni”polovina eliptického dvoudilného
hyperboloidu s vrcholy [—6,0,0] a [6,0, 0]

I1.2. Limita a spojitost funkce

e Vysettete limity funkce v bodé :

. 2 2
Priklad 53. T SRV
malof00] 22 + 42

Resent : Vyuzijeme skutecnost, ze  lim  (z° +3?) =0 a provedeme substituci

[Lg]—%(),%]
: -
t=a? +97 Potom lm SR FY) _y, sE_ .
[z,y]—[0,0] X2+ y? 50 ¢t
23 B
Priklad 54.* lim  ——— [r,y] € M, kde M = {[z,y] € Ey; v —y # 0}
[z, y] = [1,1] 7 —Y
[z,y] € M
Resent : Jde o neudity vyraz ”% 7 ale nabizi se elementarni iprava, kterou provedeme
= lim —x?’ —y = lim (z —y) + 2y +37) =
R e e e L G DGR DI )
[z,y] € M [z,y] e M
. 22 + xy + 92 3
lim 5 = T ]
oyl =11 (@)@ +y?) 4
[z,y] € M
) 1 tg (2% +y*) |
55. i _ 2 56. lim ——7~ L
[xvy]lg%ovﬂ] 2 412 2 [z.y]—[0,0] 3(z2 + y?) [3]
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Priklad 57. Vysettete spojitost funkece f(z,y) =

22y
S, 0,0

{ 2, [xv y] = [0’ 0]

v bodeé [0, 0].
Resend : Funkce f(x,y) je spojitd v bodé [zg, 1o, prave kdyz : ]lir[n ]f(x, y) = f(xo,v0).
Z,Y|—|T0,Y0
V nasem pifpadé lim vy — 7 0» _ | substituce m ! A
=0 s = - =
eyl =00 /222 +1-1  ° Ty =t =0 \/t+1—1
=lim —— =2 = f(0,0) =  dana funkce f(x,y) je spojitd v bodé [0, 0]. [ ]
2V/i+1
e Urcete mnoziny, na nichz jsou dané funkce definované :
22 +x—12
58. = = E
f(z,y) | [Ez)
59. f(z,y,2) = ¢ - sin(z + ) [Es]
60 _ ! z?
flxy) = 2y ID(f) =B\ {y = T}
ot — gt 2y
61. f(x, y) = m [D(f) =E2\ [0,0], 1ze spojite dodefinovat f(0,0) = [m,y]lin[o,o] 21 =0]
1
62. f(z,y,2) = [D(f) = {le,y,2] € Es: 2” + ¢ +2° # 13\ {[0,0,0]}]
In /(22 + 42 + 22)
: 2 2 2)2
63. f(x’ v, Z) = Slnij —|—+yg _:;j ) [D(f) =Es\ [0,0,0], lze spojité dodefinovat f(0,0,0) =0 ]
1
64. f(2,y,2) = ———— [D(f) = {[w,y,2] € Bs : wy # 0 Az # 0]
|zy| + 2]
y+4
65. f(nyJZ) - m2y — Ty —+ 4x2 - 4:E |:D(f) = {[x7y7z] €Es ;x5£07x7é 1,y5£ _4}}

I1.3. Parcialni derivace funkce

Znaceni pro funkci z = f(z,y):

R T e
1. parcialni derivace : %(a:,y) = folz,y) = 2, = Ee
of B 0z
a_y<x7y) - fy(xuy) =Zy = ay
1. parcialni derivace v bodé [a, b]:
0z 0z
ol = o)y G| . = fy(a.b)
e af o°f _ ofy _0%f _
2. parcialni derivace : . < 8x> 902 Sz 67y ( ay) Iy Ty
ofy _ o*f _ _ ofy _ o*f _
6’7;(%) C Oydxr (Fe )y %(8_31) Oz oy (Fu)a

9
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e Najdéte parcialni derivace prvniho fadu danych funkci podle jejich proménnych .

Priklad 66. f(x,y) = (22 — 3y)*

Resent :

fo=4(2r =3y)*-2 |

fy =42z =3y)* - (=3) n

Priklad 67. f(x,y) = 5z*y* + L +22% — 3y
Y

. 1
Reseni : [, = 20x3y2 + 5 +4x , fy= 109549 - % -3 -
Priklad 68. f(z,y) =y* ™, y>0
Resent : [, = y$2+3 ‘Iny-2x , f,= (22 +3) - ym2+2 ]
Priklad 69. f(z,y) = —2—, pro |z| > |y|
/2% — 42
< —2z -2y
Reseni :  f.=vy- =
2(x2 — )7 (22 =)t =y
—2y
V2 =y =y e 2 2 2 2
f= 2yt —y2 iyt ty B x
Y :E2 _ y2 (xg _ y2) /$2 _ y2 (1172 _ y2) :U2 _ y2~
n

Piiklad 70. f(z,y,z) = (2¥)

Resent :

f<m7 y? Z) = xyz7

fo = yza? T,

fy=2" Inzx-2z, f.=2""-lnz-y.

e Vypocitejte parcialni derivace dané funkce podle vSech proménnych:

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80.

fyy) =In(Bz —y+2)
3 —2y

f(z,y) = In(xy?)

1
. f(z,y) = cosx + §siny—3

- Y _,
-f(x,y)—ﬁ VY
flayy) = (27 +y) e ™
flxyy) = %%—arctg (%)

- fz,y) =In(zy) — Va? +y> — 20

3

Y L 54
.f(a:,y):x?’—i—g—émy — 15z

2

_ Y
f<x’y>_x2+y2

| ]
3 —1
[fz:3x—y+2’ fy:3x—y+2}
3 3
[fx: - fy :_?f]
=g fo=2

1= s, g, = ] o
—Y I
2y

Ve = 570 = VB o= 7
[fo = 2067 —2(2” +y)e >, f, =]

2
_y Y — x
[f:v— 2 $2+y2’ fy my+x2+y2]
1 x 1 Y

[flzf_ 7fy:7_ }
r x?+y?—-20 Yy Ja?4+y?-20

1 2
[fz = 32" - *wyél =15, fy :y2 - 7Qf2y3}

3 3
fs = —2xy? I, = 222y ]
T (22+y2)2’ L (x2 +y2)2

10
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81. f((p, Q/)) = Singo . cosw [fo = cosp costh, fy = —singp siny]

. 2.3 2wt . 2 3 3u’v?
82. g(u,v) =v - tg (uv”) [gUfm’mftg(uvH—W}

83. f(t, Uu, U) = ln(tu) — e 4+ COS(tU) [fe = % — v sin(tv), fu = % —ve", fo=—ue"’ —t sin(tv)]

Priklad 84. Urcete obor diferencovatelnosti funkee f(x,y) = z+v/2? — 3.

2 _—
e
-y e =Yy
7 teorie vime, ze spojitost parcidlnich derivaci je postacujici pro diferencovatelnost
funkei. V tomto prikladé je to podminka:

-y >0 = |yl <|z|.

Resent :  f, = /a2 —y? +

2 2

T

Y
D1 = {[1:7y] € EQ < an S (I,—ZL‘)},
D1 D2
g Dy ={[z,y] €Ey: x>0,y € (—x,x)} .
x
[ ]
1
Priklad 85. Je ddna funkce f(z,y) = In(|z| +y) + \/ﬁ . Urcete
a) podminky pro defini¢ni obor a defiéni obor graficky znazornéte,
b) hodnotu f(A) , kde A =[-1,2], c) g—f(A)
x
Resent : y

a) podminky pro defini¢ni obor:

lz| +y > 0=y > —|z|
9—22 -y’ >0=22+9y><9

1 1
of . (—x)’_l‘ —2x _u
2 %(A)_<\xy+y 2" o xQ_y2>3>‘A_ 21 .

86. Dokazte, ze funkce z = f(z,y) = y? sin(z? — y?) vyhovuje diferencidlni rovnici
y*zy + 2yz, = 2xz  pro viechna [z,y] € E,.
[Ndvod : Sta&i spoéitat zs, z, a do rovnice dosadit]

11
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e Vypoctéte parcidlni derivace dané funkce v bodé A :

87. 2= /22 —y2, A=[2,0] [20(A) = 1, 2,(4) = 0]

88. z = - A=[3,2] [22(A) = —2/9, z,(A) = 1/3]
89. f =a%e¥sinz, A=][1,0,7/6] [fo(A) =1, f,(A) = 1/2, f.(A) = V3/2]
90. f =In(2® —y+32), A=[2,1,1] [£2(A) = 2/3, f,(A) = =1/6, f.(A) =1/2]
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