
Determinanty, regulárnı́ matice, inverznı́ matice

Definice Determinant čtvercové matice n× n je čı́slo značené det A,
definované takto:
1. Je-li A = (a) čtvercová matice 1× 1, pak det A = a.
2. Je-li A = (aij) čtvercová matice n× n, pak vybereme libovolný i-tý
řádek matice A a čı́slo det A vypočteme takto:
det A = ai1 ·Ai1 + ai2 ·Ai2 + ...+ ain ·Ain,
kde Aijje tzv. doplněk prvku aij v matici A.

Jeho hodnota je Aij = (−1)i+j · A∗ij,
kde A∗ij je determinant matice, která vznikne z původnı́ matice A
vynechánı́m i-tého řádku a j-tého sloupce.

Poznámka. Mluvı́me o rozvoji determinantu podle (libovolného ) i-tého
řádku. Stejný výsledek dostaneme rozvojem podle libovolného sloupce.
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I.27 Vlastnosti detA

1. Při výměně dvou řádků je det nové matice roven (-detA)

2. Při násobenı́ řádku čı́slem α je det nové matice roven α · detA.

3. detA se nezměnı́, když k některému řádku přičteme násobek jiného
řádku.

4. detA = 0, jestliže A obsahuje nulový řádek nebo některý řádek je
násobkem jiného

Dalšı́ vlastnosti detA

det A =det AT , det (αA) = αn · detA,

det (A ·B) =det A· det B, kde A,B jsou téhož typu.
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Determinant 3× 3, výpočet

1. VŽDY lze Sarussovo pravidlo

2. VŽDY lze rozvoj dle řádku nebo sloupce

NĚKDY nejprve vytvořı́me nuly na vhodných mı́stech

Výpočet determinantu pro n > 3

Nelze pravidlo Sarussova typu

Lze podle definice, tj. rozvojem

ČASTO nejprve vytvořı́me nuly na vhodných mı́stech
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Definice Čtvercovou matici n× n, která má hodnost n nazýváme re-
gulárnı́ maticı́.

Poznámka:
Co to znamená pro skupinu řádkových (sloupcových) vektorů v Rn ?

Definice Matici A−1 typu n× n nazýváme inverznı́ maticı́ k matici A
(téhož typu), jestliže A · A−1 = E.

Poznámka: Matice inverznı́ nemusı́ existovat !
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Věta I.31.
Necht’ A je čtvercová matice typu n× n.
Následujı́cı́ výroky jsou ekvivalentnı́:

1. A je regulárnı́ (tj. hodnost h(A) = n.)

2. det A 6= 0,

3. K matici A existuje inverznı́ matice A−1.

Věta I.32, I.33

Jsou-liA, B regulárnı́ matice, pakA−1 aA·B jsou též regulárnı́ a platı́:
a) (A ·B)−1 = B−1 · A−1, b) (A−1)−1 = A

c) A · A−1 = A−1 · A = E, d) det A−1 = 1/detA

Poznámka. Inverznı́ matice je určena jednoznačně (pokud existuje).
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Výpočet inverznı́ matice, dvě možnosti

I. Gaussův algoritmus
1. krok: Sestavı́me matici (A|E).
2. Pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav ji upravı́me na matici ve tvaru (E|B).
3. Pak platı́, že A−1 = B.

II. Výpočet pomocı́ determinantů podle vztahu

A−1 =
1

detA
(Aij)

T ,

(Aij)
T je transponovaná matice k matici, jejı́ž prvek

Aij je doplněk prvku aij z matice A, (i, j = 1, 2, ..., n).

Přı́klad
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Rovnice s maticemi

Přı́klad.
Z dané maticové rovnice vyjádřete matici X pomocı́ inverznı́ matice.

a) X · A = C, b) A ·X +B = C, c) A ·X ·B = C.

Výsledek: a) X = C · A−1, pokud matice A je regulárnı́.
b) X = A−1 (C −B), pokud matice A je regulárnı́.
c) X = A−1 · C ·B−1, pokud matice A, B jsou regulárnı́.

Přı́klad.∗ V předchozı́m přı́kladu předpokládejme, že matice A je typu n× n.
V úlohách a), b) určete typ matice C, resp. matic B a C, aby dané rovnice měly smysl.
Předpokládejme naopak, že matice A v úlohách a), b) nenı́ čtvercová. Mohou mı́t rovnice
a), b) s neznámou maticı́ X řešenı́ ? Pokud ano, jak ho lze nalézt ?

Výsledek: a) C je typu m× n, kde m ∈ N je libovolné.

b) B, C jsou typu n× p, kde p ∈ N je libovolné.
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