Tecna (nad)rovina, diferencial, derivace ve sméru

Motivace: Re$en{ tloh pfiblizn& (po&itag)  PY. 1. Rovnice f(z) = 0
Pt. 2. Diferencidlni rovnice 3’ = f(z,¥), y(xo) = yo
V obou pripadech staci nahradit graf funkce teCnou (opakované)

Diferencovatelna funkce, diferencial

Definice. Rikdme, Ze funkce f (n prom.) je diferencovatelnd v bod&
A = [ay, .., a,)], jestlize existuje linearni funkce L(X) takova, ze

L 0 — LX)

1111 e
X=a [ X — A
Funkce f je diferencovatelnd v mnoziné M, je-li diferencovatelnd v
kazdém bodé mnoziny M.

Poznamka. Funkce L ve tvaru: L(X) = f(A)+k (x1—a1)+...+k, (z,—a,)



Nutné podminky pro diferencovatelnost

Véta 4.11 a 4.12.
Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé A, pak

1. f je vbodé A spojitd,
2. f ma v bodé A parc. derivace podle vSech proménnych. Pro kazdé

of

A) = k;.
Bazz-( )
Diikaz (J. Neustupa):

1. Postupujeme podobné jako v analogické vété pro funkci jedné promeénné.

1 =1,2,...,n plati:

2. Vyjdeme z definice diferencovatelné funkce a upravime tak, aby limita
obsahovala vyraz pro parc. derivaci.

Pouziti véty: Jestlize funkce f neni spojitd v daném bod¢ A nebo parcidlni
derivace podle nékteré prom. v bodé A neexistuje, pak funkce f neni dife-
rencovatelnd v bodé A.



Tecnou rovinou ke grafu funkce v bodé T' = [A, f(A)] € Es,
kde A = [a4, as) nazyvame rovinu o rovnici

§—£<A><y ~a).

(Totalnim) diferencidlem funkce f(x,y) v bodé A nazyvame linearni funkci
proménnych x, y, kterou znacime df (A):

of of
df (A) = —(A)(z —a1) + —(A)(y — a2).
ox oy
OznacCime-li prirGstky de = * — a1, dy = y — ao, pak
o o
af (A) = 2L (a) aw + 2L () ay.
ox Oy

Pro X = A+ AX zokoli U(A) priblizné plati f(X) = f(A) +df(A).

2= F(A) + 2L (A) @ —an) +

Geometricky vyznam diferencialu df (A): pfirdstek na tecné roving, coz je
priblizné prirastek funkce (pfi prirastku AX).



V piipadé funkce obecné n proménnych mluvime zpravidla o tecné nadro-
viné. Jedna se o mnozinu v prostoru K, ;.

Poznamka. Uvedené dvé véty a nasledujici Véta 4.16: Zzadna z nich neplati
ve tvaru véty obricené.

Priklad 1.

Funkce z = f(x,y) = |sign(zy)| ma parcidlni derivace podle obou proménnych
v bodé P = |0, 0], a to rovné nule. Neni vSak spojitd v bodé P. Tato funkce
tedy neni v bodé P diferencovatelna. Rovina z = 0 sice prochdzi bodem P

1 Casti grafu (osy x,vy), ale "neprimyka se’ke grafu dané funkce v prsten-
covém okoli bodu P.



Postacujici podminka pro diferencovatelnost

Véta 4.16. Ma-li funkce f (n prom.) spojité parc. derivace podle
vSech prom. v bod€ A, pak je diferencovatelna v bodé A.

Ma-li f spojité parc. derivace podle vSech proménnych v mnoZiné M,
ktera je oteviend, pak je f diferencovatelnd v M.

Priklad 2. Uvazujme funkci z = f(z,y) definovanou predpisem

2= f(2.:9) = (@ +9) sin s profe.y] £ (0,01 £(0,0) =0,
Tato funkce ma parcidlni derivace podle obou proménnych ve vSech bo-
dech D(f) = E,. V bodé P = |0, 0] jsou obé rovné nule (ovéite si podle
definice). Dana funkce je diferencovatelna v bodé P.

V tomto bodé€ vSak nejsou tyto parc. derivace spojit€. Ovérit to Ize napft. na
posloupnosti bodi X,, = [1/v27 n, 0], ktera konverguje k bodu P, ale
posloupnost hodnot parcialnich derivaci podle z, tj. f.(X,,) diverguje.



Priklad 3

a) Urcete a nacrtnéte mnozinu D, ve které je diferencovatelna
funkce f(x,y) = In (6 — x? — y?) . Zduvodnéte.

b) NapisSte rovnici tecné roviny, kolmy vektor a parametrické vyjadreni
normaly ke grafu funkce f v bodé dotyku [1, —2,7].

¢) Napiste diferencial funkce f v bodé
A = [1, —2]. Urcete priblizné hodnotu funkce f v bodé [0.9; —2.1].

d) Napiste rovnice izokrivek této funkce pro £ = 0, £ = In 2. Izokrivky
nacrtnéte.



Derivace v daném sméru - vypocet

Véta 5.5. Je-li funkce f (n prom.) diferencovatelna v bodé A, pak
existuje derivace fce f v bodé¢ A ve sméru E74 #+ g

of (A) = gradf(A) - o
o I ||

Poznamka. ”VaZeny pramér” parc. derivaci, vahy jsou slozky vektoru .
Dilezité sméry v bodé A € D(f)

1. Vektor o/ = grad f(A), je-li nenulovy, udava smér maximalniho ristu
funkce f v bodé A, derivace v tomto sméru je ||gradf(A)]||.

2. Vektor @ = —gradf(A), je-li nenulovy, uddva sm&r maximélniho
poklesu funkce f v bodé A, derivace v tomto sméru je —||grad f(A)||.

3. Libovolny nenulovy vektor gl grad f(A), udava smér, ve kterém je
derivace nulova (pohyb po izoktivce v [Eo, resp. po izoplose v [E3).



Priklad 4
Je dana funkce

f(xz,y) =Vx —y?>+2, bod A=[3,—1].

a) Mnozina D C E,, ve které je tato funkce diferencovatelna.

b) Gradient a diferencial funkce f v bodé A.

c¢) Derivace funkce f v bodé A ve sméru ¢ = (2, —2).
Je to smér nejrychlejsiho poklesu fce f v bodé A ?

d) Smér s, ve kterém je derivace funkce f v bodé A nulova. Ovérte
vypoctem nebo dokazte obecné.

e) (Jednotkovy) smér v, ve kterém funkce f v bodé A nejrychleji
roste. Derivace funkce f v bodé A v tomto sméru.



Parcialni derivace vysSich radu

Véta 4.16. Ma-li funkce f (n prom.) na mn. M spojité vSechny parc.
derivace az do fadu k, pak tyto parcidlni derivace nezavisi na poradi
proménnych pti derivovani, ale pouze na tom, kolikrat derivujeme
podle jednotlivych prom.

Priklad 4. a) UrCete a naCrtnéte mnozinu D), ve které je diferencovatelna
funkce f(x,y) = y In (xy) . Zdivodnéte.

b) Ovérte rovnost smiSenych PD 2. tadu v D.

c) Dokazte, Ze dana funkce vyhovuje pro vSechna [x,y| € D
diferencialni rovnici

o’ f o’ f 0
cl) ©——+ =0, () x*——4+y?>— =
1) Ox? Y Oy Ox (c2) Ox? J Oy?

d) UrCete a naCrtnéte izokfivku pro k = 0 [Vysl. y = 1/« |




Priklad 2*.
Zduvodnéte, zda se rovnaji funkce f(z,y) = In(zy), g(z,y) =Inz +Iny.

Priklad 3*. Pro niZe zadané funkce urCete a nacCrtnéte defini¢ni obor.
Urcete jeho vlastnosti (mnoZina oteviend, uzaviend, (ne)omezena,...).
Urcete a naCrtnéte izokiivky pro dané hodnoty k:

a) f(z,y) = In(zy?), k—O,kzl,k:2,k::—1.
b) flx,y) =2y — \/, k=0.
c) f(x,y) = arccos(x —y), k=0k=n/2k=r.



