
Diferenciálnı́ počet - průběh funkce

Monotónie a extrémy funkce

Věta o střednı́ hodnotě (Lagrange)
Necht’ je funkce f spojitá v intervalu 〈a, b〉 a má derivaci v (a, b).

Pak existuje bod ξ ∈ (a, b) tak, že

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

Geometricky
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Věta 6.16 (l’Hospitalovo pravidlo)
Necht’ existujı́ lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
g(x) = 0

nebo jsou obě nevlastnı́.

Potom lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
, pokud limita vpravo existuje.

Přı́klady.

Přı́klad. limita typu 0 · ∞

Přı́klad. limita typu∞−∞
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Řı́káme, že funkce f má v bodě x0 lokálnı́ maximum (resp. lokálnı́ mi-
nimum), jestliže existuje prstencové okolı́ P (x0) takové, že pro všechna
x ∈ P (x0) platı́, že f(x) ≤ f(x0) (resp. f (x) ≥ f (x0)).

Platı́-li nerovnosti ostré, pak mluvı́me o ostrém lokálnı́m maximu, resp.
minimu.

Řı́káme, že funkce f nabývá v bodě x0 ∈M ⊂ D(f ) svého maxima na
množině M (resp. svého minima na M ), jestliže pro všechna x ∈ M
platı́, že f(x) ≤ f(x0) (resp. f (x) ≥ f (x0)).
V těchto přı́padech mluvı́me o absolutnı́m (též globálnı́m) maximu,
resp. minimu.
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Věta 6.4 (postač. podm. pro monotónii funkce)

Necht’ f je spojitá funkce v intervalu I . Pak platı́

a) Je-li f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ Io, pak je f rostoucı́ na I .

b) Je-li f ′(x) < 0 ... ..., pak je f klesajı́cı́ na I .

c) Je-li f ′(x) ≥ 0 ... ..., pak je f neklesajı́cı́ na I .

d) Je-li f ′(x) ≤ 0 ... ..., pak je f nerostoucı́ na I .

e) Je-li f ′(x) = 0 ... ..., pak je f konstantnı́ na I .
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Věta (postač. podm. pro lokálnı́ extrém pomocı́ monotónie)

Necht’ je funkce f je spojitá v bodě x0.
Je-li f rostoucı́ v levém okolı́ P−(x0) a klesajı́cı́ v P+(x0),
pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.

Analogicky pro lokálnı́ minimum.

Poznámka: Monotónii vyšetřı́me pomocı́ derivace.

Přı́klad. Fce nenı́ spojitá v bodě x0.
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Věta 7.3 (nutná podm. pro lokálnı́ extrém)

Má-li funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém, pak je f ′(x0) = 0 nebo
f ′(x0) neexistuje.

Nenı́ to však podmı́nka postačujı́cı́ !!!
Přı́klady

Věta 7.9 (postač. podm. pro lokálnı́ extrém pomocı́ 2. derivace))

Je-li f ′(x0) = 0 a f ′′(x0) > 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré
lokálnı́ minimum.

Analogicky pro lokálnı́ maximum.
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Věta 4.29 (o existenci absolutnı́ch extrémů)

Spojitá funkce v uzavřeném omezeném intervalu nabývá v něm svého
maxima i minima (tj. své největšı́ i nejmenšı́ hodnoty).

Dodatek.
Absolutnı́ch extrémů může funkce f nabývat pouze

1) ve vnitřnı́ch bodech, ve kterých je splněna NP pro lokálnı́ extrém, tj.
derivace f ′(x0) = 0 nebo neexistuje

2) v krajnı́ch bodech intervalu.
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Postup při hledánı́ absolutnı́ch extrémů

1. Zdůvodnı́me existenci abs. extrémů (Věta 4.29 ).

2. Najdeme všechny ”podezřelé”body

3. Vypočı́táme hodnoty dané funkce v těchto bodech. Z nich určı́me maxi-
mum, resp. minimum funkce f v daném intervalu.

Otázka: Co když interval nenı́ uzavřený nebo nenı́ omezený ?

Přı́klad: Zdůvodněte existenci a určete absolutnı́ extrémy funkce

f(x) = x+ 3 · 3
√
x2

a) v intervalu I = 〈−1,8〉

b) v intervalu J = 〈−27,−1〉
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Věta 6.11
postačujı́cı́ podm. pro konvexnost, konkávnost

Necht’ f je spojitá funkce v intervalu I . Pak platı́

a) Je-li f ′′(x) > 0 pro všechna x ∈ Io, pak je f ryze konvexnı́ na I .

b) Je-li f ′′(x) < 0 ... ..., pak je f ryze konkávnı́ na I .

e) Je-li f ′′(x) = 0 ... ..., pak je f lineárnı́ na I .
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Věta
(postačujı́cı́ podm. pro inflexi pomocı́ 2. derivace)
Necht’ funkce f má 1. derivaci v bodě x0. Má-li 2. derivace f ′′ opačná
znaménka v P−(x0), P+(x0), pak je x0 inflexnı́m bodem funkce f .

Přı́klad:
Určete intervaly, na kterých je funkce

f(x) = x+ 3 · 3
√
x2

konvexnı́, resp. konkávnı́.

Rozhodněte o inflexnı́ch bodech.

Vyšetřete derivaci v bodě x = 0.
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Věta 7.15
( nutná podm. pro inflexi)
Je-li x0 inflexnı́m bodem funkce f ,
pak je f ′′(x0) = 0 nebo f ′′(x0) neexistuje.

Nenı́ to však podmı́nka postačujı́cı́ !!!

Věta 7.17 (postačujı́cı́ podm. pro inflexnı́ bod pomocı́ 3. derivace)
Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0, pak je x0 inflexnı́m bodem funkce f .
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Přı́klad: Určete inflexnı́ body funkce
f(x) = 3x4− 8x3 + 6x2 + 12.

Výsledek:
Inflexnı́ body jsou x = 1/3, x = 1.
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Věta 7.17
(Zobecněná PP pro lokálnı́ extrém
a inflexi pomocı́ derivacı́)

Necht’ f ′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0

a f (n)(x0) 6= 0.

Je-li n liché, pak je x0 inflexnı́m bodem funkce f .

Je-li n sudé a f (n)(x0) > 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́
minimum.
Je-li n sudé a f (n)(x0) < 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́
maximum.
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Asymptoty
Řı́káme, že přı́mka x = x0 je svislou asymptotou grafu funkce f v bodě x0,
jestliže aspoň jedna z jednostranných limit funkce f v bodě x0 je nevlastnı́.

Přı́mka y = kx + q se nazývá šikmou asymptotou grafu funkce f pro
x→ +∞, jestliže

lim
x→+∞

[f(x)− (kx+ q)] = 0.

Podobně definujeme šikmou asymptotu grafu funkce f pro x→ −∞.

Věta 8.2 Přı́mka y = kx + q je šikmou asymptotou grafu funkce f
pro x→ +∞ právě tehdy, když

lim
x→+∞

f(x)

x
= k ∈ R, lim

x→+∞
[f(x)− kx] = q ∈ R.
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Předpoklad: Funkce f má derivace až do řádu n v bodě x0.

Polynom
Tn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)+

+
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + ...+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

nazýváme Taylorovým polynomem n-tého stupně funkce f o středu
v bodě x0.

Pak platı́: T (k)
n (x0) = f (k)(x0), k = 0,1, ..., n.

Chybu (nepřesnost), které se dopustı́me při nahrazenı́ ( při aproximaci)

hodnoty f(x) hodnotou Tn(x) označmeRn+1(x), tj.

Rn+1(x) = f(x)− Tn(x)
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Věta Taylorova Necht’ funkce f má spojité derivace až do řádun+1

v okolı́ U(x0) bodu x0.

Pak pro každé x ∈ U(x0) existuje mezi body x0 a x bod ξ tak, že

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

Uvedený vztah se nazývá Lagrangeův tvar zbytku (po n-té mocnině)

Přesnou polohu bodu ξ zpravidla neznáme, proto se spokojı́me s odhadem
shora:

|Rn+1(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|x− x0|n+1,

kdeMn+1 je maximum funkce |f (n+1)| na intervalu 〈x0, x〉, resp. 〈x,x0〉.

16 / 18



Přı́klad. a) Pro f(x) = sinx napište T3(x) o středu x0 = 0.

b) Určete sin (3/4) přibližně pomocı́ T3(x).

c) Lagrangeův tvar zbytku a odhad chyby při aproximaci z b).
d) Odhad chyby při aproximaci polynomem T7(x).

Přı́klad. a) Pro f(x) = x+1+
√
2x− 1 napište T2(x) o středu x0 = 1.

b) Určete f(5/4) přibližně pomocı́ T2(x).

c) Lagrangeův tvar zbytku a odhad chyby při aproximaci z b).
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Přı́klad. a) Napište T4(x), x0 = 0 pro f(x) = cosx.

b) Vypočı́tejte přibližně cos 0,4 pomocı́ T4(x).

c) Odhadněte chybu při této aproximaci.

Oskulačnı́ kružnice.

v bodě [x0, y0] dotyk řádu 2 s grafem dané funkce

1/r je křivost funkce f v bodě [x0, y0]
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