Monotonie a extrémy funkce

Véta o stredni hodnoté (Lagrange)
Nechf je funkce f spojitd v intervalu {(a, b) a ma derivaci v (a, b).
Pak existuje bod £ € (a, b) tak, Ze

f(b) — f(a)
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Véta 6.16 (I’Hospitalovo pravidlo)
Necht existuji lim f(x) = lim g(x) =0
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nebo jsou obé nevlastni.

flxz) .. f(z)
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, pokud limita vpravo existuje.

Piiklady.

Priklad. limita typu O - co

Priklad. limita typu co — oo



Rikame, ze funkce f ma v bodé z( lokdlni maximum (resp. lok4lni mi-
nimum), jestlize existuje prstencové okoli P(x) takové, Ze pro vSechna

xr € P(x) plati, ze f(x) < f(xo) (resp. f(z) > f(x0)).
Plati-1i nerovnosti ostré, pak mluvime o ostrém lokdlnim maximu, resp.
minimu.

Rikame, Ze funkce f nabyva v bodé xy € M C D(f) svého maxima na
mnoziné M (resp. sv€ého minima na M), jestlize pro vSechna z € M
plati, ze f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(xo)).

V téchto pripadech mluvime o absolutnim (t€z globalnim) maximu,
resp. minimu.




Véta 6.4 (postac. podm. pro monotonii funkce)

Necht f je spojita funkce v intervalu I. Pak plati
a) Je-li f’(x) > 0 pro vSechna « € I°, pak je f rostouci na I.

b) Je-li f'(x) <O ... ..., pak je f klesajici na I.
c)Je-li f'(x) >0 ... ..., pak je f neklesajici na I.
d) Je-li f'(x) <O... ..., pak je f nerostouci na I.

e)Je-li f'(x) =0... ..., pak je f konstantni na I.




Véta (postac. podm. pro lokdlni extrém pomoci monotonie)

Necht je funkce f je spojitd v bodé xg.

Je-li f rostouci v levém okoli P_(x¢) a klesajici v Py (xg),
pak ma funkce f v bodé x¢ ostré lokdlni maximum.
Analogicky pro lokalni minimum.

Poznamka: Monotonii vySetifime pomoci derivace.

Priklad. Fce neni spojita v bod¢ xy.



Véta 7.3 (nutna podm. pro lokalni extrém)

Ma-li funkce f v bodé x¢ lokdlni extrém, pak je f’(xo) = 0 nebo
f’ (o) neexistuje.

Neni to vSak podminka postacujici !!!
Priklady

Véta 7.9 (postac. podm. pro lokalni extrém pomoci 2. derivace))

Je-li f'(xg) = 0 a f”(xg) > 0, pak ma funkce f v bodé xg ostré
lokalni minimum.

Analogicky pro lokdlni maximum.




Véta 4.29 (o existenci absolutnich extrému)

Spojita funkce v uzavieném omezeném intervalu nabyva v ném svého
maxima 1 minima (tj. své nejvétsi 1 neymensi hodnoty).

Dodatek.
Absolutnich extrému miiZe funkce f nabyvat pouze

1) ve vnitinich bodech, ve kterych je splnéna NP pro lokalni extrém, tj.
derivace f’(x¢) = 0 nebo neexistuje

2) v krajnich bodech intervalu.




Postup pfi hledani absolutnich extrému
1. Zduvodnime existenci abs. extrému (Véta 4.29 ).
2. Najdeme vSechny “’podezielé”’body

3. Vypocitame hodnoty dané funkce v téchto bodech. Z nich ur¢ime maxi-
mum, resp. minimum funkce f v daném intervalu.

Otazka: Co kdyz interval neni uzavieny nebo neni omezeny ?

Priklad: Zdtvodnéte existenci a urcete absolutni extrémy funkce

f(z) =z +3- Va2
a) v intervalu I = (—1, 8)

b) v intervalu J = (—27, —1)



Véta 6.11
postacujici podm. pro konvexnost, konkdavnost

Necht f je spojitd funkce v intervalu I. Pak plati

a) Je-li f”’(x) > 0 pro vSechna x € I°, pak je f ryze konvexni na 1.
b) Je-li f”’(x) <O ... ..., pak je f ryze konkavnina I.
e)Je-li f’(x) =0... ..., pak je f linedrni na I.




Véta
(postacujici podm. pro inflexi pomoci konkavnosti)

Necht funkce f ma 1. derivaci v bod& xg. Ma-li 2. derivace f” opacnd
znaménka v P_(x¢), Py (), pak je xo inflexnim bodem funkce f.

Priklad:
Urcete intervaly, na kterych je funkce

flx)=x+3- Va2
konvexni, resp. konkavni.

Rozhodnéte o inflexnich bodech.

Vysetiete derivaci v bodé & = 0.



Véta 7.15

( nutnd podm. pro inflexi)

Je-li & inflexnim bodem funkce f,

pak je f”(xg) = 0 nebo f”(xg) neexistuje.

Neni to vSak podminka postacujici !!!

Véta 7.17 (postacujici podm. pro inflexni bod pomoci 3. derivace)
Je-li f"(xo) = 0a f""'(x¢) # 0, pak je xq inflexnim bodem funkce f.



Priklad: UrcCete inflexni body funkce
f(xz) = 3z* — 8z° + 6% 4 12.

Vysledek:
Inflexni body jsou x = 1/3, * = 1.



Véta 7.17
(Zobecnéna PP pro lokalni extrém
a inflexi pomoci derivaci)

Necht f’(w()) = e = f(n_l) (wo) =0
a (™) (x0) # 0.

Je-li n liché, pak je x inflexnim bodem funkce f.

Je-li n sudé a f(™)(x9) > 0, pak mé funkce f v bodé xy ostré lokdlni
minimum.
Je-li n sudé a f(™)(xy) < 0, pak mé funkce f v bodé xy ostré lokdlni
maximum.



Tayloruv polynom n-tého stupné funkce f o stiedu v bodé€ xq:
Tn(x) = f(x0) + f'(w0) (® — @o)+

f”(w(])

T (x —xo)? + ... +

_|_

(x — xo)".

f(")(a:o)
n!

Predpoklad: Funkce f mé derivace az do fadu n v bodé z.

Lagrangetv tvar zbytku R,, 1 (x) vyjadfuje chybu (nepfesnost),
které se dopustime pii nahrazeni ( pfi aproximaci)

hodnoty f(a) hodnotou T}, (x):

Ryi1(x) = f(x) — To(x)



Véta Taylorova Nechf funkce f ma spojité derivace az do fadu n+1
v okoli U (xg) bodu x.

Pak pro kazdé « € U (x) existuje mezi body x¢ a « bod £ tak, ze

£ (E)
(n + 1)!

Ry p1(x) = (x — xo)"

Odhad této chyby shora:

M,, .
[Bia(@)] < =0 (@ — @)™

kde M,, 1 je maximum funkce | f 1| naintervalu (xg, ), resp. (z, xo).



Ptiklad. a) Pro f(x) = sin x napiste T3(x) o stiedu zy = 0.
b) Urcete sin (3/4) priblizné pomoci T3(x).

c¢) Lagrangetiv tvar zbytku a odhad chyby pfi aproximaci z a).
d) Odhad chyby pfi aproximaci polynomem 7% (x).

Ptiklad. a) Pro f(x) = 4+ 14 +/2x — 1 napiste Tz(x) o stfedu x; = 0.
b) Urcete f(3/2) priblizné pomoci T (x).

c¢) Lagrangetiv tvar zbytku a odhad chyby pfi aproximaci z a).



Priklad. a) Napiste Ty(x), o = 0 pro f(x) = cos .
b) Vypoditejte priblizné€ cos 0, 4 pomoci Ty(x).

b) Odhadnéte chybu pfi té€to aporoximaci.

Oskula¢ni kruznice.

v bodé [xg, yo] dotyk fadu 2 s grafem dané funkce

1/7 je kiivost funkce f v bodé€ [xg, Yo]



