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Vypocet druhé derivace implicitné zadané funkce jedné proménné (pracovni text)

Pripadné naméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrdzovi (e-mail: Frantisek. Mraz@fs.cvut.cz )

Nésledujici stru¢ny piehled popisuje tii moznosti vypoctu druhé derivace funkce jedné proménné
y = f(x), ktera je implicitné ur¢ena zadanou rovnici F'(z,y) = 0 v okoli daného bodu A = [z, yo] (pfi
splnéni postacujicich podminek pro existenci podle Véty 1.7.2. ze skripta [1]).

Upozornéni: Vypocet podle 1. nebo 2. moznosti vyzaduje znalost (a spravné pouziti) toho, ze
y = y(z) je funkce jedné proménné x. Vypocet podle 3. moznosti (podle vzorce) vyzaduje jenom parcidlni
derivace zadané funkce F(x,y). Pouziti u zkousky proto predpokldadd dokonalou znalost vzorce a bez-
chybny vypocet parcidlnich derivaci.

Postup ¢&. 1: Druhou derivaci y” = f”(x) pocitdme derivovdnim prvn{ derivace s vyuzitim vztahu pro
Fy(z,y)

1. derivaci ze zminéné Véty 1.7.2: y = fl(z) = ——="), kde y = f(x 1
@)=~ F ) (x) 1)

d d (Fy(z,
Pak pro druhou derivaci plati: y'=f"(x) = P (f'(z)) = 1 (M) (2)

kde y = f(x).

Pii vypoctu je nutno dévat pozor mimo jiné na to, ze proménnou x v zapise y(z) z duvodu piehlednosti
zpravidla nezapisujeme. V nésledujicich dvou ptikladech derivovani je zadani i vysledek zapsan praveé
v tomto struéném tvaru, mezivysledky v podrobném tvaru s y(x).

d d .
Pi. — (e¥) = — (e¥@) = ¥(®) . ¢/ (2) = e¥ - 4/, nebot se jednd o derivaci slozené funkce.

d d 1 1
Pr. . (WVzy) = o (Vz y(z)) = RN y(z)+Vz y(z) = SR y++vz Yy, zde se jedna o derivaci

soucinu.

Vypocet je ukazan v fesenych piikladech 166 a 168 ve Sbirce [2].

Postup ¢&. 2: Nahlizime na y opét jako na funkci proménné z. Je tedy F(z,y(z)) = 0 pro vSechna x
z néjakého okoli U(x).

d
Derivace podle x je proto téz nulova v U(zo): W F(xz,y(x)) =0 (3)

Pokud potfebujeme, pak z této rovnice muzeme vyjadrit y' = f'(z), ¢imz ziskdme vztah (1). Po
dosazeni © = x9, y = yo pak lze vypocitat f'(xg). Jestli nds zajimé pouze hodnota f’(zp), muzeme
dosadit piimo do (3), aniz bychom obecné vyjadrili y'.

Druhou derivaci ¢y’ = f”(z) vypocitdme po derivovani rovnice (3), pficemz gy’ je funkce proménné .
Piiklad je vypocten nize spolu s poznamkou o je§té jiné moznosti, totiz kombinaci obou postupu:
nejprve vypocet 1. derivace podle vzorce z Postupu ¢. 1 a pak vypocet 2. derivace podle Postupu ¢&. 2.

Postup ¢&. 3: Piedpokladejme opét splnéni postacujicich podminek ( predpokladu) Veéty 1.7.2, tj. téz
spojitost parcidlnich derivaci 2. fddu dané funkce F. Ve skriptu [1] v odst. 1.7.3 je odvozen vzorec pro
primy vypocet druhé derivace

2 _ 2
y":f"(x):_Fm(Fy) 2F9(6%55§;Fy+Fyy(Fm) (4)

Vsechny derivace funkce F' jsou v bodé [z, f(z)]. Dosadime-li x = xg, y = o, vypocitdme hodnotu 2.
derivace f”(x0).
Lze dokézat ( a muzete si sami ovérit), ze vzorec lze zapsat pomoci determinantu:

) 0 F, F
y// _ f”($) — (F )3 . Fx Fmg ny (5)
Y Fy Fym Fyy



Piiklad vypoctu podle Postupu ¢.2.
Déna rovnice F(z,y) = 2° + 222y + y* — 1 = 0 a bod A = [z0,y0] = [2, —1]. Urcete hodnoty 1. a 2.
derivace v bodé xy = 2 funkce y = f(x), kterd je implicitné urc¢ena rovnici F(x,y) = 0.

Je to piiklad 183 ze Sbirky [2], kde jsou uvedeny diléi vysledky.

Reseni. Ovéite si splnéni postacujicich podminek, tj. predpokladi Véty 7.2 pro existenci a jednoznaénost
funkce y = f(x) se spojitymi derivacemi. Pii jejich vypoc¢tu mame na paméti, ze y je funkce proménné
z. Je tedy vyraz 2%y = 2%y(z) soucinem funkei jedné proménné x. Podobné y* = y*(x) je slozend funkce
proménné x, vnéjsi funkce je 4. mocnina.

V rovnici Fz,y) =23 +22%y+y* —1=0

derivujeme F' jako funkei jedné proménné x. Z duvodu piehlednosti piSeme y misto y(x), podobné struéné
y' misto y'(z).
302 +day + 222y + 42y =0 (6)

Dosadime z = 2,y = —1 a vypocitame y'(2) = —1.

Pfed vypoctem 2. derivace je vyhodné v rovnici (6) vytknout y'.

322 + 4oy + (222 +4y3)y' =0 (6a)
Nezapomeneme, ze y' je funkce proménné x a rovnici (6a) derivujeme
6z + 4y +4xy' + (4o + 1292 y) v + (222 + 49%) y" = 0 (7)
Dosadime z = 2,y = —1,3' = —1 (hodnotu ¥’ jsme ziskali z rovnice (6)) a vypocitame, ze y”(2) = —1.
Poznambka.
, 322 + 4y

V piipadé potieby mizeme z rovnice (6a) ziskat derivaci f'(z): o' = f/'(x) = (8)

22 4 4g3
Podobné lze z rovnice (7) vyjadiit druhou derivaci f”(x).

Trochu rychlejsi vypocet nabizi kombinace obou postupu. Podle vzorce (1), v nasem piikladu to je

vztah (8), méame vyjddieni pro y'. Muzeme z ného vypocitat derivaci f/(2) = —1, pokud je pozadovana.
Vynéasobime-li rovnici (8) vyrazem ve jmenovateli (coz je Fy), ziskdme vztah (6a) ve tvaru rovnice
(227 +4y°) Y = —(32® + 4ay) 9)

Odtud pokrac¢ujeme vyse uvedenym derivovanim a ziskdme rovnici pro druhou derivaci y” = f”(z) ve
tvaru
(4z + 1257 )y + (227 + 49°) y" = — (62 + 4y + 4z y/) (10)

Tim méme i rovnici, ze které po dosazeni x = 2,y = —1,y' = —1 vypocitdme hodnotu f”(2) = —1.

Poznambka.
Ze znalosti hodnoty derivace f'(zg) a hodnoty 2. derivace f”(zg) lze uz rychle fesit dalsi diléi ulohy:
a) NapiSte rovnici tecny a rovnici normély ke grafu funkce f v bodé dotyku [xg, yo].

Pomoci rovnice te¢ny vypocitejte priblizné funkéni hodnotu f(z), kde & lezi ”blizko” bodu zg.
Popiste chovani funkce f v okoli bodu xg, tj. rostouci, resp. klesajici a jak rychle (sklon tecny).

b) Je funkce f ryze konvexni, resp. konkdvni v okoli bodu zg ?
Nacrtnéte tecnu a tvar grafu funkce f v okoli bodu [z, yo].

Napiste Tayloruv polynom 2. stupné funkce f se stiedem v bodé xg. Uzitim tohoto polynomu vypocitejte
priblizné hodnotu funkce f v bodé z.

M4 funkce f lokélni extrém v bodé zy? Pokud ano, jaky ?
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