E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2016)

III. Dvojny a trojny integral

IT1.1. Existence

Véta (postacujici podminky pro existenci). Necht D je méritelnd (v Jordanové
smyslu) mnozina v By (resp. E3) a funkce f je omezend na D. Necht mnoZina bodi
nespojitosti funkce f v D md miru 0. Potom f je integrovatelnd v D, tj. integrdl

//Df(x,y)d:cdy (resp. ///Df(:c,y,z)dxdydz) existuge.

POZNAMKA : Dalsi podrobnosti najdete ve skriptech J.Neustupa: Matematika II.

Priklad 237. Rozhodnéte, zda dany integral / / dx dy existuje, jestlize :

px?+y?
) D= {lay) € Easa® + (=1 < 7
b) D = {[z,y] € Ey: 2? +y* < 1};

c) D={[r,y] € Ey: 2+ (y — 1)* < 2}.

Reseni : Budeme vychézet z toho, ze dvojny a trojny integral (vlastni) je definovan pouze
pro funkee omezené na omezené mnoziné D a dale budeme pouzivat vétu o existenci.

Y
Mnozina D je méfitelnd v Eq, nebot D je omezend,
L L . ) . 1
a jeji hranice ma v E; miru 0 a f(z,y) = ———
J€] 2 f( y) 72 4 yg
je spojita a omezenda na D. Integral existuje.
0 x

Mnozina D je méfitelnd, ale f(z,y) neni omezend

y
D, protoze [0,0] € D a | !
v 1), protoze |0, a m —— =
\ P wy=00] 2% + 32

Integral neexistuje.

A2

f(z,y) opét nenf omezend na D ([0,0] € D),
il integral neexistuje.
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Priklad 238. Je ddna mnozina D = {[z,y] € Ey : 2* + y? < 4}. VySetiete, zda
existuji dvojné integraly :

// sin(z? +y drd // xdx dy // _dxdy
€x Y

CaZy? 4 22 + 2 24241

d dx dy, e ———dx dy.

)//Dlﬂ:y ’ )//D(:L°+y)2 /

Resend : Mnozina D je omezend a pi5(0D) = 0, tedy D je méfitelnd mnozina.

(2 2
a) existuje, nebot f je spojita v Ey \ {[0,0]} a lim w

—1<
[yl =00 22 + 32 °

= funkce je omezena,

b) neexistuje, nebot vzhledem k mnozingé M = {[z,y] € D; y =0,z > 0} je
T

lim ———— = lim —=o00 = funkce je neomezena,
[z,y]=[0,0] % + Y =04 2

c) existuje, nebot funkce f(z,y) = je spojita v D C [E,,

$2_‘_y2_|_1

d) neexistuje, protoze vzhledem k mnoziné

y
P
Mz{[:v,y]élD;y=—-’B}Je \

1+:6y‘_oo’ Q

e) neexistuje, protoze vzhledem k mnoziné M = {[z,y] € D; y = 2z — 3} je
1

lim ———
[zy]—[1,-1] (T + y)?

X

111
[zvy]%[fl’l}

y=-—1/z

Priklad 239. Vysetiete, zda existuji trojné integraly :

dxdydz
= Es:0< <2 —-1<y< —2<2z<2
/// 1+$+Z W {[«T,y,Z]E 3 O_l‘_, _y_O, <z < },

b) /// (x +yz)dxdydz, W:{[I,y,z]€E3:x2§y§2,ZZS},
w

1 . 2 2 2
C)///WIEQ—i-yQ-I—z?—gdxdde’ W= {z,y,2] €Bg:1<a?+19>+22 <4}

Resent :

a) neexistuje, protoze funkce nenf omezend na W, {1+z+z = 0}NW # (),

(1+z+2)3
b) neexistuje, protoze mnozina W neni omezend v Eg,
c) existuje; W je méfitelnd mnozina v Eg; 22 +y%+2%—9 # 0 ve W, tedy integrovana

1 1 1
funkce je spojita na W; 3 < PN < R pro kazdy bod [z,y, z] € W,

tedy funkce je omezena na W. ]
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IT1.2. Fubiniova (Fubiniho) véta pro dvojny integral

Mnozinu M = {[z,y] € Eg; a <z < b, ¢1(x) <y < ¢o(x)}, kde funkce ¢1(z), ¢pa(x) jsou
spojité na < a,b > a ¢1(x) < ¢po(x), nazgvdme elementdarnim oborem integrace vzhledem
k ose x.

Necht M je elementdrni obor integrace vzhledem k ose x. Necht funkce f(x,y) je spojitd

v M. Pak D o)
/Df(w,y)dxdy—/a </¢1<x> f(x,y)dy) dx.

POZNAMKA: Analogicky pro elementarni obor vzhledem k ose y

e Vypocitejte dvojné integraly na danych obdélnikovych mnozinach. Zduvodnéte existenci
integralu.

» dz dy
Pmklad240.]://Dm7 D=A{[z,y €Ey:3<2x<4 0<y<2}
Resend
Mnozina D je ohrani¢ena ktfivkami
r=3r=49y=0y=2.
Yy=2x Je to elementarni obor (vzhledem
y k obéma osdm). Dand funkce je na D
y=2 spojita, integral existuje.
1)
0 y=20
!
r=3 z=4 v

[t 2[5

=In2—Inl—-In4+1In3 =

I
O\m
/N
<

| |~
i

|
<

| |~
[OV)]
N~~~
Q.
H
—
=
G
ﬁ
E
<
(U%)
[—

2-3 3
=In— = ln — u
Priklad 241. [ = // _drdy ey €Byi0<a<2 0<y<1)
Tikla = ={lz : x
I‘ IR 2y n 3 Y 2 = = 4 SY >
Resent :
oy 4+ 3 — 0 Obdélnikova mnozina D je elementarni
T2y Fo= obor, funkce je na D spojita, integral
y existuje.
y=1
D
x
z=0 =2
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1 2 1 d d 1 -1 2d
_/0 ([)m x) y_/o[m—Qy—i-S}o v=

tro—1 1 | 1
.4(5—2y+3—%) ’ [:Qy—5 2y—3)y

1 1 1.9
= [51n|2y—5|—§1n|2y—3|}

1
=—Iln-. ]
o 2 5

POZNAMKA: Je-li funkce typu f(x,y) = g(x) - h(y) a mnozina D je obdélnik

b d
D=<a,b>x <c¢ d>, pak // f(x,y)d:vdy:/ g(:l:)dx-/ h(y) dy.
D a c

Priklad 242. [ = // y'sinfrdrdy, D={lz,y] €Ey:0<x< g, 1<y<2}
D
Resend : Dand funkce je spojitd na D, integral existuje a lze ho podle poznamky zapsat
jako sou¢in jednoduchych integralu.

7r/2 2 71'/2 1 _ 2 3 2
0 1 0 2 3 1

1[3;_81112:10]“/2 (8 1) 1 = 7 77

) 9 33

0

CE2
P'Fz’klad243.f—// iy_ei_gda:dy, D=A{[z,y €Ey:0<2<2 0<y<3}
DY

Resent : Na celém Ey je 2 +3 >0 (tedy i na dané mnoziné D), proto integral existuje.

P Sy a? =1t L 1 2 3
I = ; xet dx - i mdy:‘2mdm:dt‘:§ ; edti[ln]y +3|:|O:

1r a1 1 112 1 1
:—F}~(mm—m®:—@—n-qm—:—@—nm4:4&—9mz
211072 2 23 7] 2 .

e Mnozina D C E; je omezend zadanymi kiivkami. Nacrtnéte ji a vyjadiete jako
elementarni obor integrace.

Priklad 244. 20 —y =1, 2v —y =5, v =0, v =2

Resent :
' 0<r<2?2

Y y=2z-1 D:qoz-—5<y<or—1

/ y=2xr—95

1 Sipka oznacuje mozny smeér vnitini
-1 x integrace pii vypoctu dvojného integralu
na D pomoci Fubiniovy véty.

=9 Mnozina D je elementarnim oborem integrace

_5 vzhledem k ose z.
z=0 u

48



E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2016)

Priklad 245. y =0, v =2y, v =4

Resent :
Y
2 Y73 ot 0<z<4 2=
— xr =2y =Tz nebo 0<y
D x D :
0<y<s 2y <
y=0 2
0 0 r=4

D je elementarni oblast integrace vzhledem k ose x 1)1 ikose y 2) —

Priklad 246. y = 18 — 22, y = 22

Y
18
) 18—x2:x2:m2:9:>x172=:|:3
y=u
\ 9 / " D. 3<xr<3
: ; | P <y<18—2?
/'\ ’/\y:18—£132
-3 'o 3 7
/I\

Priklad 247. xy =4, y = x, y = 4z, (x > 0)

NS NN

Resent :
y y =4z
D = Dy U D, elementarni obor vzhledem

[1,4] y =z k ose y
D> - 2<y <
<y < SY >

- 2,2 e !
xy =4 b g<x<y 22 Yopc
D, 4 — = 4 —  —
[0, 0] ’
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e Zameénte poradi integrace :

1 11—z
Priklad 248. I = / (/ flx,y) dy) dz
o o

Reseni : y
3 {O§x§1 1 ) 0<y<l1
0<y<l—x — ) 0<z<1l—y
0 —
y=0
0 1 x
=0 y=1-uz
/[\
1 1-y
Iz/(/ f(x,y)dx)dy.
0o o
[ |
1 T
Priklad 249. T — / ( / flw,y)dy) du
0 a
Resent :
Y y=a’
r<y<zx <z<
1,1 STSVY
" . [1,1] N

I:/()l(/yﬂf(x,y)dx)dy. =

4 Viz
Piklad 250. T — / ( / f(z,) dy) dz
0 VAaxr—ax2

Reseni : Ze zadani plyne, ze mnozina D je elementarni obor vzhledem k ose x.

Mnozina D C E; je omezend kiivkami :

0<z<4 y = v4x — 22 , coz je rovnice "horni” poloviny
1){ - kruznice (z — 2)% +y? = 4,
\/ — 2 <y < . fy w
dr—risys v y = V4x , coz je rovnice "horni” vétve
T paraboly y? = 4z,
r=4, z=0.

2) Vzhledem k ose y rozdélime mnozinu D na tii ¢asti tak, aby tyto ¢asti byly
elementarnimi obory integrace.

— D:D1UD2UD3
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0<y<2
Dy 2
V) <o Vi
4
2<y<4
DQZ y2
4
0<y<?2
Tl 2+ VA-pr<r<4

:A%ﬁjﬂEZWwM@@HL%L;wwm@@wAXéi%%ﬂ%wm%w

Priklad 251. I = /;(/f flz,y) dx) dy + /46< 06—@/ f(z,y) dx) dy

Reseni : Mnozina D je sjednoceni mnozin D7 U Dy

D, - Osysd dovoluje vyjadrit celou
"Yo<z< y y = 2r mnozinu D bez predché-
2 zejictho délent ;
D, L ASY=s0 0<z<2
>"lo<2<6 y=6-x D: -
=T 2e <y<6—=x
B
2 6—x
I :/ < f(z,y) dy) dz. [
0 2x

e Pomoci Fubiniho véty pievedte dvojny integral / f(z,y)dxdy na dvojndsobné
D

integraly pro oba sméry integrace, jestlize mnozina D C E,; je omezena kiivkami :

Priklad 252. x =0, y =2, 2 +y =2 (z > 0)

Resent :

y —x
) y=o J[ saaziy= [ ([ st i) as =

""""""""""""""" [171]x+y:2 //fxydx dy+// fxydl‘

o1

Novy smér vnitini integrace
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Priklad 253. x = y*> — 4, x = —3y

2 _

Resent : Vyfesenim soustavy { v : Zi?)y 4 dostaneme priseciky paraboly z = 3% — 4
s pfimkou o rovnici x = —3y.
1 —3y
Vo a4 J[ swwardy= [ ([ swpr)dy-
r=yY D —4 NJy2—4
[_37 1] / -3 Var+4
. = / (/ f(z,y) dy) dz+
\}\ 4 —vz+4
r=-3 12, =3
Y +/ </ f(z,y) dy) dz.
-3 —Vz+4 -
12, 4]
e Nacrtnéte zadanou mnozinu D C Es a vypocitejte dané integraly :
72
Priklad 254. 1 = / —dxdy, D:xy=1 y=4dx, =3
DY
Resent :
y =4z
Yy 3 4z 2 3
174=
I:/ (/ I—Qdy)d:c:/ xz[——} dr =
r=1 12 \1/z Y 1/2 yli/z
3 3
1
:/ .CE2<——+.T> dx:/ (:EB—z) dr =
1/2 4 1/2 4
B [:c4 9(;2}3 1225
zy =1 4 8 1172 64 i
‘1 —
2 37

Priklad 255. I = // 2y doedy, D:z*+y*<a® x>0
D

Resent :

/
N
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Piiklad 256. 1—// Cixdy D:iy=2c—a2 y——
2+ 1
Reseni : y =2x —2® neboli y—1= —(z —1)? je rovnice paraboly s vrcholem [1,1].
Pruseciky paraboly s piimkou y = —x najdeme tak, ze zjistime jejich z-ové soutadnice :
— O — 22 —r=2r—2> = z(zr—3)=0
{ . po dosazeni — 1, =0, 2y =3

2

3 2x—x d 3 1
:/(/ %)dx:/ ——— 2z — 2+ z)dx =
o M, 12 +1 o 241

3424 31 30241 -3r—-1
= 27d33:— dx =
o xr+1 0 241

x
3
x 1 3
— [ (1-3 - )d :-[——1 2 41—
/0( popy e ) KL i R
33
y=-—x —arctg a:] =3 In10 4 arctg3 — 3
0 ]
Pr’z’klad257.]://(:v+y)d:vdy, D:y*—22<1,y>0, v€(-2,2)
D
Resent : y> — 2% =1 je rovnice hyperboly .
2 1+a? 2 Y2 VT
I—/ (/ (:c—l—y)dy)dx—/ [a;y—l——] dr =
-2 Mo 9 2 1o
2 .2 _ 1Y
y-—x* =1 2 1422 2
:/ (x\/1+:1c2—|— )d:v:/ V14 x?dx+
1 - ’ R y
=0 (liché funkce)
2 [? %12 14
2 o 7 e TR P
+2/0 (tz)de=lot+=] =3
suda funkce .

P'Fz'k:lad258.I://(1+a:)ydmdy, D:y>a2*—4 y< -3z, 2<0
D

Resent : Stanovime x-ové souradnice pruseciku paraboly s ptimkou :
{y:x2—4 22 +3r—4=0

y= -3z Po dosazeni v =12y = —4

y / / (1+z ydy)dx—%/i(1+x)[y2}:_z4dx:

y:
1
1/ T2 4
1
2

0
/ (1+2)(92° — (2° — 4)*) dzx =
/ —z° — 2 + 172 + 172* — 162 — 16) dr =
4 \ T 28 2 172t 1728 ) 0 1376
| — -5 -T+ =+ 5| =
6 5 .

4 3 —4 15
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Priklad 259. //(x—l—l)da:dy, D:y=2x,2y=ux,y=2
D

Resent
2 2y
Yoo y=2e % = //(:c+1)dwdy=/ ( (fc+1)d~’6) dy =
[1.2] 4,2 D 0 My
2 2 2 4 2 2
Y /O[QJF:C}y 0[2+y82}y
15 3
/0 [8*” +2y]dy =8

x ]

1
P'Fz'k:lad260.//—dacdy, D:izy>1l, y<zx,z<4, >0
DY

Res
1 4 T 1 4 -
y //—dxdy:/ (/ —dy)dx:/ [ln|y|] dx
Yy=2x DY 1 1/z Y 1 1/
zy =1 4 ] 4
r 9 :/1 <lnx—ln5> d$:2/1 Inxdx = (per partes)
u=Inz, v =1 4
= ,_1 B :2[:E1nx—x} =8In4 -6
| L U = v=2x 1
; - .
dxdy . . B . . 25
261. // CEE D:z=3 2x=4y=1y=2 [mﬂ]
262. // cos(x +y)dedy, D:x=0,y=m y=2x [-2]
D
263.//($2+y2)dxdy, D:y=0,y=1—2, y=1+=x [%]
D
264. //(:E+2y)dxdy, D:z=y>’—4, =5 [50,4]
D
265. // vydedy, D:y=x—4, y°> =2 [90]
D
1 o _ _ 2 _ 5
266.//Dy+1dxdy, D:z=0,y=2,y=4 y" =z [4+ln§]
267./ —dxdy, D=z y* =4z, y=2 P]
DY 4
268. //(a:y—i—y)d:cdy, D:z=12=2 2y=4,y=0 [4+8ln2}
D
269. Pieved'te dvojny integrdl obéma zpusoby na dvojnasobny (tj. obé poradi integrace)
a integral vypocitejte.
a) D={[z,y] €Ey; y>Inz, 2 >1, y <1}, f(z,y) = 1/z [1/2]
b) D = {[z,y] € Ey; 2* +y* <1, 2 >0, y <0}, f(z,y) = /1 -y [2/3]
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e Omezena mnozina D C K, je zadana nerovnicemi nebo hrani¢nimi kiivkami a je dana
funkce f(z,y)
a) Na¢rtnéte mnozinu D s popisem os, kiivek a dulezitych bodu.
b) Mnozinu D vyjddfete ve tvaru elementarniho oboru integrace vzhledem ke vhodné
zvolené ose.
¢) Oveéite splnéni predpokladu Fubiniho véty. Vypocitejte [ [, f(z,y) dz dy.

270. D ={[z,y] €Ey; 0<2<1,0<y < 20+ 1}, f(x,y)=12%

272. D C E, je ohranicena kiivkami: y = 2/2, y =3z, y =2 f(z,y) = 2/y

b)y € (0,2)
x € (y/3,2y)

402
c) 9

273. D={[z,y| €Ey; 2 >0, 2 +y < 2, 2 <y*} f(z,y) =1y

274. D = {[z,y] € Eo; y > 2%, y <122} f(2,y) = |z]
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276. D C E, je ohranicena kiivkami: y =z, y = 1/z, y =2 f(z,y) = 2y?

b) 1<y<2
/y<az<y

c)13/5

II1.3. Substitué¢ni metoda pro dvojny integral

Necht existuje vzdjemné jednoznacné requldrni zobrazeni oblasti B C Ey na oblast
D C E, definované rovnicemi x = ¢1(u,v), y = ¢o(u,v). Pak

o0 00
//Df(x,y)d:vdyz//Bf<¢1(U,U)>¢2(Uav)>|J’dUdU> kde J = % %
ou Ov

Priklad 277. Rozhodnéte, zda existuje integral / /
D

2 +y* <1,y >0, z>0}. Pokud ano, spocitejte jej.

arctg Y iz dy, kde D = {[z,y] € E, :
T

Resent : ) ) )
Mnozina D je méritelna v Eo.
Yy . Funkce f(z,y) = arctg Y neni definovéna na mnoziné
(2 1\: x
y=(z"-1) D* = {[z,y] € Ey : x = 0}. Mnozina bodu nespojitosti
D D funkce f v D, tj. Dy ={[z,y] €e D:2 =0,y €<0,1 >}
1

je mnozina miry nula v Es.
Déle plati, ze funkce f je omezend na mnoziné D \ Dy,

1 & proto dany integrél existuje.
Zde pouzijeme transformaci do polarnich soutradnic.
y T =TCosy 0<r<1 3 1
//arctg—dxdy: y=rsing | 0<p<Z :/ (/ go-rdr)dcpz
D x J=r 0 0

z 1 2.« 2.1 2
= [Cete [rar=[2]F 5] =T .
0 0 2 1o 210 16

e Vypocitejte integraly :

Priklad 278. // Va2 +yrdedy, D= {[z,y] € Ey: 2’ +y* —br <0}, b>0
D

Resent : Y

o6
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z=rcosp 22+ 9% <bx — 12 < brcose
//D /x2+y2dxdy: gb;,;:smgo ‘ ﬂ()fril;rcosgo%cosanO =
T2 =¥=3
w/2 bcos p /2 31 bcos 1 /2

:/ (/ r~rdr>dg0=/ =] d<,0=—/ b’ cos® p dp =

—n/2 3Jo —r/2 3 1o 3 —r/2

2, ™2 2 2 4
— 23 Sodp=20 = .1=—-0 m

3 /0 e A R T T

Priklad 279. // In(1+ 2%+ y*)drdy, D = {[z,y] € E*: 2* +y* < a®, v <0}
D

Resent :
T =7cosp WOSTS;W
ln(1+x2+y2)dxdy: y=rsing | =<p<=— =
D J=r 2 2

31/2 a 3m/2 a 12 —¢
/2 0 w 0 -
1

1+a2 1+CL2
—r=. _r _ _T 2 2y _ g2
= 2/1 Intdt 2[tlnt tL 2<(l—l—a)ln(1+a) a).
n

Priklad 280.* / / x> dx dy, kde D C E, je mnozina ohrani¢end kiivkami zy = 1, zy = 3,
D

$2

=, y =22
Y 27y z
Resent : | Yy =2a° 2y = a®
Ty =u
Pouzijeme transformaci { y _
E—U
D = D* kde
1
Ty =3 D* ={Ju,v] € Ey: 1 <u<3, §§v§2}.
ry =1
x
Nyni spocitame x a y pomoci u a v a déle Jakobian
u u . U u [u?
y=—, y=vr?, —=uvrP= 2=, xzi/j=>y:v3—2:v3u2v;
x x v v v
or 8y 1 _§ _§ 1 % _%
or oy e o S S
yo| o o |3 T DR O N U
oxr Oy 2 11 1 2 2 9 9 3v '
- =< —u 3v3 —u3y” 3
v  Ov 3 3

Uzitim véty o substituci dostaneme

2 3 1 1 2 1 3
//a:gdxdy:// u-Jdudv:/ </E-—du>dv:—/ —de-/udu:
D D= 121 U 3v 3 1/2 v 1
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Priklad 281.* // (2x —y)dxdy, D C Ey je omezend piimkami z +y =1, = +y = 4,
D

Y=, Yy =0T
Resent
y y =5 : o . .
r+y=4 Nejvhodnéjsi substituce bude nasledujici
y=ux rT+y=u
y , D = D" kde
r+y=1 5_”
D* ={[u,v] €Ey: 1 <u<4, 1<v<5}
x
v =— 1 —u
14w . | 1+v (14wv)? | _ u uv _ u )
Pot J = = = 0
T v w T ar e e arep? ¥
140 1+v (14wv)

// (2e—y dxdy_//* 1+v v> JdUdv_/15(/14<12—fv_1lfv)(1+v) d“) dv =
/udu/ o= L] /5 S [ (et ) -

3 5 1 3 1 3
= 21- [ — ] :21<_____ —>:0.
1+o  2(1+0)2h 6 2.3 2 2.4 -
Priklad 282. // V14422 +9y2dedy, D = {[x,y] € By : 42® + 9y* < 36, y > 0}
D
Resent :

Pouzijeme transformaci do zobecnénych
poldrnich soufadnic (eliptickych) :
T = 3rcos

. }, J=3-2-70<r<1,0<p< .
Yy = 2rsing

™ 1
// \/1+4x2—|—9y2dxdy:/ (/ \/1+4'9T2COSQQO+9'4’/’281n2(,0-67"d7">ngZ
D o o

1

T 1 1 1 -+ 3612 3/2
:/ dgp-/ v1+36r2-6rd7“:7r-—[%] :%(37\/§—1). u
0 0 0

12 3
283. // (x—2y+3)dxdy, D= {[z,y] €Ey :2”>+9y*<a’} [37a?]
D
o (y—1)°
284. vdrdy, D={z,y €k :(x—2)"+ 1 <1}
b (Pouzijte soutadnice x = 2 + rcosp,y = 1 + 2rsing.) [47]
285. // Va2 +y2drdy, D= {[r,y] €Ky :2°+9y* <27} [%]
D
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2

x,x >0} [(4—\/5)/6]

(G2 V)

1 2
286. //—xydedy, D = {[z,y] € Ey : —i—y—Sl,yZ
20 4

&5

e Vypoctéte integraly / / f(z,y)dxdy , je-li ddna mnozina D a funkce f(z,y)
D

287. D= {fra] € Bt &4 L <1 w20} flay) =y 5]
288. D ={[r,y] € Ey; 2 +9y*> <9, x >0}, f(x,y)=y? [%ﬂ}
289. D = {[z,y] € By; 22 +4y*> <4, y >0}, f(z,y) = x? + 4y? [2]
290. D = {[z,y] € Ey; 362> +y* <9, >0, y >0}, f(z,y) ==y [3%]
291. D ={[z,y] € Ey; 2? +y* <4z, y >0}, f(z,y) =2y [33_2}
292. D ={[z,y] €Ey; 2 +¢y* <4,y >0,y <z}, flow,y)=e""Y [r(1—e™*)/8]
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