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II1.6. Aplikace dvojnych integrala

e Urcete plosny obsah rovinného obrazce D C s ohrani¢eného danymi kiivkami :

Priklad 293. y =22, v +2y=3, y =0

Resent :

Priklad 294. zy =1, xy =4, y=x, vt =8

Resent :
2 T 8 %
y=uzx P://ldxdy:/(/ 1dy>dx+/ (/ 1dy>dx:
y D 1 1 2 1
y=73 201 Sr41 z? 2
! :/(x——>dx+/(———)dx:[——ln|x|}+
A1 1 T o \T T 2 1
21 "8 gl 2 mo— ko ans—m2) = 2 S
B +[n|x’]2_ ~h2—g 38 —In2) =g +ngms =
12 r = g +1n32.
[ |
Priklad 295. Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného osou x a jednim oblou-
kem cykloidy o parametrickych rovnicich z = a(t —sint), y = a(1 — cost).
Resend :
Y
y = () Jeden oblouk cykloidy opiSe bod kruznice, kterd se

/\ kotali po pifmce y =0, tj. ¢t € (0,27).

2ma
2ma p(x) 2ma
:/ (/ 1dy>dx:/ o(z)de =
0 0 0

0<zx<27ma
P://ldxdy:’ 0<y<p(a)
D
z=2z(t) =a(t —sint) = dx = a(l — cost)dt

substituce :
y=y(t) = a(l — cost)
z €(0,2ra) = t€{0,2m)

\

= fo% a(l —cost) - a(l — cost)dt =

m 2 21
—a2/ (1—cost)2dt—a2/ <1—2cost+cos2t)dt:a2[t—281nt] +
0 0 0

27 2 :
1+ cos2t sin 272~
—i—a2/ 7dt:a2-27r+a—[t+l } = 21a® + o*7 = 3wa’.
0

2 2 2 Jo
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Priklad 296. Urcete plosny obsah rovinného obrazce D omezeného asteroidou
2?3 4 y2/3 = a?3, Pouzijte transformace: x = r cos® , y = rsin® .

P:// ldxdy
D

2/3 2/3
(7’ cos® go) + (r sin® gp) =i =P =¥ =

Reseni : gy

cos® p  —3rcos? psing
sin® o 3rsin?@cos

, J =

‘ = 3rsin? p cos* p + 3rsin® pcos? p =

= 3rsin? ¢ cos® .

2T a 5 a
P:/ (/ 3rsin2gocos2gpdr> dg0:4/ sin2gocos2cpdgo-3/ rdr =
0 0 0 0

2 gin? 2¢ r?qa 21— cosdyp 3 3 sin 413
—4 de 3| | —/ — o Edp S = e - |7 -
/0 7 ; 2 ot TR T T

e Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného uzavienou ktivkou :

2
Priklad 297. (372 + y2> = a*(2* —y?) (Bernoulliova lemniskata)

Reseni
Y
\ / T =TCosy
=~ y— P= // ldzdy = | y=rsing
4(/,/f T ,,,,,,,,,,,} a D J=r

Po dosazeni do zadani dostdvame postupné : r* = a?r*(cos® p—sin? @), 7? = a* cos 2,

T T 37 57

0<r<ay/cos2¢p = cos2p >0, ¢e€ <_Z’Z> U <Z7Z>

x ay/cos 2p 1127 avcos 2% I )

P:4/ (/ rdr>d90:4/ [—} dg0:2/ a”cos2pdp =
0 0 o L2Jo 0

si112<p]lr 2

2 Jo .

= 2a2[

2
Priklad 298 * (:c2 + 9y2) — 2%y

.
T =rcosp r4:r2c082gp‘§sin<p
< T
Resent: P = [[ 1deay | v=jsne 0<r < Leost psing
J=<-r
3 cos’psing >0=>0<p <7
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s 1cos @sinp 1 1 T 029 Leos? osin
P=/</ —rdr)dwz—/[r—]s Ty =
0 0 3 3Jo L2110

1 ("1 1 2
:6/ §cos4gosin2g0dg0=—~2-/ COS4QO<1—COSZQO)dg0:
0 0

54
1 %( A 5 0) dip = (Waliows form 1(3-17r 5-3-1 7r> ™
— cos” ¢ — cos = i = — o )= S
T 7 4 ) = (Wallowa formule) = 521755 " 6.4.2 2) ~ 864
]
Priklad 299.% (2° +9°) = 3ary (Descartestiv list)
Resent :
Y T =TCoSQ 0<r<r(p)
P://ldl’dy: y=rsing | o1 <p <@ =
D J=r
P2 () 1 P2
:/ (/ rdr) dp = —/ () dp.
—a T ®1 0 2 ¥1
—a \ Nyni uréime r(¢) a dosadime do posledniho integralu.
24y =3ary = ricos®’ o+ r’sin®p = 3ar’cospsing, takie
3a cos sin s s
() cos3 @ + sin® ¢ =¥=5 (0) (2)
le/g(?)agcosgps.in;o >2d :9_(12 2 cos?psin?p i —
2Jo NcosTp sy 2 Jo <cos3 © + sin® 80)
( citatel a jmenovatel vydélime cos® ¢ )
9a? /% tg2p dp tgp=u 9a? /°° 3u? p
= . = = u =
2 Jo (tg3 ®+ 1>2 cos? ¢ cos? dip = du 2-3Jo (W+1)
1 22 [kl 2 ()
CL C—1>r-&r-loo/ u3 + 1 2 Cotoo Lud + 1 2 C—1>r—ir-loo C3+1 +
3 a?
= —. |
2

Priklad 300. Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami
2+ +r=0 22+’ +4r=0,y=2x, y=0.

Resent
Y
2y’ 0:( +1>2+2 !
T T = T+ = = -
Y B ) 1 _y 1
P4yt t+dr=0= (z+2)2+y*=4 v
T =7rcosp 32:2+32/2+:U:O:>r:—cosg0
o 4y " +4r=0=—r = —4cosyp
P—//ldxdy— z::smga —cosp <r < —4cosyp =
D

5
WSSDSZW
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5
ZT('

Sr —4 cos ¢ 1 —4cos 1 Sr
1 © 1
:/ (/ rdr) dp = —/ [7‘2] dp = —/ (16cos2go—cos2go> dp =
™ —cosp 2 T —cosp 2 -

5 5
15 [i™ 15 [i™1 2 15 in 2737
:7/ Coszgodgp:_/ dez_[wsm 90] _
15 /5

2 2 4 2 Iz
B ( +sing7r sin27r> 15 <7T+ 1> _15(m +2)
A\ T T ) T \a ) T e .
Priklad 301. Je dana parabolickd tse¢ s tétivou kolmou k ose. Délka tétivy je a,
vyska tsece h, a plosna hustota ¢ = 1. Urcete :
a) moment setrvacnosti isece vzhledem k tétive, b) tézisté dsece.
Resent :
Analytické vyjadien{ této paraboly bude y — h = pa?.
h —4h
! Pouzijeme-li bod [%, O}, pak —h = paz —=p=—7 =
‘ a

_ 2
y—h—gx.

0

N

a) Moment setrvacnosti k tétivé je nyni momentem setrvacnosti vzhledem k ose x.

2

5 hfj—gm
:/ </ y2dy>d1::
_a 0

1 [21 gh2a? 1 [ 4h ,\3 3or3 42%\3
o N R B (R e L (R
3/ 0 3/ a? 3

D: Ogygh—ﬁmQ

a a a a2
2 2 2
2h® [2 1222 48z%  64a® 2h3 4o A8z 64x71%
=— (1— + — )dx:—[x—— - } =
3 Jo a? at ab 3 a? bat 7ab lo
_ 2h3(a a 3a a) - h3a<3 1) _ 16h%a
- 3\2 2 10 14/ 3 \5 7/ 105 °
M,
b) T = [Ony}, Yyr = —
m

g h—2 42
Mx—//ydxdy:/ (/ ydy) dr = = = h2a,
D —2\Jo 5
2h%2a 3 3
_5 _ 2 — e
yT_%ha_5h’ T [075h]
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Priklad 302. Urcete t&zisté rovinné desky omezené kiivkami 22 + y? — 2z = 0,
2?2 +y? —4x = 0, je-li plosna hustota o = 10.
Resent :
P4y’ —2r=0= (x—1)>+¢y*=1
P4y —dr=0= (v -2 +y* =4

T = [a:T,O}, xrp=—, m=p9-P

Q

m=10.P = 1O<7r-22—7r-12 — 307,
kde P= je plocha dané desky

249> >2 = r>2cosp

m:rcpscp x2+y2§4g¢:> r <d4cosp
M, = rodrdy = 10xdrdy = | y=rsing ‘ 2cosp <r <4dcosy =
D D

J:r ™ ™
—— < < —
2=%=7

2 dcosp 3 31 4cos 10 3
:10/2</ r?cos pdr ) dp = 10 QCOSQO'|:T—i| ¢dgpz— 2560084<pdg0:
o .z 2cos @ 3 _T
) 2cos 5 3
20 2 1120 3-1 =«
= — .56 do="._"_._ =70
5 /0 cos” pdp 3 =3 ,
70T 7
) T= [_70:|
T 308 3
[

Resent :
y
ma? )
T:[ZL‘T,O}, m=—"-2ap = a"ap,
27
« a
O‘/ : My://D‘de -
T =TCosy 0<r<a o a r31a a
=| y=rsing ‘ —a<p<a :g/ (/ r2cosgodr>dgozg[—} -[Singp} =
J=r —« 0 3 1o -«
2 4. 2 asina T [2 asin a }
= —pa’sina, rr = —- = |=- ,
3¢ TT3 T, 3

Priklad 304. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k pocatku soustavy souradnic
homogenni rovinné desky s plosnou hustotou ¢ = k omezené kiivkami
P+ =1, 22 +y? =4

y
Jo = //D(:v2+y2) o(z,y)dedy =k //D(x2+y2) dr dy =
@2 : < = (polarni souradnice) =k /0 " /1 2 r3dr dp = 12—5 k.

Reseni :
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906 (0,27r), a>0, 0=1.

M,
—a(l+cosp) 1= [z7,0], 27 = m

()
m = // dxdy—/ (/ 1-rdr>dg0:
0
a(1l+4-cos @) 1 2 a(1+cos @)
—/ (/ rdr)dgo——/ [7“2] dy =
0 0 2 Jo 0

2w 2
1
= az/ (1+Cosgo)2d90:§a2/ (1+2cos ¢ + cos® p) dp =
0 0

2 ] 7] 2
2[90+251ng0] +—a2/ Mdg@z 7r+a2§:
2 0 2 2

3,
2
a(1+cos p)
M, = // rdrdy = [polarnl souf. / / r cosgodr) dp =
D

2 3 27
/ cos @-a®(1+cos @) dp = ¢ / (COS ©+3 cos? p+3 cos® pt-cos? gp) dp =
0 0

2

3

b} 5
a’m, Tr = —a, T = [—

6

a, 0]

e Je ddna omezena mnozina D C E, a funkce f(x,y)
a) Nacrtnéte mnozinu D.
b) Ovérte splnéni predpokladu pro pouziti Fubiniovy véty
c¢) Uved'te alespont dva ptiklady mozného fyzikdlniho vyznamu daného integrélu.
Uved'te, zda se jednd o hmotnost ( pii jaké hustoté), staticky moment nebo
moment setrvacnosti ( pii jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu nebo piimce).
d) Vypocitejte [[,, f(z,y) dzdy.

306. D je ohranicena kiivkami: z =1, v =y + 2,y =0,y =2, f(z,y) =y/Vx

meproo=1/\/x

c)m prog=y/\z
d)4\/€—4—§\/§

307. D je ohranicena kiivkami: y = 2%, y = /7,

c)m prop==x

mypropg =1

d) 2
20
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308. D je ohranicena kiivkami: v = 4%, v —y—2=0, f(z,y) =y

c)m prog = y>

My Proo =y
Jzprop=1
29

d) 22

)60

309. D ={[z,y] €Ey; 2 >0,y < o +2,y>2%}, flr,y) =22(y+1)

my prog = 2(y + 1)
52

d) —

{ c¢)m prop = 2x(y + 1) ]
3

310. D je ohrani¢ena kiivkami: y = 2z, y = 2/z, v =2, f(z,y) = 2%y

c)m prog=xzy
M Pro g = x>

My Pro 9 = TY
(éyzprogzy
d _—
) 5

311. D je ohrani¢ena kiivkami: y =z, y = 1/z, 2 =3, f(z,y) =/«

312. D = {[z,y] € Bo; 2* +y* <4, >0, y >0}, f(z,y) =ay

c)m prop =zxy
My Prog = T
My proo =y

d)2

e Urcete plosny obsah P rovinného obrazce D C E, ohrani¢eného danymi kfivkami :

313. 2 =92 8x =192 y=5 [%]

31d. y=2%, 1 —y+2=0,2=0, =1 [%3]

315. x =% oy =1, z =4y, (zy > 1) (2 -2
2 Y2\ 2 9

316. <4a: +§> =1y [g]

317 y=hhz, z—y=1, y=—1 [%—5
x? 8

B18.y= T v= 17 [2(”%)]
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e Urcete hmotnost m rovinné desky omezené kiivkami :

319. y = 2%, 2 —y +2 =0, je-li hustota o(x,y) = zy [4‘75}
320. 2? + 9* = 2ax, je-li o(x,y) = /22 + 42, a >0 [%aﬂ
321. 22 + 92 =1, y =0, (y > 0), je-li o(z,y) =y H
322 22 +9y* 20 =0, 2° +y* —4r =0, y =z, y = 0, je-li hustota o(x,y) v libovolném

bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od pocatku soustavy soutadnic. [—705/5}
e Urcete hmotnost m rovinné desky D pii dané plosné hustoté o(x,y).
323. D ={[z,y] €Ez; y<a+2, y>2° ©>0}, oz,y)=ay 6]
324. D ={[z,y] €Ey; v <4, x> y* y>1/x}, oz,y) =2z [%4]
325. D ={[r,y] €Ey; x <4, z>1? y<1/x}, o(z,y)=2x [%}
326. D = {[v,y] €Ep; 2* +y* <1, o +y>1}, o(r,y) =y [%]
e Urcete tézisté T rovinné desky omezené kiivkami :

- 2 o T o Tt o1

327. y =2x — 3z°, y = —x, je-li p(x,y) =1 [T— [57—5“
328. y =sinz, y =0, = € (0,7), je-li o(x,y) =1 [T: [g%“
329. y* =4x + 4, y* = —2x + 4, je-li o(z,y) =1 [T: EOH
330. [E§ + y§ = a%, x>0, y>0,jeli Q(I, y) =1 (jde o ¢tvrtinu asteroidy lezici v I. kvadrantu,

pouzijte soufadnice z = r cos® P, Yy = rsin® ap) [:rT =yr = ?jg;]
e Urcete moment setrvacnosti :
331. kruhu o poloméru a vzhledem k jeho tecné, o(x,y) =1, Em“]
332. mnoziny ohranicené elipsou 42 + y? < 1 vzhledem k ose y, o(z,y) = v, [;—0}
333. ¢tvrtiny kruhu o poloméru a vzhledem k jeho ose soumérnosti, o(x,y) = 1,

4

(Zvolte polohu tak, aby osa z byla osou soumérnosti.) [a (7;6_ 2)]

334. ¢tverce o strané a vzhledem k jeho vrcholu, o(z,y) = 1, Ea“]

335. ¢asti mezikruzi 2 +y? = 1, 2% + y? = 4, omezeného pifmkami y =z, y = 0

v I. kvadrantu s hustotou o(z,y) = k, (k > 0) vzhledem ke stfedu mezikruzi.
15km
i

e Je ddna omezend mnozina D C E, a funkce f(x,y)
a) Nacrtnéte téleso, jehoz objem bude roven hodnoté spoé¢itaného integralu.
b) Naértnéte prumét télesa do roviny z = 0.
c¢) Napiste nazev plochy z = f(z,y).
d) Vypocitejte [, f(z,y) dzdy.
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336. D je ohranicena kiivkami: y =z, y =2z, v =2, f(z,y)=x+y

¢) rovina
25"

337. D={[z,y] €Ey; v +y <1, 2+1>y>0}, f(z,y) =2*>+y>

[ ¢) rota¢ni paraboloid :|

338. D ={[r,y] €Ep; v — 22 <1, 0<2 <2,y >0}, flz,y)=y

¢) rovina
d) L

339. D = {[z,y] € Ey;

d) 13

|: ¢) vélcovd plocha :|
60

&8

340. D ={[z,y| €Ey; 2 >0, 2 +y < 2,2 <y?}, f(z,y) =2y

[ ¢) hyperbolicky paraboloid }

341. < > 9 — 22 — 2

¢) polovina kulové plochy
d) 9T
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