Dvojny integral [ [, f(z,y)dzdy

Zakladem je znat:

1. kiivky v [Eo: kuZelosecky, grafy zdkladnich funkci
2. urdity integrél [ Z f(x) dx

geometricky vyznam (Riemanniv postup)

Zavedeni dvojného integrilu
Predpoklad (NP pro existenci):
M C E, je omezend mnozina, funkce f(x,y) je omezend na M

Priklad

1
. 2 2

neexistuje, nebot dand fce neni omezend na M.



Fyzikdlni aplikace: hmotnost nehomogenni desky
Geometricka aplikace: objem “valcovéhotélesa () =

I. (Specialni ptipad)
Dvojny integral na obdélniku O = {(a, b) X {c, d)

a) déleni D
b) volba V bodu

¢) Riemanntv soucet funkce f pri déleni D a volbé bodu V:
s(f,D,V)



Definice.
Rikame, 7e funkce f(z,y) je integrovatelnd na obdélniku O, jestlize
existuje vlastni limita Riemannovych soucti ...

II. Dvojny integral na obecné mnoziné M
prevedeme na integral na obdélniku

Fubiniova véta - vypocet f f A J dzdy,
prevod integralu dvojného na dvojnasobny,
je-li M tzv. elementarni obor integrace



Véta Fubiniova (I1.3.2.).

Nechf funkce f(x,y) je spojitd na M, kde M je elementdrni obor
integrace vzhledem k ose .

Pak existuje

//Mf(w,y)dwdy=/z (/:z:f(w,y)dy> dx

Je-1i M je elementarni obor integrace vzhledem k ose vy, pak

//Mf(w,y) dwdy:/j (/Zjijf(w,y) dw) dy.




Pr. 1.

// (3:1;2 + y2 + 2) dzdy,
M
kde M = (0,1) x (0, 3)

M= {z,y] €E;: 0<2<1,0<y <3}

// y e”¥ dady,
M

kde M = (1,2) x (0,1)
Napiste obé€ poradi integrovani.
Vyberte vhodnéjsi z nich a integral vypocitejte.

Pr. 2.

‘Vldk12 +1'15
SIedEeK. —e™ — e — = 1.
y 2 2



Postup pfi vypoctu dvojného integralu
1. Pokud lze, pak obrazek

2. Volba vhodného potadi « <+ vy,
zapis mnoziny M ve tvaru elementarniho oboru integrace

3. Prevod integralu dvojného na dvojnisobny
(Fubiniova véta)

4. Vypocet (integrovani ve 4 krocich)



Existence dvojného integralu f f v F(z,y) dzdy

Nutna podminka pro existenci:
M je omezena mnoZina, fce f je omezend na M.

Postacujici podminka pro existenci

1. varianta

Funkce f(x,y) je spojitd na M, kde M je
elementarni obor integrace - viz Fubiniova véta

2. Pro obecnéjsi podm. potiebujeme novy pojem:
Mnozina M C [E5 se nazyva méritelna,

je-li omezena a existuje integral / / 1. dxedy.
M

Jeho hodnotu znacime po (M) a nazyvame
dvourozmérnou Jordanovou mirou mnoziny M



Véta.
Mnozina M C E, je méfitelnd <—=- M je omezend a puo(OM ) = 0.

Priklady
Megéritelna je libovolnd mnoZina M v Es, jejiz hranice 9 M je omezena
kiivka, nebof pus(OM) = 0.

Priklad mnoziny, ktera neni méritelna



Véta I1.2.1. (PostaCujici podminka pro existenci)
Necht M je uzaviend a méfitelnd mnoZina v E, a fce f je spojitd na M.

Pak existuje / / f dxdy.
M

V odst. I1.2.1 jsou uvedeny dalsi varianty postacujici podminky,
napr.
fce f je spojitd a omezena na M ~\ D, kde M je méfitelnd a po(D) = 0



I1.2 Nékteré vlastnosti dvojného integralu
(za predpokladu existence integralii)

a) / /  konst - f dady = konst / / _ fdady
of [ora=[[ 4[]0

¢) Je-li My N M, = 0, pak

[ i =1t 1]

d)Je-lif(a:,y)ZOnaM,pak// f>0.
M

e) Je-li f omezena fce na mn. M a uy(M) = 0, pak // f=0.
M



Dalsi aplikace - mechanické charakteristiky desky
Aplikace integrall (prehled obecné)

Symbol [,, fdX

v tomto prehledu znamen3 integral

a) dvojny

b) trojny

c) kiivkovy

d) ploSny



Dvojny integral [ [ v J(z,y) dzdy,
kde mnozina M je omezena kruznici, resp. elipsou
Pr. 1. [ [, z*y dzdy,

M = {[x,y] € Ey: 42* +y* < 4, y > 0}

Co by tento integral mohl vyjadfovat ?

Pr.2. [ [, y*dzdy,
M ={[z,y]l €Ey: x>+ y* < 4, x > 0}

Co by tento integral mohl vyjadfovat ?



Polarni souradnice

T =T COSP
y =TI siny

Jacobiho determinant (jakobian) J = r

Zobecnéné polarni souradnice

T =ar cosy + Xo
y = br sinp + yq

Jacobiho determinant (jakobidn) J = abr



Pr. 3. Vypocet objemu valce, koule, kuzele pomoci dvojného integralu.

=<

P.4.ffM xy dxdy,
MZ{[iB,y] € Ky : m2+y2§4w9y20}

3 moZnosti vypoctu

Pr.5. [ [, x| dedy,



