Dvojny integral [ [,  f(x,y)dedy

Predpokladané znalosti:
1. kiivky v [Es: kuzelosecky, grafy zakladnich funkci,
2. urdity integrdl [* f(x) de,

3. ”parcialni”integrovant, tj. // f(x,y)de, resp. [ [,, f(x,y)dy
M

Predpoklad (NP pro existenci):
M C E; je omezend mnozina, funkce f(x,y) je omezend na M

Priklad

dedy, M : x> +4y* < 4
v T+ 2 Y, Yy =
neexistuje, nebot dand fce neni omezend na M.

Fyzikalni aplikace: hmotnost nehomogenni desky, f(z,y) je hustota



Geometricka aplikace: objem “valcového”télesa
Q={lr,y.2] €Es:[z,yl € M,0< 2 < flz,y)}

Disledek: Je-li f(z,y) =1 pakobjem V = [ [, 1dxzdy
je roven obsahu podstavy M.

Definice. Mnozina M C [E; se nazyva méritelna,

je-li omezend a existuje integrdl | [,, 1 dzdy.

Jeho hodnotu znacime po (M) a nazyvame
dvourozmérnou mirou mnoziny M (v Jordanoveé smyslu)

Véta.
Mnozina M C E; je méfitelnd <> M je omezend a py(OM) = O.

Piiklady M¢fitelné je libovolnd mnozina M C [E,, jejiz hranice OM je
omezend a (po ¢astech) hladka kiivka, nebof pus(8M) = 0.

Priklad mnoziny, kterd neni méritelna



Zavedeni dvojného integralu(Riemanniiv postup)

I. (Specialni pripad)
Dvojny integrdl na obdélniku O = {a, b) X {(c, d)

a) déleni D = {Oy, ..., O, }, mn. obdélnika,
norma déleni ||| D|| = max{Ax;, Ay;}

b) volba bodd V= {Z,, ..., Z,, Zi € O;}

¢) Riemanntiv soucet funkce f pii déleni D a volbé bodt V:

s(f,D,V) = Zz [(Z;) Az; Ay;
to je ptiblizné objem télesa ()



Definice.

Rikame, 7e funkce f(z,y) je integrovatelnd na obdélniku O, jestlize
existuje vlastni limita Riemann. souctt pro |||D|| — 0.

Hodnota limity se pak nazyva dvojny integral fce f na obd. O,

zapisujeme | [, f(x,y) dedy

Vypocet podle Véty

Véta (Dvojny integral pro OBDELNIK )

Pr. 1.
/ / (32> + y* + 2) dzdy,
M

kde M = (0,1) x (0, 3)
M={[z,y] €E: 0<x<1,0<y<3)}



Pt. 2.

// y €Y dxdy,
M

kde M = (1,2) x (0,1)
NapiSte obé poradi integrovani.
Vyberte vhodnéjsi z nich a integral vypocitejte.

) 1, 1 .
Vysledek:ie —e—|—§:1.5

II. Dvojny integral na obecné mnoziné M

Definice

Vypocet [ [, f dedy : Fubiniova véta
prevod integralu dvojného na dvojnéasobny,



Véta Fubiniova (I1.3.2.).

Nechf funkce f(x,vy) je spojitd na M, kde M je elementédrni obor
integrace vzhledem k ose .
Pak existuje

//Mf(w,y) dzdy =/ab (Lff:j)f(w,y) dy) dzx

Je-1i M je elementarni obor integrace vzhledem k ose y, pak

[ [ rewasan=["( [ st az) an




Postup prii vypoctu dvojného integralu
1. Pokud lIze, pak obriazek

2. Volba vhodného poradi integrovani,
vniini podle z, vnéjsi dle y, resp. naopak,
pak zapis M ve tvaru elementarniho oboru integrace

3. Pfevod integralu dvojného na dvojnasobny
(Fubiniova véta)

4. Vypocet (integrovani ve 4 krocich)



Existence dvojného integrilu [ [, f(x,y) dedy

Nutna podminka pro existenci:
M je omezena mnoZina, fce f je omezend na M.

Postacujici podminka pro existenci
1. varianta:  Funkce f(x,y) je spojitd na M, kde M je
elementarni obor integrace - viz Fubiniova véta

2. Obecnéjsi podm.
Véta I1.2.1. (PP pro existenci)
Necht fce f je spojitd na M, kde M je uzaviend a méfitelnd mn. v Es.
Pak existuje / / f dxdy.
M
V odst. I1.2.1 jsou uvedeny dalsi varianty postacujici podminky,
napr.
fce f je spojitda a omezend na M ~. D, kde M je méfitelnd a puy(D) = 0



I1.2 Nékteré vlastnosti dvojného integralu
(za predpokladu existence integralti)

2) / /M konst - f dzdy = konst - / /M f dzdy.
of oo =[]+ ]]e

C) Je-li M1 M M2 = (Z), pak
e =1Lt ] L*
M;UM> M, My

d)Je-lif(a:,y)ZOnaM,pak// f>0.
M

e) Je-li f omezena fce namn. M a py(M) = 0, pak // f=0.
M



Dalsi aplikace - mechanické charakteristiky desky
Aplikace integrall (prehled obecné) viz Trojny integral
Symbol [,, fdX

v tomto prehledu znamena integral

a) dvojny

b) trojny

c) kiivkovy

d) plosny



Pripomenuti z MAT I
V nasledujicich ulohach jsou Casto integraly / sin” x - cos™ x dx
Typ I. Aspon jedno z Cisel n, m je liché

Resime substituci:

a) kdyz m je liché, polozime {sin x = t}, pak {cos x dx = dt},
b) kdyZ n je liché, polozime {cos x = t}, pak {— sin xdx = dt}.
Nékdy tomu predchazi uprava vyuzitim vztahu

sin® ¢ + cos? ¢ = 1.

Typ II. Obé Cisla nn, m jsou suda
Exponent n, resp. 1m snizime pomoci vztaht ( s dvojnasobnym thlem)

0 1 4 cos2¢p . o
cos” p = 5 , sin” ¢y = 5

1 — cos2¢p




Dvojny integral f fM f(x,y) dzdy,

kde mnozina M je omezena kruZznici, resp. elipsou
Polarni souradnice [, ¢|

T = T COSp

Yy =171 sinp

Jacobiho determinant (jakobian) J = r

Pt. 1. [ [, y* dxdy,
M = {[x,y] € Ez: * +y* < 16, =z > 0}

Co by tento integral mohl vyjadfovat ?



Zobecnéné polarni souradnice [, ]

= ar CcCosSy + Xy

y=>br sinyp + yg

Jacobiho determinant (jakobian) J = abr

Pt.2. [ [,, *’y dxdy,
M = {[z,y] €EEy: 42 +9y* <4,y >0  [8/15]

Co by tento integral mohl vyjadfovat ?

2
£
Pt.3.D = {[x,y] € E; : 5+y2§1,0§y§\/§m/3}.

Ur&ete hmotnost, je-li o(x,y) = x, [m = 3/3/2]



Pi. 4. (pt. 15., urcete extrémy) f(x,y) = (® + yz)e_f”z_y2
[lok. min. v [0, 0], neostré lok. max v bodech [z, y] : 2% +y* =1
(Jednotkova kruznice). Ndpovéda: pouzijte polarni souradnice]

Pt.5. [ [, xydxdy,
M = {[x,y] € Ey: x*> + y*> < 4z, y > 0}, [32/3]

moZznosti vypoctu
Pf. 6. Vypocet objemu vélce, koule, kuzele pomoci dvojného integralu.

Pt.7. [ [ |x| dedy,



