E. Brozikovd, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Shirka piikladi z Matematiky II (2019)

I1.10. Extrémy funkci

Véta (nutnd podminka pro lokalni extrém). Necht funkce f(z,y) je diferencovatelna
v bodé A. M&-1i funkce f v bodé A lokélni extrém, pak gradf(A) = 0.

Oznacme hlavni minory matice druhych derivaci

o2 f o2 f
» A AN Y
A= 00y, apy=| T dnly

5y 5z

Véta (postacujici podminky pro lokdlni extrém funkce dvou proménnych).
Necht funkce f(z,y) méa spojité parcidlni derivace 2. fddu v bodé A. Necht je v bode A

splnéna nutna podminka gradf(A) = 0.
Pak plati:
Je-li Aj (A) > 0a Ay (A) > 0, pak funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum.

Je-li Ay (A) < 0a Ay (A) > 0, pak funkce f ma v bodé A ostré lokdlni maximum.
Je-li Ay (A) < 0, pak funkce f nemd v bodé A lokalni extrém.

Postup pii vypoctu lokalnich extrému

1. krok: Podle nutné podminky uréime tzv. kritické body, t;.
a) body, v nichz funkce f(x,y) neni diferencovatelna,

of

0
b) body, které jsou Fesenim soustavy rovnic —f =0, =—=0.
Ox dy
2. krok:
V bodech b) postupujeme podle postacujici podminky.

e Najdéte lokalni extrémy funkce :

Priklad 197. z(x,y) = /22 + y?

Reseni : Dana funkce je definovana v E,. Parcidlni derivace

x y
kritickym bodem. V bodé A tedy muze byt lokdlni extrém, nebot funkce f neni v bodé A
diferencovatelna. Nelze vsak rozhodnout podle vyse uvedené postacujici podminky, proto
pouzijeme definici lokalniho extrému.Pro kazdy bod z prstencového okoli P(A) bodu A
ale plati, ze f(X) > f(A). Funkce f tedy ma v bodé A = [0, 0] ostré lokalni minimum
s hodnotou f(0,0) = 0.

PozNAMKA. Nerovnost f(X) > f(A) je splnéna v libovolném prstencovém okolf
P(A). Funkce f tedy mé v bodé A = [0, 0] i ostré globalni minimum.

2z neexistuji v bodé A = [0, 0], ktery je jedinym

1]«
,}I

Priklad m&a nazornou geome-
trickou interpretaci. Staci si
uvédomit, jaka plocha je grafem

funkce z = /22 + y2.
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1
Priklad 198. f(x,y) = 2° — 2 + 3 v — xy — 6z

Resent : Funkce f(z,y) mé spojité parcidlni derivace 1. a 2. fadu.

1) Podle nutné podminky f, =0, f, =0 dostaneme soustavu:
fI:3x2—2x—y—6} . 322 -2 —y—6=0
fy=y—=z y—x =20

3(1:2—35—2):0} . (m—2)(x+1):0} .

} dosadime

y=x y=x
a dostaneme dva kritické body [2, 2], [-1, —1].

Pripravime si druhé derivace

Joa =62 =2 6r—2 —1
fa:y:_lzfyx - Al(x7y):6w_27 Az(fﬁ,y):‘ -1 1 ‘:6$_3
fo =1
Ay | Ay | zavér
2) Z postacujici podminky [2,2] 9 | 10 | ostré lok. minimum, f(2,2) = —10
—1,—-1] | -9 nenf extrém
]

Priklad 199. z(x,y) = 22° + xy® + 522 + o

Resend : Zde mame funkci dvou proménnych v explicitnim tvaru. Funkce 2 je diferenco-
vatelna v [E,, proto nutnd podminka existence lokalnich extrému je : z, =0, 2z, = 0.

2y =622+ 12 +10r = 622 +9y*+102=0

zy = 2xy + 2y = ylr+1)=0 =  bud y=0nebozr=-1
z1 =0 — Alz[0,0]
y=0: 622+10x=0= 5 5
SR DU
3 3
1. 210 — 2 _ y=2 = A3=[-1,2

Nyni si pripravime derivace druhého radu :

Ay Ay | Az | Ay
=120 +10| 10| -10] 2| -2

2y =20+2 | 2| -4/3] 0| 0
Ry — 2y = Zyz 0 0 4 -4
. | Rz Zay > 0, pak existuje lokalni extrém v bodé A;.
Je-li Ag(A;) = Zye Zyy < < 0, pak neexistuje lokalni extrém v bodé A; .
Pro A; : Ay(A4;) = ‘ 18 g >0, A1(Ay) = 242(A1) > 0, obdrzime lokalni minimum
—10 0
Pro Ay : Ay(As) = 0 41 >0, A(Az) = 252(A2) <0, je lokdlni maximum
k 125
Ay) = —.
WA) =57
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Pro Az, Ay je Ag(As) = Ag(Ay) = —16 < 0, a proto v bodech A3 a Ay lokalni

extrémy neexistuji.

Priklad 200. Funkce y = f(x) je vyjddfena v implicitnim tvaru
F(z,y) =2* +2ry —y* + 8 =0.
Resent : Spocitame y' :
;e x+y
Yy = —Fy = y—z
Polozime ¢y =0, tedy t+y=0 = y = —z. Dosadime do zadani, abychom
urcili souradnice pripadnych lokalnich extrému

pro x # y.

$2—2I2—$2+8:0:> 2.%'2:8:> $1’2:i2, y1’2::|:2.
Dostali jsme dva body A =1[2,—2] a B =[-2,2]. Nyni spocitdme
p_ U+ —2) - (e +y)y' - 1)

y = () —a) , takze
—4
y'(A) = 6 < 0= f(2) =—-2 je lokdln{ maximum a
4
y'(B) = 6> 0= f(—2)=2 je lokalni minimum.

Priklad 201.*% f(z,y,2) = 23 + y* + 2% + 122y + 22

Resent :
fﬂm fac fxz
Ay = ) A= | foe o | A
3 — fyz fyy fyz ) 2 — f f 3 l_f:vac
fzm fzy fzz Y W

Podle Sylvestrovy véty o kvadratickych formach plati :

A3(P) > 0,A(P) >0, pak f(P) je ostré lokdlni minimum.
A3(P) < 0,A1(P) <0, pak f(P) je ostré lokdlni maximum.
Je-li Ao(P) < 0 nebo A1(P) - Az(P) < 0, pak v bodé P neezistuje lokdlni extrém.

Je-li Ao(P) > 0, {

Vypocet vypada nasledovneé :
fr =322+ 12y =0 mneboli 2?+4y =0, pak 2> —24x=0 = a
fy=2y+12x =0 neboli y= —6z, ' =0, zy = 24,
f:=2242=0, neboli z = —1
A=10,0,-1], B=1[24,—144,-1]

fzx:6xa fyyzzafzz:2a f:ry: 127 fszO, fyzzo-

Protoze Ay(A) = ) 18 1; < 0, v bodé A nenastava lokalni extrém.
144 19 144 12 0
Protoze Ay(B) = ) 12 9 ’ =144>0, A3B)=| 12 2 0]=288>0 a
0 0 2

A1(B) =144 >0, je f(B) = f(24,—144,—1) = —6913 lokaln{ minimum.
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Miizeme se téz presvédéit pifmo, ze kvadratickd forma d?f(B) je pozitivné definitn :

d*f(B) = 144 (dx)* + 24 dx dy + 2 (dy)? + 2 (d2)?* = (12dx + dy)* + (dy)?* + 2 (dz)* > 0
|

e Najdéte lokélni extrémy danych funkei s vazebni podminkou g(zx,y) = 0:
NAvoOD: Z vazebni podminky g(x,y) = 0 vyjaddifme jednu proménnou, kterou dosadime
do dané funkce f. Ziskame tak tlohu urcit extrémy funkce jedné proménné.

Priklad 202. 2 = 2(z% + y?), jestlize x +y = 2.

Reseni : Geometricky se jednd o nalezeni extrému z-ové soufadnice na priseéné kiivee
rota¢niho paraboloidu z = 2(2? + y?) s rovinou = +y = 2.
Z podminky x 4+ y = 2 vyjadiime napt. y = 2 — x a dosadime do dané funkce
z(z,y) = 2(z* + y?). Tim dostaneme Z(z) = z(z,2 — ) = 2(2® + (2 — x)?), takze
Z(z) = 4(2® — 22 + 2).
Pro funkci jedné proménné Z(z) hledame lokélni extrém. Je tedy
Z(x) =422 —-2)=0. Odtud 3 =1,y =2—-1=1a 2'(z)=8>0 =

2(1,1) =4 je lokélni minimum.

Priklad 203. 2 = % + %, jestlize x? +y? = 1.

Reseni : Geometricky se jedna o nalezeni extrému z-ové souradnice na prusecné krivce

T
roviny z = 3 + % s rotaéni valcovou plochou 72 + 3% = 1.

S =

Jelikoz z podminky 22 + y? = 1 nelze jednoznaéné vyjadiit ani x ani y, piejdeme

do polarnich soutradnic { r= TC.OSt , kde r =1, tedy { r= C.OSt , t€(0,2m).
Yy =rsint Yy =sint
t int d —sint t
Potom Z = z(cost,sint) = —COSS + —SIZ adile 2 = d—j ; 211 + —CT =0, takze
tgt = —.
" 4 3 4
Jak vidime na obrazku je sint = 4+ —, cost = & o
3 4
3 5 Pro sint; = -, cost; = - je t; € (0, I)
5) 5) 2
h 3 4 . 3T

a pro sint, = —5 coSty = ~: je ty € (m, ?)
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d*z t sint
Dileje 2/ = = = ~ 00 MO0 o 24) < 0, Z(ty) > 0.

dt? 3 4
4 3 4 3 )
Dospéli jsme k lokdlnimu maximu Z(t;) = z<5 5) =

520 12
4 3 5)
a lokdlnimu minimu  Z(tp) = z(—g7 —5>

12

Priklad 204. z = sin® v + sin®y, jestlize y = 2 — %

Res

E(x) = z(x r—7/4) = sin? x-+sin (x—%), Z(x) = 2sinx cos 142 sin(x—%) cos(x—%) =
= sin 2z + sin(2x — —) = sin 2z + sin 2z cosg — cos 2x sing = sin 2x — cos 2x

(

/!

Polozime-li Z'(xz) =0, dostaneme sin 2z = cos2z a dale

2r = Z—Fkﬂ', xr = §+k§, takze ki =2n, ko =2n+ 1.
Vypocteme druhou derivaci :  2"(x) = 2 cos 2z + 2 sin 2z,

2 2
2//(g+2n,ﬁ>:2,§+2.£:2\/§>0’

2
2"(%+(2n+1)-g)=— g— £:—2\/§<0.

2
Tedy 2(% + mr) = 25in? g =1- cos% =1- > je lokdlni minimum

5 D 1 5
a Z(g—l—(Zn—kl)g) = sin §+81n2g:§<1—cos£+1—0082> =
= 2( +§—£> =1 je lokalni maximum.

Priklad 205.% z = 2% + 2y?, jestlize x? — 2z + 2> + 4y = 0.

Resend : Zde pouzijeme Lagrangeovu funkci : Je-li ddna funkce z = f(x,y) a podminka
g(z,y) = 0, potom Lagrangeova funkce md vyjddrent

L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y).

L,=0
Jeji staciondrni body ziskdme Tesenim soustavy L,=0 }
Ly=g(x,y)=0.
Funkce z = f(z,y) muze mit za podminky ¢(z,y) = 0 extrémy pouze v bodech [z,y],
ke kterym existuje A € R takové, ze [x,y, A] je kritickym bodem funkce L(z,y, A).

V nasem piikladé mame L(z,y,\) = 2% + 2> + Ma? — 2z + 2% + 4y)

A
L,=2x+X2x—2)=0 aodtud T=1Ty
—A
L,=4y+X4y+4) =0 a odtud Y= 1o
A2 2\ 2\2 4\
Tedy 2® — 2z +2y* + 4y = tak? - _ _
edy x T+ 2y +4y =0, aze(l_l_/\)2 1+)\+(1+)\)2 T 0,

3\ ) 3\
= A # —1 a nasledné
A0 T+ # —1 a nasle nel+/\

=6\, 3\2+6X =0 = \-(A+2) = 0.
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Zde mame A= =2, takze 71 =2, y1 = -2, A} =[2,—2] anebo
A =0 takze 9 =0, yo =0, Ay =[0,0]. Déle je
Lyy =242\, Ly =4+4X, L;, =0 aodtud

A(Ay) = ‘ _g _2 ’ >0, L.(A1) <0, L(A;) =12 je lokdlnim maximem,

SN

A(Aq) = ‘ 2 ’ >0, Lya(A2) >0,  L(Ay) = 0 je lokdlnfm minimem.

|
Priklad 206. V roviné x + 2y — z + 3 = 0 najdéte bod, jehoz soucet ctvercu vzdalenosti
od bodu A =11,1,1] a B =12,2,2] je nejmensi.

Reseni : Hledany bod oznaéime P = [z,y,z| a sestavime soucet ]ﬁp + \lﬁ’]Q, ktery
zapiseme pomoci soutadnic bodu

fry,2)=(@—1)2+ @y -1+ (-1 +(xz -2+ (y —2)* + (z — 2)%.

Bod P musi lezet v roviné x + 2y — z + 3 = 0. Tedy tato rovnice roviny predstavuje
vazebni podminku, kterda musi byt splnéna.

Vyjadiime-li si napt. z =z + 2y + 3 a dosadime-li do f(z,y,z), potom funkce
f(z,y,x + 2y + 3) bude funkei dvou proménnych = a y :

fx,y) = flo,y, 2+2y+3) = (—1)24+(y—1) >+ (2 +2y+2) 4+ (2—2) 2+ (y—2) >+ (z+2y+1)2,

fo=2@ -1 +2x+20+2)+2z—-2)+2x+2y+1) =8z +y),
fr=20—1) +4(x+2y+2)+2(y —2) +4(x + 2y + 1) = 42z + 5y) +

o fo=0, pak ry=0=y=-—u _ 1
Polozime f, =0, takze 4 +10y = -3 = —6a = 3, 2
5 1
Mame tedy 2, = 2, P = [—, }
ame tedy zy 5 53
foa(P) =8
Dile je  fay(P) =8 takze Ay(P) = ‘ g 2?) > O,A(P)fm >0
fyy<P) =20

2
a f(P) = ?7 je lokalni minimum.

Véta (Postacujici podminka existence absolutnich extrému funkce na dané
mnoziné). Je-li funkce f(z,y) spojitd na neprazdné mnoziné M, kterd je omezend a
uzaviend, pak f nabyva maxima a minima na mnoziné M.

Postup pri vypoctu absolutnich extrém.
Pfipometime, ze M° je vnitiek a M je hranice mnoZiny M.
1. krok: Ovérime splnéni predpokladu pravé uvedené véty, ¢imz zduvodnime
existenci absolutnich extrému.
2. krok: Uréime vsechny kritické body X funkce f v M.
3. krok: Uréime vSechny body X € OM, ve kterych muze funkce f nabyvat
absolutnich extrému.
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4. krok: Uréime hodnoty funkce f ve vSech vypocitanych bodech. Nejvétsi hodnota
je rovna max,;f a nejmensi hodnota je rovna miny, f.

e Urcete absolutni (globdlni) extrémy funkce z = f(x,y) na mnoziné M :

Priklad 207. f(x,y) = 2> +y*+ay—az—y, M={[z,y] €By:2>0,y>0, z+y <1}

Reseni : Ovérime existenci absolutnich extrému: Dand mnozina M je uzaviena a ome-
zena. Dand funkce f je spojita v E,, tedy téz v M. To je postacujici pro existenci
absolutnich extrému.

1) uréime stacionarni body na vnitiku mnoziny M a jejich funkéni hodnoty :

Y
fo=2c+y—1=0 o _1
nyQy—i—x—l:O}x_y_i%: ¢
11 1 M
Alz [§7§:| GM, f(Al):_§7
o) B t

2) urc¢ime podezielé body na hranici M, tj. na jednotlivych stranach A OBC

b

1

OB:y=0= hy(z)=f(z,0) =2z, hi(z)=20—-1=0 —T=3
1 1
Ay =[5,0] € M, f(4) = -7,

1

OC:z=0= ho(y) = f0.0) =9’ —y, Wy(y) =2y —1=0 —=y=g,

1 1

A3: |:07§i| EM) f(A3):_Za
BC :y=1—2= h3(z) = f(z,1—2) =2+ (1—2)*+z(1—2)—2—1+z = 2> —1,
, 1 11 1
hi(z) =2x—-1=0 = x—é, A4—[§7§]€M7 f(A4)—_Za

3) urcime hodnoty funkce f(x,y) ve vrcholech O, B,C
f(O)=f(0,0)=0, [f(B)=/f(1,0)=0, f(C)=f(0,1)=0.
Ze vsech spocitanych funkénich hodnot vybereme nejmensi a nejvetsi .

Globalni maximum nastava v bodech O, B, C, fuax(0) = fuax(B) = fmax(C) =0

1
a podobné  globalni minimum v bodé Ay, fuin(41) = -3

z
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Priklad 208. z = 2> + 3> — 62 + 6y, M = {[z,y] € By : 2% +¢* < 4}

Reseni : Geometricky se jednd o nalezeni extrému z-ové soutadnice na paraboloidu,
ktera je ohranic¢ena prunikem paraboloidu z = 22 + y* — 6x + 6y s valcovou plochou
2% + y? = 4. Zduvodnéte si existenci absolutnich extrémii.

1) Stacionarni body ve vnitiku mnoziny M:
2y =20 —6=0—= 21 =3

D%yt o3 = A=1[3,-3, A¢gM.

2) Body na hranici mnoziny M zapiSeme v parametrickém tvaru :

r = 2cost }

y = 2sint € (0, 2m)

Pak postupné :
Z = z(2cost,2sint) =4 — 12cost + 12sint,

e
d—i = 12sint + 12cost = 0,
7
— sint = — cost, tlzzﬂ', tgzzﬂ',
3
t, = 1T B=[-v2,v2], 2(B)=4+12V2 je globdlni maximum a
7
ty = 1T C=[V2,-V2], z(C)=4-12V2 je globalni minimum.
z
3 l
i \ %
\ ; 2 i

e Je déna funkce f = f(x,y).
a) Napiste nutnou podminku pro lokalni extrém diferencovatelné funkce n-proménnych

v bodé A.
b) Napiste postacujici podminky pro lokdlni minimum (resp. maximum) funkce f(z,y)
v bodé A.
c¢) Vysetiete lokdln{ extrémy dané funkce f, tj. urcete jejich polohu, typ a funkéni
hodnotu.
209. f(x,y) = 2% + 12y — 62y + 4x [Ostré lok. min. v bodé [-8, —2], f(—8,—2) = —16]
Ostré lok. min. v bodé[2, —3], f(2,—3) = —25, |
210. f(l’, ) v+ y — 12z + 6y { v bodé[—2, —3] nen{ extrém. |
211. f(:L’, ) =2y — y —ze” [ Ostré lok. max. v bodé [—1,1], f=1+1/€]
9,2 Ostré lok. min. v bodé[2,2], f(2,2) =2, ]
212. f(ZL‘, ) T + y 2z 2zy +6 { v bodé[0, 0] neni extrém. |
_ .3 2 B Ostré lok. min. v bod&[3,3], £(3,3) = —19, ]
213. f(.%‘, y) =" +3y by — 92 +8 { v bodé[—1, —1] nen{ extrém. |
214. f(x,y) =2+ 2z +y* — 4y + 7 [Ostré lok. min. v bodé [~1,1], f(~1,1) = 3]
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50 20
215. f(z,y) =2y + — + — [Ostré lok. min. v bodé [5,2], (f(5,2) = 30)]
4 )

— 2 2 fmin(2,—1) =3 —61n2,
216. f(z,y) =2 +2y+y*—6lnzx bod[-2.1] & D(F)

e Urcete lokalni extrémy funkce :

217. z =2* +y — x\/y — 62 + 12 [2min (4, 4) = 0]
218. 2 = 2% + y? + 62 — 4y [2min(—3,2) = —13]
219. z = In(1 — 2% — ¢?) [Zmax (0,0) = 0]
220. z = 23 + 83 — 6y + 5 [Zmin (17 %) = 4, v bodé [0, 0] nenf extrém]
221. z = e*/2(z + y?) [2min (2,0 = _é]
222 z =23+ % + 9952 — 3y — 12z [ Zmin(1,1) = 71—27, Zmax(—4, —1) = 58 }
2 v bodech[1, —1], [~4, 1] neexistuji extrémy
223. 7 = e @ 23y’ [Zmax(—1,0) = ¢]
224. z = 3In(2?y) —y® — 32 + 4 [zmax(1,1) = 2Zmax(—1,1) = 0]

225% 22 fay— 2 +z+y+5=0 { ve stac.bodech [—1,2,3], [-1,2,—2] }

neexistuji extrémy

226.* f(x,y,2) = 2® +y* + 2° — 4o + 2y + 62 [£(2,—1,-3)) = —14, lok.min.]
* 2 2 3 . f(3,36,12) = —873, lok.min.,
227. f(iE, Y Z) =a" 42+ 2 12yz — 6z { v bodé [3, 0, 0] neni extrém }

228. a) Vysetfete lokalni extrémy funkce f(z,y) =22*+y* — a2y + 3z +y + 1.
b) Zduvodnéte existenci a najdéte absolutni extrémy této funkce na tseéce AB,
kde A =10,2], B = [1,1].
a) lokaln{ fmin(—1,—-1) = —1, }
b) fmin (1/2,3/2) = 6, fumax(0,2) = fumax(1,1) = 7

e Je dana funkce f a mnozina M.
a) Zduvodnéte existenci absolutnich extrému funkce f na dané mnoziné M.
b) Absolutni extrémy vysetiete, tj. stanovte jejich polohu a vypocitejte hodnotu
maxima i minima funkce f na mnoziné M.

229. f(z,y)=x+Inz—y* M={[r,y €Ey; y=x+1, 1/4<z <1}
fmin(172) - _3> fmax(1/2,3/2) = _7/4 —In2 = —2,47
f(1/4,5/4) = —21/16 — In4 = —2, 7neni extrém
[fmin (0,3) = =3, fmax(0,0) = fmax(3,0) = 0]

231. f(z,y) =22 -2z +y%, M= {[r,y] €Ey; 2> +y* <9, y>0}
fmin(lvo)zilv fmax(*g,o):15] ]

Pro vysetfeni bodu na hranici muzete uzit
polérnich soutfadnic, ilohu vsak lze tesit i bez nich.
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e Urcete globalni extrémy funkce z = f(x,y) na mnoziné M :

232.

233.

234.

235.

236.

fla,y) =2 +y* —zy, M ={[w,y] € By : o] + |y| < 1}
glob.min. f(0,0) =0 -
|: glob.max. f(1,0) = £(0,1) =
=f(=1,00=f(0,-1) =1
f(:L‘, y) == y2, M = {[ﬁ, y] ek, : 22 + y2 < 4} (pouzijte poldrni souradnice)
glob.min. f(0,4+2) = —4
|: glob.max. f(£2,0) =4

f(a:,y)::vy(x—a)(y—b), M:{[$,y]€E20§$§a, Ogygb}

a2b2 -
16
f(a,b) =0

|: glob.max. f(g, g) =
glob.min. £(0,0) = f(a,0) = £(0,b) =

2
Na c¢ésti paraboly y =6 — %, y > 0 urcete bod, ktery lezi nejblize pocatku

souradnic. [[4, 2], [74,2]]
a) Urcete rozmeéry r, v sudu tvaru valce bez vika, ktery ma pii daném objemu

V' = 1l nejmensi povrch. [r =v=73 1/71}
b) Reste stejnou tilohu pro vélec s obéma podstavami. [r = ¥1/2m0 =3 4/7r]

44



