Extrémy funkci vice proménnych.

Lokalni extrémy

Definice.

Rikame, 7e funkce f, n proménnych ma v bodé¢ A € D(f) lokélni
maximum, jestliZe existuje prstencové okoli P(A) C D(f) takové, Ze
po kazdé X € P(A) plati: f(X) < f(A). Podobné, funkce f ma v
bodé A lokalni minimum, existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f)
takové, Ze pro kazdé X € P(A) plati: f(X) > f(A).

Plati-1i ostré nerovnosti, pak mluvime o ostrém lokalnim maximu, resp.
minimu.




Véta 6.4 (nutna podminka pro lokalni extrém).
Necht’ funkce f, n proménnych, je diferencovatelné v bodé_> A.
Ma-li funkce f v bodé A lokdlni extrém, pak gradf(A) = 0.

Poznamka. Kritické body, stacionarni body

Pro formulaci postaCujici podminky v pripadé funkce dvou proménnych
zavedeme matici

0 f 0 f
| 22 5 ay(A)
M(A) — 82f 82f
9y 01 (A), a—?ﬂ(A)
R f

a déle dvé hodnoty: A (A) (A), Ag(A)=det M(A).

e



Véta 6.8
(postacujici podminky pro lokalni extrém funkce z = f(x,y)

Nechf funkce z = f(x,y) md parcidlni derivace 1. i 2. fadu spojité
v bod& A. Nechf gradf(A) = 0. Pak plati:
Je-li Ay (A) < 0, pak funkce f nema v bodé A lokalni extrém.

Je-li Ay (A) > 0a A (A) > 0, pak funkce f ma v bodé A ostré lokaln{
minimum.

Je-li Ay (A) > 0aA; (A) <0, pak funkce f ma v bodé A ostré lokalni
maximum.




Postup pfi vypoctu lokalnich extrému (funkce dvou prom.)

1. krok: Urc¢ime vSechny body, které jsou feSenim soustavy rovnic

0 0
of =0, 2 = 0 a funkce f je v nich diferencovatelna.
ox oy

2. krok: V kazdém z té€chto bodl postupujeme podle postacujici podminky.

Poznamka. Dalsi postup, jestlize v kritickém bodé€ neni splnéna néktera z
postaCujicich podminek.

Priklad. Vysetfete lokalni extrémy
la) z = f(z,y) = Vo’ + ¢
Ib) z = fla,y) = VA -y



2. flz,y) =2y —2x —y

3. flz,y) = 3y —2° — ¢

4. (Alfa) f(x,y) =" (2* + %)

4. (Beta) f(x,y) = ¢’ (2* + y) nebo f(z,y) =2y —y* — xe”
5. (Alfa) f(z,y) =3 In(a*y) — y> — 32> + 4

1
5. (Beta) f(x,y) = §x2+xy+y2 —4Ilny+3

6. f(z,y) =y VT —y" —x+3y



Absolutni (globalni) extrémy

Definice. Necht f je funkce n proménnych a M C D(f).

Rikame, Ze funkce f nabyva v bodé A € M svého maxima na mnoZing
M, jestlize pro kazdé X € M plati: f(X) < f(A).

Zapisujeme f(A) = max{f(z): x € M}, struéné f(A) = max,,f.
Analogicky definujeme minimum funkce f na mnoziné M. Znacime je
struéné min; f.

Maximum, resp. minimum funkce f na celém defini¢nim oboru D( f)
znacime strucné max f, resp. min f.

Véta 6.14

(postacujici podminky pro existenci absolutnich extrému)
Necht M C E, je neprazdnd, omezend a uzaviend mnoZina,
nechf funkce f je spojitd na M.

Pak funkce f nabyvad na mnoziné¢ )M maxima a minima.




Specialnim pripadem jsou tzv. vazané extrémy, a to kdyZ mnozina

M ={(z,y) € Es: g(x,y) = 0}, kde ¢ je dana funkce.

Pokud lze, pak z vazebni podminky g(x, y) = 0 vyjadiime jednu proménnou,
kterou dosadime do dané funkce f. Ziskdme tak dlohu urcit absolutni
extrémy funkce jedné proménné.

Postup pri vypoctu absolutnich extrémau.

Pfipomenime, Ze MV je vnitfek a M je hranice mnoziny M.

1. Ovéfime splnéni predpokladii pravé uvedené véty, ¢imz zdivodnime
existenci absolutnich extrémul.

2. Uréime vSechny kritické body X funkce f v MY,

3. Ur¢ime vSechny body X € OM, ve kterych miize funkce f nabyvat
vazanych extrémud na hranici mnoziny M. Nezapomenime na pruseciky
krivek, které tvori hranici M (pokud priseciky existuji).

4. Ur¢ime hodnoty funkce f ve vSech vypocitanych bodech. Nejvétsi hod-
nota je rovna maxj,; f a nejmensi hodnota je rovna minjy f.



Priklad. Zdivodnéte existenci absolutnich extrému a urcete je (tj. urCete
jejich polohu a odpovidajici funkéni hodnotu).

1.z = fla,y) =2* +y* — 22 — 2y
a) na dse¢ce AB, A=1[3,0], B=10, 3|,
b) na hranici 9M mnoziny M = {[z,y];z+y <3, >0, y > 0}.
I 1
2.2 = f(z,y) = z Ty na M = {[z,yl;x +y =1, x € (1/4,9/10)}.

3.2=f(z,y) =2 —y*+18 naM = {[z,y]; 2> + > < 9}.



