Extrémy funkci vice proménnych.

Lokalni extrémy

Definice.

Rikdme, 7e funkce f, n proménnych ma v bodé A € D(f) lokélni
maximum, jestliZe existuje prstencové okoli P(A) C D(f) takové, Ze
po kazdé X € P(A) plati: f(X) < f(A). Podobng, funkce f ma v
bodé A lokdlni minimum, existuje-li prstencové okoli P(A) C D(f)
takové, ze pro kazdé X € P(A) plati: f(X) > f(A).

Plati-li ostré nerovnosti, pak mluvime o ostrém lokalnim maximu, resp.
minimu.




Véta 6.4 (nutna podminka pro lokalni extrém).
Necht’ funkce f, n proménnych, je diferencovatelné v bodé_> A.
Ma-li funkce f v bodé A lokélni extrém, pak gradf(A) = 0.

Poznamka. Kritické body, stacionarni body

Pro formulaci postaCujici podminky v pripadé funkce dvou proménnych
zavedeme matici

o0 f o0 f
M(A> - 62f an
0% f

a dale dvé hodnoty: A (A) (A), Ay(A)=det M(A).
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Véta 6.8
(postacujici podminky pro lokalni extrém funkce z = f(x,y)

Nechf funkce z = f(x,y) ma parcidlni derivace 1. i 2. fadu spojité
v bod& A. Nechf grad f(A) = . Pak plati:

Je-1i Ay (A) < 0, pak f nemd v bodé A lokalni extrém.

Je-li Ay (A) > 0a Ay (A) > 0, pak f ma v bodé A ostré lokalni mini-

muim.

Je-li Ay (A) > 0a Ay (A) <0, pak f mad v bodé A ostré lokalni maxi-
mum.




Postup pfi vypoctu lokalnich extrémi (funkce dvou prom.)

1. krok: Urc¢ime vSechny body, které jsou feSenim soustavy rovnic

of Of

—— =0, =— = 0 a funkce f je v nich diferencovatelna.

ox Jy
2. krok: V kazdém z té€chto bodi postupujeme podle postacujici podminky.

Poznamka. ? Dalsi postup, jestlize v kritickém bodé€ neni splnéna néktera
z postaCujicich podminek: podle definice.

Priklad. VySetfete lokalni extrémy

z = f(x,y) = V2> +y?, Sbirka, feSeny pi. 197

z = f(x,y) = V4 — y?, neostré lok. max. v bodech [x, 0], viz graf



V souboru "Lokalni extrémy-ptiklady”’jsou uvedeny vysledky nasledujicich
uloh, vzdy vcetné grafu funkce a typu pfislusné soustavy rovnic.

0. (Beta) f(x,y) = 2xy — x + 3y [soustava dvou linedrnich rovnic, jeden
stacionarni bod [-3/2;1/2], ale zadny extrém, pouze sedlovy bod]

1. (Beta) f(x,y) = 22° + y* — xy — Tx [soustava dvou lin. rovnic, jeden
stacionarni bod [2;1], lokalni minimum)]

2. f(z,y) = 2zy — 22° — 42* — y* [line4rni a kvadratickd rovnice, dva
stacionarni body, lokalni max. v [0;0], sedlovy bod [-1;-1]

3. (Beta) f(x,y) = xe" + y2 [dv€ samostatné rovnice (jedna exponecialni
pouze s z, jedna linearni pouze s y), 1 stacionarni bod [-1;0], lokalni min.]

4. (Sbirka, 216) f(z,y) = * + 2y + y* — 6 In 2 [soustava s neznimou ve
jmenovateli, stac. bod [2,-1] (lokdlni min), bod [-2;1] nepatii do D(f) !].



5. (Obména 220, Sbirka) f(z,y) = 3zy — 2° — y° [soustava dvou kvadra-
tickych rovnic, dva stac. body, lokdlni max. v [1;1], sedlovy bod [0;0].

6. (Beta) f(z,y) = >+’ +4x — 3y + 2 [dvé samostatné rovnice (linedrn,
kvadratickd), dva stac. body, lokdlni min. v [-2;1], sedlovy bod [-2;-1]

7. f(x,y) = «* + 42y + y* [linedrni a kubick4 rovnice, tfi staciondrni body,
lokdlni min. v [v/2; —2 /2], [~v/2; 21/2], sedlovy bod [-2;-1]

8. flx,y) = 4a® — y* — Y [soustava s neznamou ve jmenovateli, dva
T
stacionarni body [1/2;-1], [-1/2;1], oba sedlové, zadny extrém ]

9. (Sbirka, 217) f(x,y) = 7 +y—x /y—6x+12 [soustava s odmocninou,
a to ve jmenovateli, jeden stacionarni bod [4;4] (lokalni min)]

10. (Alfa) f(x,y) = ¢*(z + y* + 2y) [soustava s exponencidlou, jeden
stacionarni bod [1/2; -1] (lokalni min)]



11. (Sbirka, 221) (Beta) f(z,y) = */% (x + 3?) [soustava s exponencidlou,
jeden stacionarni bod [-2;0] (lokalni min)]

12. (Alfa) f(z,y) = " (x*4y*) [soustava s exponencidlou, dva stacionarn{
body, lokalni min. v [0;0], sedlovy bod [-2;0]

13. (Alfa) f(z,y) = 3 In(z*y) — y° — 32° + 4 [soustava dvou samo-
statnych rovnic (nezndma ve jmenovateli), dva stacionarni body [1;1],
[-1;1], v obou lok. max.]

14. f(x,y) = o7 20 =3y" [soustava s exponencialou, jeden stacionarni bod
[-1;0] (lokalni max.)]

15%. (Alfa) f(z,y) = (2* +y2)e_x2_y2 [lok. min. v [0, 0], neostré lok. max
v bodech [z, y] : 22 + y? = 1 (jednotkovd kruznice) (Ndpovéda: pouZijte
polarni soufadnice z = r cos ¢, y = 7 sin ¢. Pak je 2% + y? = r?.]

Jiné zaddni: UrCete vSechny stacionarni body. Ovérte, zda v bodé [0, O]
ma fce f lokalni extrém. Pokud ano, jaky ?



Absolutni (globalni) extrémy

Definice.

Rikame, Ze funkce f (n prom.) nabyva v bodé A € M C D(f) svého
maxima na mnoziné M, jestlize pro kazdé X € M plati: f(X) < f(A).
Zapisujeme f(A) = max{f(x):x € M}, struéné f(A) = maxy f.
Analogicky minimum funkce f na mnoZiné M. Znacime je min; f.
Absolutni extrémy fce f na celém D(f) znacime max f, resp. min f.

Véta 6.14

(postacujici podminky pro existenci absolutnich extrému)
Necht M C E, je neprazdnd, omezend a uzaviend mnoZina,
nechf funkce f je spojitd na M.

Pak funkce f nabyva na mnoziné¢ /M maxima a minima.




V pripadé n = 1 je M uzavieny omezeny interval a vétu lze doplnit:

Dodatek. Absolutnich extrémi muize funkce f(ax) nabyvat pouze

1) ve vnitinich bodech intervalu, v nichZ je f’(x) = 0 nebo derivace
neexistuje (splnéna NP pro lokalni extrém)

2) v krajnich bodech intervalu.

Vypocet absolutnich extréma (n = 1)

1. Zdivodnime existenci.
2. Najdeme kritické body.

3. Vypocitame hodnoty f(x) v té€chto bodech. Z nich ur¢ime maximum,
resp. minimum funkce f v daném intervalu.

Otazka: Co kdyz interval neni uzavieny nebo neni omezeny ?



Vénujme se nyni funkcim dvou proménnych.

Specidlni ptipad prestavuji tzv. vazané extrémy, a to kdyz extrémy funkce
f(z,y) hleddme na mnoZing

M =A{[z,y] € Ey : g(z,y) = 0}, kde g je dand spojita funkce.

Pokud lze, pak z vazebni podminky g(x, y) = 0 vyjadiime jednu proménnou,
kterou dosadime do dané funkce f. Ziskdme tak dlohu urcit absolutni
extrémy funkce jedné proménné.

Geometrickd interpretace: UvaZzujme mnoZinu (’valcovou plochu™)

G={lzr,y,z| € Es: [x,y] € M}.
Urcit vazané extrémy pak geometricky znamena nalézt nejvetsi, resp.
nejmensi z-ové souradnice bodil na prisecné kiivce grafu zadané funkce f

a plochy Q).
Priklad



Vypocet absolutnich extrému (n prom., obecna mn. /)

Pripomenime, Ze M je vnitfek a OM je hranice mnoZziny M.

1. Zdivodnime existenci absolutnich extrému (Véta 6.14).

2. Ur¢ime viechny kritické body X funkce f v oteviené mnoZiné& M.

3. Ur¢ime vSechny body X € OM, ve kterych miize funkce f nabyvat
vazanych extrémi na hranici mnoziny M. Nezapomeinme na pruseciky
ktivek, které tvofi hranici OM (pokud priseciky existuji).

4. Ur¢ime hodnoty f(X) ve vSech vypocitanych bodech. Nejvétsi hodnota
je pak max,; f a nejmensi hodnota je min,, f.

V nésledujicich dlohdch zdiivodnéte existenci absolutnich extrému a urcete
je, tj. urCete jejich polohu a odpovidajici funkcni hodnotu.

1.2 = f(x,y) = iJré na M =A{lz,yx+y=1 2 € (1/4,9/10)}.

Vysledek. min =4 v bod& [1/2: 1/2], max =100/9 v bod& [9/10; 1/10].



2. (Sbirka, obména pt. 233) z = f(x,y) = 2° — y* + 18
a) na hranici OM mnoziny M = {[x,y|; 2> + y*> < 9},
b) na mnoziné M.

3. (Sbirka, obména pt. 230) z = f(x,y) = zy(2 — x — y)
a) na hranici OM mnoziny M = {[z,yl;x +y <1, 2 >0, y > 0},
b) na mnoziné M.

4.z = f(z,y) :\/§—6y+3x2—8x,

M je oblouk paraboly y = x? mezi body [—2; 7], [1;?].

Vysledek. min =-10 v bod¢ [1; 1], max =27/4 v bodé [—3/2; 9/4].
Upozornéni: \/7 ] .

5.2= f(z,y) =x+4vr —2ynaudseCce y =z — 1, x € (0;9).
Vysledek. min =2 v bod¢ [0; —1], max =6 v bodé¢ [4; 3].

6. Slovni ulohy. Sbirka, pt. 235 a 236.



