Funkce. Limita a spojitost

skriptum J. Neustupa

III.2 Fce - zakladni pojmy

1. Definice, def. obor D(f), ...
2. Fce slozena, omezena,

3. Fce inverzni

4. Fce suda, licha, periodicka
Fce [ se nazyva suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati:
(—z) patitido D(f) a f(—x) = f(x). Graf je soumérny podle osy .

Fce f senazyvalicha, .....f(—x) = — f(x). Graf je soumérny podle pocatku.

Priklady



Fce f se nazyva periodicka s periodou p, jestlize pro kazdé x € D(f) plati:
r+ppatiido D(f)a f(x £ p) = f(x).

II1.3 Vybrané fce. Grafy, D(f), ...

III.3.5 Cyklometrické fce.
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Definice

Rikdme, Ze funkce f mé v bodé x( limitu a, jestlize
ke VU (a) AP (xg) tak,Zepro Va € P(x) plati:
x € P(xo) = f(x) € U(a).

limity jednostranné
limita vlastni

Iimita nevlastni



Zakladni véty o limité funkce

Véta 4.4 Funkce f ma v libovolném bod¢ nejvyse jednu limitu.

Véta4.12 Funkce f md v bod¢€ g € R limitu a pravé tehdy, kdyz
ma v bod€ x( limitu zleva i zprava a ob€ jsou rovny a.

Véta 4.6 Nechf existuji lim f(x) = a, llm g(x) =0b.

T—rIQ

Pak plati: lim f(x) * g(x) = a * b, pokud vyraz a * b ma smysl.
T—rI(Q

Zde symbol * znamend operaci z mn. {4+, —, X,/ }




Véta 4.9 o limité typu 1/ f ()

Nechf lim f(x) =0a f(x) > 0v P(xo).

T—rxQ

1
Pak existuyje lim ——— = +4-o0.
T—xQ (33)

Véta 4.32* (limita slozené funkce)

Nechf lim g(x) = a, kde g(z) # 0 v P(x).

T—rTQ

Nechf lim f(y) =

y—a

Pak existuje lim f(g(x)) =L
T—rTQ




Spojitost funkce

je podstatna vlastnost, kterd se objevuje v predpokladech mnoha vét
a vypocetnich postupt (algoritmi).

Definice R., Ze funkce f je spojitd v bodé xg € D(f),
jestlize existuje

lim f(x) = f(xo).

T—r(Q

Spojitost zprava, zleva v bodé xg € D(f)

R., Ze funkce f je spojitd v intervalu I, je-li f spojitd v kazdém bodg
intervalu /. Patfi-li krajni bod(y) do I, pak se v nich pozaduje spojitost
zleva, resp. zprava.




Zakladni véty o spojitosti

Véta 4.24 o spojitosti souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkci
v bodé resp. v intervalu.

Véta 4.25 o spojitosti slozené funkce f(g(x)) v bodé x

Véta 4.22 (spojitost tzv. zakladnich funkci)

Funkce mocninnd, exponencialni, logaritmickd, funkce goniometrické,
cyklometrické a funkce abs. hodnota jsou spojit€ v kazdém bodé svého
def. oboru. Tedy téz v kazdém intervalu, ktery je ¢asti D(f).




1! Dusledek predchozich vét.

Stejné tvrzeni plati pro kazdou funkci, ktera vznikla operacemi scitani,
odecitani, nasobeni, d€leni a/nebo skladani funkci z Véty 4.22.

Priklad 1. Polynom

Piiklad 2. f(x) = V4 — z°

Priklad 3. Dulezity !!!
Postacujici podminkou pro existenci integralu je spojitost fce =—
Integrdl [ f(x) d existuje v kazdém intervalu I, ktery je &asti D(f).



DalSi dulezité vlastnosti spojitych funkci

Véta 4.26 (Darbouxova vlastnost)

Nechf funkce f je spojitd v omezeném intervalu I = (a, b).
Pak funkce f nabyva na I vSech hodnot mezi f(a) a f(b).

Dusledek. Nechf navic je f(a) - f(b) < 0.
Pak existuje bod o € (a, b) takovy, Ze f(a) = 0.

Poznamka. Na tom je zaloZena numericka metoda puleni intervalu
(bisekce) pro feseni rovnice f(x) = 0.
Najde feseni priblizné, ALE s pozadovanou piesnosti.



