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Hodnost matice, regularni matice, Gaussuv algoritmus
Piipadné ndméty k tomuto textu sdélte laskavé F. Mrézovi (e-mail: Frantisek.Mraz@fs.cvut.cz )

Hodnosti matice A typu m X n nazyvame maximalni pocet linearné nezavislych radku, které chapeme
jako vektory v R™. Znacime h(A).
Poznamka: Je to téz maximalni pocet lin. nezavislych sloupcu, které chapeme jako vektory v R™.

Poznamka (dulezitd). Z definice hodnosti matice vyplyva, ze o linedrni zavislosti, resp. nezavislosti
dané skupiny vektoru lze rozhodnout uréenim hodnosti matice sestavené po fadcich ( nebo sloupcich) z
danych vektoru.

Je-li tato matice ¢tvercova, pak tim muzeme rozhodnout i o tom, zda dand skupina vektoru tvoii bazi
v piislusném prostoru. V tomto piipadé (¢tvercovd matice ) muzeme obé tlohy, tj. nezavislost skupiny
vektoru a otdzku baze, rozhodnout téz pomoci determinantu.

Ctvercovou matici typu n x n, kterd mé maximéln{ moznou hodnost n nazyvame regularni matici. Neni-li
Ctvercova matice regularni, nazyvame ji singularni.

Specialni pfipad: Je-li m = 2 nebo n = 2, pak uréime hodnost pifmo podle definice, nebot vime,
ze dva nenulové vektory jsou lin. zavislé pravé tehdy, kdyz jeden z nich je nasobkem druhého.

P#. 1. Zduvodnéte podle definice, ze matice A = (_Qi _54> ma hodnost 2, zatimco
2, -4, -6

matice B = (_1? 9. 3

) ma hodnost 1.

Véta 1.2.17. Nechf A je horni trojihelnikova matice, kterd mé vSechny prvky na hlavni diagonéle
ruzné od nuly. Pak je hodnost h(A) = min{m,n}, tj. pocet nenulovych fadku.

Pro matici typu m x n, kde m > 2, n > 2 postupujeme zpravidla podle Gaussova algoritmu, ktery
danou matici pfevadi pravé na horni trojihelnikovou matici. Pfitom pouzivame tzv. ekvivalentni dpravy
matice, tj. takové upravy, které neméni jeji hodnost. Jednd se predevsim o tyto tupravy:

1. zdména Fadku

2. vynasobeni fadku nenulovym ¢islem

3. k nékterému fadku pficteme nasobek jiného Ffadku

4. vynechani nulového tadku; vynechani fadku, ktery je nasobkem jiného

Pro vytvofeni nulového prvku v pozadovaném misté uzivame zpravidla tpravu ¢. 3.

Gausstv algoritmus:

1. krok: Pomoci nenulového prvku a1; vytvoiime nuly v prvnim sloupci pod nim. Pokud je a11 = 0,
pak zaménime fadky nebo sloupce. Pokud lze, zaménime tak, aby a;; = 1 nebo a;; = —1.

2. krok: Pokud je v nové matici prvek a), # 0, vytvoiime pomoci ného nuly ve sloupci pod nim.

Postup opakujeme, az dospéjeme k horni trojihelnikové matici.

2, 2, 1
Pi#. 2. Urcete hodnost matice A= [ 1, 2, —1]. Rozhodnéte, zda je to matice regularni.
1, 6, 3
Reseni: Matici postupné pievadime pomoci tiprav, které zachovavajf jeji hodnost, na horni trojihelnikovou
matici:
2, 2, 1 1, 2, —1 1, 2, -1 1, 2, -1
A=1(1, 2, =1 ~YH {2 2 1 |~H 0 -2, 3 |~3 |0, -2, 3
1, 6, 3 1, 6, 3 0, 4, 4 0, 0, 10

Popis jednotlivych krokt:
1) Zaménime 1. a 2. fadek; dosdhneme toho, ze aj; = 1.



2) Prvni tadek opiseme. Ke 2. fadku piic¢teme 1. fddek vyndsobeny éislem (—2) a ke 3. fddku piicteme
1. fddek vynasobeny ¢islem (—1). Tim ziskdme nulové prvky v prvnim sloupci pod hlavni diagonalou.

3) Druhy fadek opiseme. Ke 3. fadku piicteme 2. fddek vyndsobeny éislem 2. Tim ziskdme nulové
prvky ve druhém sloupci pod hlavni diagonalou.

Ziskali jsme horni trojihelnikovou matici, kterda ma vSechny prvky na hlavni diagonale nenulové.
Podle Véty 1.2.17 m4 tato matice (a tedy i matice puvodni) hodnost 3. Matice A je regulérni.

P#. 3. Co muzeme fici o fadkovych vektorech u = (2,2,1), v = (1,2,—1), w = (1,6,3) matice A
z predchoziho piikladu ?
Odpovéd': Vzhledem k definici hodnosti se jednd o tfi linedrné nezévislé vektory v prostoru R3. Protoze
tento prostor mé dimenzi 3, tvoii tyto fadkové vektory bazi tohoto prostoru.

Poznamka: Stejnd tvrzeni plati i o sloupcovych vektorech této matice.

P#. 4. Ovéite, ze vektory u = (2,2,1), v = (1,2,—1), a = (1,6, —7) jsou linedrné zavislé ( zmeénili
jsme pouze tfeti soutfadnici puvodniho vektoru w).

Reseni: Z danych vektort sestavime matici, napi. po fadcich. Postupujeme jako v predchozim pifkladu.
Ve tfetim fadku vyjdou vSechny prvky nulové, proto tento fadek vynechame. Hodnost matice je tedy 2,
vektory vsak jsou tii a proto jsou linedrné zévislé. Dand skupina tedy netvoif bazi v prostoru R?. Uvedené
vektory generuji podprostor dimenze 2, bazi tohoto podprostoru jsou libovolné dva z danych ti{ vektoru.

Poznamka: Matice sestavend z vektoru Prikladu 4 je tedy singularni.

P#. 5. Urcete hodnoty parametru p tak, aby skupina vektorua u = (3,5,p), v=(1,2,0), w = (1,3,p+2)
byla linedrné nezavisla.

Reseni: Z danych vektort sestavime matici, napf. po Fadcich. Vhodnou dpravou v tomto pifpadé je
zameénit poradi fadku zafazenim vektoru v do prvniho fadku. Tim ziskdme vyhodny prvek a;; = 1. Déle
postupujeme jako v Piikladu 2, tj. takto sestavenou matici pfevadime na horni trojihelnikovou matici
pomoci elementarnich tprav:

17 27 0 17 27 0 1, 2, 0
A = 37 57 p ~ 1) 07 _]-7 p ~ 2) 07 _17 p
1, 3, p+2 0, 1, p+2 0, 0, 2p+2

Popis jednotlivych kroki:

1) Prvni fadek opiseme. Ke 2. fddku piicteme 1. fddek vyndsobeny ¢islem (—3) a ke 3. fadku pricteme
1. fddek vynasobeny ¢islem (—1). Tim ziskdme nulové prvky v prvnim sloupci pod hlavni diagonalou.

2) Druhy i4dek opiseme. Ke 3. fddku pficteme 2. iddek. Tim vytvoifme nulovy prvek ve druhém
sloupci pod hlavni diagonalou.

Ziskali jsme horni trojihelnikovou matici. Je-li 2p + 2 #£ 0, tj. p # —1, pak ma tato trojuhelnikova
matice vSechny prvky na hlavni diagondle nenulové a m4 tii nenulové fadky. Podle Véty 1.2.17 ma tedy
pro p # —1 tato matice (a tedy i matice puvodni) hodnost 3 a dand skupina vektoru je linedrné nezavisla.

Poznamka: Je-li p # —1, pak matice sestavena z danych vektoru je regularni. Je-li p = —1, pak tato
matice je singuldrnin a dand skupina vektoru je lin. zavisla.

Pozndmka: K feSeni zadané ilohy lze v tomto piipadé (¢tvercovd matice) pouzit i determinantu
matice A. Vypoctem ovéite, ze detA = —2p — 2. Podle Véty 1.2.31 ze skipta [1] je matice A reguldrni a
tedy dand skupina vektort je lin. nezdvisla pravé tehdy, kdyz detA # 0, tj. pravé tehdy, kdyz p # —1.

Dalsi piiklady k samostatnému pocitani najdete v nize uvedenych skriptech, véetné kapitoly Ulohy
ze zkousek v uvedené Sbhirce...V této sbirce najdete i tlohy fesené.
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