Implicitni funkce

Funkce jedné prom. y = f(x) definovand implicitné zadanou rovnici
F(xz,y) = 0. (kratce: implicitni funkce)
Véta 7.2

Nechf 1. F(xq,y0) =0

2. Derivace F, F, jsou spojité v okoli bodu [z, y].

3. F,(x0,y0) # 0.

Pak existuje okoli U(z) a jedind fce y = f(x) takova, Ze
1. f(zo) = yo apro Vo € U(xy) je F(z, f(x)) =0

2. funkce f, f’ jsou spojité v okoli U(xy),

F.(x
3. pro kazdé x € U(x) existuje derivace y’' = f'(x) = — Fa(z,y)

Fy(w,y)’
kde y = f(x).

Dodatek. Ma-li fce F' v okoli U(xy, y) spojité PD aZ do fadu k, pak impli-
citni funkce y = f(x) ma téz spojité derivace do fadu k.



Vypocet derivaci vy = f'(x), 3" = f"(x)

V textu “Implicitni funkce-vypocet 2.derivace stru¢ny pirehled”’na web strance
Matematika I — Literatura - Sbirka piikladti z MAT II jsou tfi postupy.

V postupech €. 1. a 2. je nutna znalost toho, Ze pri derivovani podle z
neni y Konstantni, ale naopak y = y(x) je funkce proménné .
Fa(z,y)

Fy(z,y)

2. Pfimo (dvakrat) derivujeme rovnici F'(x,y) = 0.

Tyto postupy lze zkombinovat, tj. 1. derivaci podle vzorce y' = —F,/F,
(je obsazen uz v zdkladni vét€ o existenci) a pak 2. derivace pfimym deri-
vovanim rovnice F), - y' = —F}.

3. Vzorec (J. Neustupa)

y// — f”(ZU) — _anc (Fy)2 _ 2FwyF$Fy _I_ Fyy (Fw)z

(Fy)?
Y
v némz jsou pouze parcialni derivace zadané funkce F.

1. Derivujeme 1. derivaci y’ = f'(x) = —




Pf. 1.

a) Rovnici

F(x,y) =2+ y* —siny —8=0

je v okoli bodu [z, 19| = [2, 0] implicitné uréena funkce y = f(x), ktera
ma spojité derivace f'(x), f”(x) (v okoli bodu xy = 2). Ovéite !

b) Hodnoty derivaci f'(2), f"(2).

c) Monoténie funkce f v okoli bodu x.

d) Taylorv polynom T5(x) funkce f se stiedem v bodé x; = 2.

e) Priblizna hodnota funkce f v bod¢ z = 1.9 pomoci T5(x).



Varianty zadani

c) Rovnice te¢ny a normély ke grafu funkce f

d) Je funkce f konvexni nebo konkavni v okoli bodu z?

Tvar grafu funkce f.

e) Extrém funkce f v bod¢ x( ?

*) Body [z, y], ve kterych nejsou splnény postacujici podminky pro exis-
tenci implicitni funkce.



Pr. 2. a) Ovéfte, Ze rovnici

F(z,y) = x*>+ 3z*y — 10y* —6x +6 =0

je implicitné uréena funkce y = f(x), jejiz graf prochazi bodem

(20, yo] = [2, 1] a kterd ma spojitou 1. a 2. derivaci v okoli bodu xy = 2.

b) Urcete hodnotu derivace f’(1). NapiSte rovnici tecny ke grafu funkce f
v bodé dotyku [2, 1]. Pomoci rovnice te¢ny urcete ptiblizné hodnotu f(2.2).

c¢) UrCete 2. derivaci f”(2). Je funkce f konvexni nebo konkavni v okol{
bodu zy = 2 ? Nacrtnéte teCnu a tvar grafu funkce f v okoli bodu [z, y].



Funkce dvou prom.z = f(z,y) implicitné definovana zadanou rovnici
F(x,y,z) = 0vokoli bodu A = [z, yo, 20| (kratce: implicitni funkce)

Véta 7.5
Nechf 1. F(A) =0
2. Derivace F, F,, F, jsou spojité v okoli U(A).
3. F.(A) #0.
Potom existuje okoli U(xg,yy) a jednoznacné urena fce z = f(x,y) ta-
kova, ze
L.f (20, Yo) = 20, F(x,y, f(x,y)) = 0 v Ul(zo, v0),
2. funkce f a derivace f, f, jsou spojité v U(xo, 1),
3. pro kazdé |z, y| € U(x, yo) existuji parcidlni

, of F, Of F,
derivace — = — —, = ——.

ox F, oy F,

Derivace na levych stranich jsou v bodé [z, y|, na pravych stranich v bodé

.y, f(z,y)].




Pf. 3. UrcCete teCnou rovinu k plose

22 +3x%2+2xy =0vbodé A=[1,-21].
Vysledek: € +y+ 3z —2=0

Pi. 4. Ovéfte, ze rovnici F(x,y,z) =z +y?> + 23+ x2?yz—4 =0
je v okoli bodu A = [1, —2, 1] implicitné urCena funkce z = f(x,y), ktera
ma spojité PD v okoli bodu |1, —2].

Proved'te potfebné vypolty a uvedte vSe, co vite o implicitni funkci f v
bodé [1, —2[:

a) PD, gradient, geometricky vyznam,

b) smér v némz funkce f nejrychleji roste (klesd), derivace v tomto sméru
c) teCna rovina, diferencial, rovnice normaly

d) ptibl. vypocet hodnoty f(1.1,—2.1),

e) derivace ve sméru 5 = (1, —1).



