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I1.7.* Derivace slozené funkce

e Vypocitejte derivace danych slozenych funkef :

. 0z 0z
Priklad 160. z = e Iny, x =wcosv, y=usinv, — =7 — =7
du v
Reseni : Zavislost mezi proménnymi znazornime orientovanym grafem, ze kterého

sestavime vzorce pro jednotlivé derivace.

0z 0z Oz N 0z Oy
/\ ou Or Ou Oy Ou’
. ) 0: 02 0r 02 0y
ov Odxr Ov OJy v
M Nyni tyto derivace vypocitame :
U v
0z e’ 0z . : e’
— =¢"Iny-cosv+ —sinv, — = —e"lny-usinv+ —ucoswv. [
ou ov Yy

P0OzNAMKA : V tomto jednoduchém pifkladé bychom mohli dosadit za = a y. Pak
derivace funkce z = e"“*"In(u sinv) by se dala spocitat piimo, avsak nasim tikolem

je procviceni derivaci slozenych funkei.

1 0 0
Piiklad 161. z = In(2® + 3 + t_Q)’ r=ut+t, y=u’—u, a—z =7, 8_§ =7
Resent : o
P 0z 0z 8x+8z dy 0z 0z 8x+8z
ou Oxr Ou Oy Ou Ot 0Ox Ot Ot
. 9z A o
(Derivace s pruhem — je pomocné oznaceni a odpovida
T oy L Yy ot 9
primé Sipce od z k ¢, kdezto 8_j je celkova derivace
z podle t.)
u
0z 2 2y
—=—"2u+ —————2u—1) = ————(2zu + 2yu — y),
ou x2+y2_|_ti2 x2+y2+ti2( ) x2+y2+ti2( Y y)
0z 2z 1 2 2 1
() G- om

=1+ )= (z
8 2+yi+i 2+ y2 45 B 224yt + L

10 10 10
Priklad 162. v = f(x* +y* — 22%). Spocitejte vyraz V = 4—:653% + 4_y38_z + Eﬁ_z

Reseni : Oznatme t = z* + y* — 224 Pak u = f(t) a
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u ou du Ot ;

l or —ar ar WA
ou du Ot ;
=22 = () AR
ou du Ot p 5

AN Qu_du 2 iy (-8,
x Y z
Po dosazeni snadno spocitame, ze V = 0. ]

163. Presvédcte se, ze funkce y = f(z + at) + g(z — at) vyhovuje parcidlni diferencialni

0? 0?
rovnici 8—1532/ — a2a—z = (. Predpoklddame, ze f a g jsou dvakrat diferencovatelné
i
funkece. [Ndvod: wu =z +at, v =2 —at, y = f(u) + g(v)]
0 0
164. Presvédcte se, ze funkce z = f<g) spliiuje rovnici x - 8—Z +y- 8—2 = (. Ptedpo-
T z Yy

kladame, ze f je diferencovatelna funkce.

165. Jsou dény funkce z = f(u,v), u = 2% — %, v = e™. Spocitejte diferencidlni vyraz

0 0
W=y- 8_i +z- 8—;, kde f je diferencovatelna funkce. [W = (2 +y2)eryg—v]
‘ 2 4,2 2 on o Of Of
166. Je dana funkce f(z,y) = 2¥, kde x = u® + v*, y = uwv + v*. Spocitejte 90 a 90
u v
v bodé A, jehoz soutadnice jsou u =1, v = —1. [g—u(A) = %(A) = —ln2]

I1.9. Funkce definované implicitné

Priklad 167. Dokazte, ze rovnici 2 + 3* = 22? + ry — 1 = 0 je implicitné definovéna
jedina funkce y = f(x) v okoli bodu A = [1,0]. Urcete f'(1) a f”(1).
Reseni : Oznacme F(z,y) = 2° + y® — 22% — zy + 1 funkci, kterd je spojitd v Ey a mé
spojité parcidlni derivace 1. a 2. fadu v E,. K existenci a jednoznac¢nosti implicitni
funkce y = f(z) nynf staci, ze F(A) = F(1,0) =0a F, = (3y* —x)| = —1 # 0. Déle
A

spocitame
r @ B Fx_ 3z — 4z —y T
y—f(m)——Fy——gyZ—_x, f(l)——_—l——l’
"o e _df/($) __(6$—4—y/)(3y2—1’)—(3l‘2—4$—y)(6y-y/—1)
y' = f'(z) = dr (3y% — 2)?
gy B4 DD -G _

Priklad 168. Napiste rovnici tec¢ny ¢ a normaly n kfivky definované implicitné rovnici
F(z,y) =2’y +y’z+ 2%y —3=0vbods A=1,1].
Resent : Jelikoz F(1,1) = 0a F,(A) = <x3+3y2x—l—:1:2)[ = 5 # 0, jerovnici F(z,y) =0
1,1

}

skutecné definovéana kiivka y = y(z), ktera prochédzi bodem A.
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F, 3x%y + 13 + 2y 6
y (1) ) ( 23+ 3z + 22 / 14 5

6
t: y—yo=1"(xo)(x—20),kde A = [z0,y0], y—1= —g(x—l) — 6z+5y—11 =0,

n: y—lzg(a:—l):>5x—6y—1:(). [

Priklad 169. Rovnici In \/22 + y? = arctg L je ddna logaritmickd spirdla.
5
Stanovte y' a y".

F,

—o

y

piimo derivovat a ptitom si uvédomitt, ze y je zavislé na x tj. y = y(z).
Derivujme ptimo :

Reseni : Muzeme pouZit znamy vzorec y' = F, # 0 nebo muzeme danou rovnici

1 2z + 2yy’ 1 yr—vy x+yy Yr—y

/1;2_’_y2 2 $2+y2 1.{_(%)2 .ZEQ x2+y2 1.2_1[_y2
T+

r+yy =yr-—y=a+ty=y(r-y) = M=$_j x#y

Druhou derivaci spoc¢itame podobné :
<x+yy:(buﬁw—y%%x+wﬂ—y)_m—y—x—y+y@—y+r+w

T—yY (x—y)? (x —y)?
y_ —2y+2ey 2420 T (a4 .
(@ —y)? (@ — 3 (z —y)3

Priklad 170. Ukazte, Ze rovnici 22 + 22y + y? — 42 + 2y — 3 = 0 je implicitné urcena funk-
ce y = f(x), jejiz graf prochdzi bodem A = [0,1] . Zjistéte, zda je f(x)
konvexni v okoli bodu A. NapiSte rovnici tecny ke grafu funkce v bodé A.

Reseni : F(z,y) = x>+ 2zy 413> — 4+ 2y — 3 je diferencovatelnd v Ey a mé v Ey spojité
parcialni derivace 2. tadu. Dale plati:

F(A)=F(0,1)=0, F,=(2c+2+2)| #0

F, 20 +2y—4 Z+y—2 1
=—Z == =— = ¢/(0) = =
& 1 204+ 2y+2 z+y+1 v (0) 2
yu:_G+y%w+y+1%-@+y—2ﬂl+d):_ 3(1+y)

(x+y+1)2 (x+y+1)2

"(0) 31+ 5) Y < 0. Funk £(z) je v bodé A konkévni, jelikoz

= e ) == =i . runkce = ) ]je vV pode onkKavil, 1€l1K0z
Y 0+1+12 8 o 4 bl

1

y"(0) < 0. Tetna v bodé A ma rovniciy — 1 = Jt=z- 2y+2=0. [

Priklad 171. Dokazte, ze vztahem F(z,y,z) = 2% + 32?2 — 2xy = 0 je definovdna jedind
funkce z = f(z,y) v okoli bodu A = [—1,—2,1]. Urcete grad f(1, —2).

Resent : Funkce F' mé spojité parcidlni derivace v okoli bodu A,
F(A) = F(-1,-2,1) =0, zg(A)::@22+4h¥ﬂA:ey¢o. Tim je v okoli bodu A

prokdzana nebo prokazana existence a jednoznacnost funkce z = f(x,y), kterd ma spojité
parcialni derivace.

Nyni je grad f(1,-2) = <g—;(A), %;(A)), kde
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0z 4 6xz — 2y 0z 1
ox F, 322 4 322 — 83:( =2) 3"
0z & —2x 0z 1
oy 5 322 + 3z? 8y( »—2) 3
1 1 1
df(1,—2) = (—,——) — —(1,-1).
mad f(1,-2) = (%) = 2. -) .

Priklad 172. V okoli bodu [2, —2, 1] je dédna funkce z = f(z,y) v implicitnim tvaru

0 vy
In z + 2%yz + 8 = 0. Urcete 8—'2:(14)7 kde §= AB,A=[2,-2],B = [3,-3].
s

Reseni : Oznaéime F(z,y,2) = Inz 4 2%yz + 8. V bodech, kde F(xz,y,z) =0
a F,(x,y,z) # 0 plati :

0z F 2xyz 0z 8 0z F, 22y 0z 4
Ox F, Ity 890( ) 7 Oy F, Ity ay( ) 7
Oz , . § ¢ 84y (1,-1) -12  —6v2

%(A)—gradf(/l)-g—<—?,?>- N A ]

Priklad 173. Napiste rovnici tecné roviny 7 a normaly n k plose definované implicitné
rovnici F(z,y,2) =22+ y?+22—-25=0, v bodé A = [3,0,4].

Reseni : Vime, ze normalovy vektor k plose ma vyjadreni

7= (g—;, g—;, —1) - (—% —%, —1> — 7 = (F,, F,, F.).

Je-li plocha vyjadiena v implicitnim tvaru, pak posledni zapis je vyhodnéjsi. Tedy
il = (2z,2y,22) ~ (z,y,2)| ;= (3,0,4),
7:3(x—3)+0-y+4(z2—4)=0= 3z +42—-25=0,
n:[x,y,2] =[3,0,4] +¢(3,0,4), t € R. [

Priklad 174. Napiste rovnici teéné roviny k ploge F(x,y,2) = x(y+2) +22—-5=0
rovnobézné s rovinou g : 3x — 3y + 62 = 2.

Regent : i =(3,-3,6) ~ (1,—1,2)
i = (Fy, Fp, ) = (y+ 22,0+ 22) = k(1,—1,2)

y+z=k
{ x=—k } a z této soustavy musime urcit souradnice dotykového bodu A.
T+ 2z=2k
k 3
Vychazi ¢ = -k, y= 5 z = 5 k. Vime, ze hledany bod musi lezet na dané
plose, proto dosadime do F'(z,y, z) = 0 a uréime konstantu k , a tim i soutradnice

hledaného bodu. Dostavame postupné

ko3 3 \2 9
k(=2 —k) (—k:) 5 K2+ K2=5 k=4, k=42,
k:( S +55)+ (5 5 + k=5
A1 =[-2,3,-1], A, = [2,-3,1];
m:x—y+22+7=0, m:x—y+2z—7=0. ]

Priklad 175. Urcete rovnici teény v bodé A = [—2,1, 6] ke kiivce v E3, dané
rovnicemi 22 + 3y? + 22 = 47, 2% + 2% = 2.

Resend : Snadno uréime teénou rovinu v bodé A k prvni plose 7y : —4x +3y+62—47 =0
a tecnou rovinu ke druhé plose 5 : —4x 4+ 4y — z — 6 = 0. Smérovy vektor hledané
tecny je § =7y X iy = (—27,—28,—4) ~ (27,28,4) a rovnice teény
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[z,y, 2] =[-2,1,6] +t(27,28,4), t € R.
Uvedeme dalsi mozny postup. Pii daném vyjadreni kfivky jako priniku dvou ploch
budeme predpokladat, ze jedind nezavisla proménna je x. Potom y a z budou funk-
cemi
promeénné z, tj. y(z), z(x).
Hledany tecny vektor § bude (1,y(z), 2'(z)). Proto danou soustavu zderivujeme
podle z :
{4x+6yy/—|—2zz’:0 . {2z+3yy’+zz’:0
neboli :
2x + dyy = 2/ 2x + dyy = 2/
Nés zajima teény vektor v daném bodé, proto dosadime souradnice bodu A

a obdrzime postupné vzajemné ekvivalentni soustavy
( )

4 6
7 )4—1‘ —28 28
y: = = —,
—4+3y +62/=0 3y +62 =4 if‘ —27 21
—4+4y -2 =0 [’ 4 -2 =4 |’ 3 4
z’—‘4 4‘_ —4 _i
Co=27 =27 27 )

28 4
127727
tecny je tedy opét  [z,y, 2] = [-2,1,6] +t(27,28,4), t € R. n

\
Hledany tecny vektor je §= <1 ) ~ (27,28,4). Parametrické vyjadieni

Piiklad 176. a) Najdéte jednotkovy vektor 7° vnéjsi normaly v bodé A = [1, —1, 1]
plochy vyjddfené implicitné ve tvaru F(z,y,2) =22 +y?+22-3=0

b) Spocitejte %(A), kde f(z,y,z) = xy?z3.

(1,-1,1)

V3. n

Reseni :  a) it = (F,, F,, F,) = (22,2y,22) ~ (z,y,2), #°=

of (1,-1,1)
one V3

Sl

I
)

b) (A) =grad f(A) -7’ =(1,-2,3) -

e NapiSte rovnici teény t a normély n kiivky definované implicitné rovnici F(z,y) = 0
v bodé A :

177. F(z,y) = arcsinz + zy? =0, A = [0, 2] [t: 2=0,n:y=2]
178. F(x,y) = 2%y + 2y*> —azy — a®> =0, A = [a,q] [t: y=—z+2a,n:y=a|
179. Dokazte, ze rovnici In(x + y) + 2z + y = 0 je definovana funkce y = f(z) splaujici

f(=1) = 2. Napiste rovnici tecny ke kiivce y = f(x) v bodé A = [—1,2].
[t:y—2:—%(z+1)]

e Funkce jedné proménné y = f(z) je definovand implicitné rovnici F(z,y) = 0.
a) Vypocitejte parcidlni derivace 1. fadu funkce F'(z,y).
b) Ovérte, ze rovnici F(z,y) =0 je v okoli bodu [zg, 3] implicitné urc¢ena funkce
y = f(z), kterd mé spojitou derivaci f’(z) v okoli bodu z.
c¢) Urcete hodnotu derivace f’(xy) a napiste rovnici tecny a normély ke grafu funkce
f v bodé dotyku [xo, yo|. Popiste chovani této funkce v bodé x, tj. rostouci, resp.
klesajici.
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d) Rovnici tecny uzijte k pribliznému vypoctu hodnoty y = f(z) v bodé z; a tetnu
nacrtnéte.

180. F(J?,y) = ny - 13 -2 \/§+ 17 ['xOvyO] = [1>4]a xry1 = 0.8

1

) v
e) f'(1)=-10,t: y:4710(x71),n:y:4+1—(x71),

funkcef je v bodéxo = 1 klesajici
d) f(0.8) =6

a) Fy = 2xy — 322, Fy =2° —

181. F(z,y) = ye* +y* — 22y — 2, [20, yo] = [0,1], z; = —0.3

a)F, = ye” —day, F, =" 4+ 2y — 22°
o) f(0)=-1/3,t:y=1—2/3, n: y=1+ 3z, Yy

funkcef je v bodéxo = 0 klesajici ]
d) f(-0.3) =1.1 .

182. F(ﬁvy)) = ln(x - y) +2£L’+y2 —2= 0’ [x()’y()] = [1)0]7 €T = |

1
a)Fp=—+2, Fy:—xi—l—Qy

B
o)f(1)=3,t:3x—y=3,n:z+3y=1,
funkcef je v bodéxo = 1 rostouci

d) f(1.1) =0.3

2
183. F(Q?,y) = :L,yex—y - E = Oa [95071/0] = [LQ]? T = 1.1

a) Fo = (y+ay)e™™, Fy(z,y) = (x—ay)e™?
ff()=4,t:y=2+4(x—1),n: z2+4y=9, Yy
funkcef je v bodéxo = 1 rostouci z
. +[1,2]
d) f(1.1) =24 »

T

e Funkce jedné proménné y = f(x) je definovand implicitné rovnici F(x,y) =0
a) Napiste postacujici podminky pro existenci spojité funkce y = f(z) urcené
implicitné rovnici F'(z,y) = 0 v okoli bodu [zg, o] a pro spojitost jeji derivace

f'(x) v okoli bodu z.

b) Ovéite (vSechny predpoklady), ze rovnici F'(z,y) = 0 je implicitné uréena funkce
y = f(x), jejiz graf prochazi bodem [zg,yo] a kterd m& spojitou 1. a 2. derivaci
v okoli bodu zg.

c¢) Urcete hodnoty derivaci f'(zg) a f”(xg).

d) Napiste Tayloruv polynom 2. stupné T5(x) funkce f se stiedem v bodé .
Pomoci Ty(x) k vypocitejte priblizné hodnotu f(z) pro ;.

e) Nacrtnéte graf funkce f v okoli bodu [z, o).

184. F(z,y) = 23+ 22%y +y* — 1 =0, [zo,50] = [2, 1], 21 = 2.2
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AF@ =10 =-1,
{ d) To(z) =1 - — (”;2) , ]

F(2.2) = Z1.22

2
185. F(z,y) = 2 + % a2y —1=0, [z0,50] = [1,2], 71 = 1.2

AFW) =/ (1)=1,
{ & BGl) =1 L5 — ($‘21) ,
F(1.2) =218

186. F(.T,y) = .’L’B +x3/2 +ry — 7= 07 [:EO)yO] = [172]) To = 0.9

Of (1) =35, f'(1) = 1o,

d) To(z) = 2 — g(z - %(:ﬁ— 12,
F12) = 27319

' 12500

187. F(z,y) = 2* 4+ 2y* — 2xy —y = 0, [20, 0] = [1,1], 2o = 1.2

v bodé nastava lokalni maximum

C)f/(l) =0, f”(l) =-2, v. [1’1]
d)To(z) =1— (z —1)%, £(1.2) = 0.8

e Napiste rovnici tecné roviny 7 a normdly n k plose F(x,y,z) =0 v bodé A :

188. 1‘2—|—2y2—|—322—21 =0, A= [1,2,2]
[r:z+4y+62—21=0, n: [z,y,2] = (1,2,2) + ¢(1,4,6), t € R]
189. 23+ 92+ 22+ xyz —6=0, A=[1,2,-1]
[T: 24+ 1ly+52—18=0, n: [z,y,2] = (1,2,-1) +¢(1,11,5), t € R]
190. zy2> —x—y—2=0, A=[1,-1,-1]
[T: 204+2+3=0,n: [z,y,2] = (1,-1,-1) + t(—2,0,1), t € R]

e Napiste rovnici takové tecné roviny k plose F(z,y, z) = 0, kterd je rovnobéznd
s rovinou g.

191. 22+ 92 +22—-1=0,0:2+2y+2=0
[ +2y + 2+ V6 =0, body dotyku T1 2 = [+ %, £ %, £ ]]
192, 22+ 22 +322—21=0, 0: +4y+62=0 [2+4y+62+21=0, Tyo = [£1,+2,+2]]

193. Je dana funkce z = f(z,y) v implicitnim tvaru e* — zyz = e. Urcete f,(A), f,(A),

fuy(A), kde bod A = [0, ¢, 1] [fo(A) =1, f,(A) =0, fuy(A)=1/e]
194. Jsou dény dvé plochy rovnicemi v implicitnim tvaru x +2y —Inz +4 =10
11
a 2 —xy—8x+ §z2 + 5 = 0. Urcete vzajemnou polohu te¢nych rovin obou ploch
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ve spolecném bodé T' = [2, -3, 1]. [z + 2y — 2z + 5 = 0 je spoletnd tena rovina)

e Funkce dvou proménnych z = f(x,y) je definovana implicitné rovnici F(z,y, z) = 0.
a) Oveérte (vsechny predpoklady), ze rovnici F(z,y,2) = je implicitné uréena funkce
z = f(z,y), jejiz graf prochdzi bodem A, a ktera ma spojité parcidlni derivace
1. tddu v okoli bodu [z, Y.

b) Vypoctéte derivace of a of a urcete grad f (xo, yo)-
Jr Oy

c) NapiSte rovnici teéné roviny 7 a rovnici normély n ke grafu funkce f v bodé A
(tj. téz k plose popsané rovnici F(z,y,z) = 0).

d) Rovnici te¢né roviny uzijte k vypoctu pfiblizné hodnoty funkce f v bodeé [z1, y1].

e) Urcete derivaci funkce f v bodé A ve sméru @. Napiste smeér &, ve kterém funkce f
v bodé A nejrychleji klesa. Vypocitejte derivaci funkce f v bodé A ve sméru s.

195. F(z,y,2) = 223%yz—z+y3+2*—-2=0,4 = [1,2, 1], [:rl,yl] [0.9,2.1],7 = (1,2)

b) oL ——QL;@!;Z—;,, g :—%%;,gradf(l 2) (13, -10) |
[c)'r:le—IOy—z~8n [x,y,2] =[1,2,—1] + (13, — 1),teR

[d)f(0.9, 2.1)=-13, ) %(1,2) = % §=(~13,10), %(1,2) =-1
196. F(x,y,2) = 3 +3wy’2+2y2* = 0,A = [1,-1,-1], [z, 1] = [0.9, —1.1], % = (1, —2)
of 322 4+ 3y%z  Of 6zyz + 22° 4,

B T S df(1,—-1)=(0,—=
Ox 3zy? 4 6y22’ dy 3xy2+6yz2’gra f(,-1)=(o, 3)

[o)7:4y—32+1=0,n: [z,y,2] =[1,—-1,-1] +¢(0,4,-3), t € R
v a = a
d) f(0.9,-1.1) =113, €) §L(1,-1) =%, 5=(0,-%), 3L(1,-1) =—1 |

197. F(z,y,2) = 2”7 —ay +2° -6 =0, A =[0,0,2], [:El,yl] =[-0.2,0.1], ¥ = (—1,2)
of 2"V —y Of  ye't 2 2,
b5 = s T 5y~ ey T 00 =(5 ‘5>
)T 2x+2y +652= 10, n: [z,y,2] = [0,0,2] +t32f,2 ,9), t
B # 27 L /22
d) f(=0.2,0.1) = 1.96, ) aﬂ(o 0) = “5a T (5,5), 8—5(0, )— -1

34



